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ORBITAS FRENADAS

EN SISTEMAS MECANICOS FINSLERIANOS

po r

Otto Raul RUIZ M.

ABSTRACT. Given a mechanical system 01,K,U) where
M is a n-dimensional variety and the kinetic and poten-
tial energy K and U are three times dUferentiable, let
EO be a potential energy value such that {X e:MIU(x)~EO}
is homeomorphic to the n-dimensional disk, and its bor-
der B is the EQ-equipotential surface. If (M,K,U) is a
Finsler mechanlcal system, then any point of potential
energy less than EO can be joined to B by an orbit of-
total energy EO which approaches a fixed point of B. If
(M,K,U) is a Rie.mann mechanical system, the orbit can
be made to turn back on itself after reaching B.

1. Modelos matematicos de la mec,anica cl a s t c a , Cuando
nos introducimos en el tema de la mecanica clasica, vienen a
nuestra mente naturalmente imagenes de situaciones relacionadas
con el pendulo, la caida libre de un cuerpo, el sistema plane-



tario, el plano inclinado, resortes, sistemas de poleas,
etc. y observamos que desde un punto de vista flsico deseamos
conocer como se modifican en el tiempo las situaciones a confi-
guraciones de cada uno de los problemas relacionados. AS1, po-
~emos considerar la mecanica clasica como el estudio que se de-
dica a conocer el cambio en el tiempo de un sistema de cuerpos
sometidos a fuerzas.

Para construir el modelo matematico apropiado para la me-
canica, tendremos en cuenta las siguientes suposiciones.

P rime ra: el sistema flsico puede ser descrito "localmente" por
un conjunto de parametros x1, ... ,xn que varlan continuamente en
el tiempo, 0 en un lenguaje mas exacto, todas las posibles
posiciones 0 configuraciones de un sistema flsico determinan una
variedad diferenciable M que sera llamada el espacio de configu-
raciones.

Segunda: Sl x(t), perteneciente a M, es la posicion 0 la con-
figuracion de un instante t, asumimos que la curva x(t) en el
espacio M de configuraciones puede ser determinada a partir de
un conjunto de informaciones a "estadoll en un instante dado.

Tercera: el conjunto de estados es tamb i en una variedad dife-
renciable, que notaremos con la letra S.

Observemos queonecesariamente la posicion 0 configuracion
debe hacer parte de las informaciones a "estados" necesarios
para conocer la evolucion 0 el transcurso en el tiempo de una
configuracion dada.

El enfoque Lagrangiano de la mecanica considera S = TM,
el espacio tangente-de la variedad M, es decir, un estado con-
siste de la configuracion y su velocidad de cambio. El enfoque
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Hamiltoniano considera S = T*M, el espacio cotangente de M. Ca-
da vector cotangente en el lenguaje fisico consiste de la con-
figuracion y el momentum. Estos dos enfoques se corresponden
de manera natural por medio de la transformada de Legendre.

2. Principios variacionales de la mec~nica yecuacio-
nes de movimiento de Lagrange-Euler. Supondremos adi-
cionalmente, que las curvas x(t) en el espacio M de configuracio-
nes satisfacen el p~ncipio d~ minima aQci6n d~ Hamilton, que
dice: los cambios de configuracion de un sistema mecanico, co-
rresponden a las curvas x(t) en M que extremizan la funcional
o dada por

t1
~(x) - J L(x(t),x(t),t)dt,

to
tomada sobre las curvas tales que x(to) = Xo y x(tl) = xl'
L es la 6unQi6n d~ Lagnang~ L = K-U, donde K es una forma cua-
dratica positivamente definida sobre el espacio de estados
S = TM,y U es una funci6n a valor real definida sobre la varie-
dad M; K es llamada la ~n~g~ QinltiQa y U la ~n~g~ pot~n-
cia!. En otras palabras, las soluciones de un sistema mecanlco
son las curvas x(t) que son puntos criticos de la funcion 0, 0

en lenguaje variacional, puntos donde la primera variac ion de ~
es igual a cero.

De acuerdo a 10 anterior, concluimos que un sistema meca-
nico queda determinado por una tripla de objetos (M,K,UY donde
M es la variedad de situaciones 0 configuraciones, K la energia
cinetica y U la energia potencial.

Resultados elementales de calculo de variaciones nos per-
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miten afirmar ue una curva x = x(t) es solucion de un sistema
mecanico dado si y solo si satisface las siguientes ecuaciones
de Lagrange-Euler:

d ar. ar.=dt ax ax

Las coordenadas (x,x) representan cualquier conjunto de coorde-
nadas locales de la variedad TM.

3. Sistemas mecanicos de Riemann y Finsler. Un sistema
mecan ico (M,K,U) se denomina de. R.£vnClJ1n, cuando la energla cine-
tica K:TM ~ R proviene de una m~ea de. R.£e.mann0 te.n60~ de. Rie.-
mann, es decir, de una asignacion diferenciable de un producto
escalar a cada plano tangente T M. En coordenadas locales yx
en la notacion de Einstein (considerando sumatoria respectoa
los indices repetidos), la energia cinetica K se expresa en la
f ( ).i.jorma K = g.. x x x .lJ

Un sistema mecanico se denomina de Fin6I~, cuando la ener-
gSa cinetica'K es igual a F2 donde F es una mUJu:.ea de Fin6I~,
es decir, una funcion F:TM ~ lR que es una oorma en cada plano
tangent~ TxM, y tal que las funciones

g .. (x,x)lJ
= 1 ar2(x,x)
2 axia)

definen una forma cuadratica positivamente definida en todo pun-
to (x,x) con x i O.

NOTA. Puesto que r es una norma, F2 es homogenea de grado
2 en x y las funciones g ..(x,x) son homogeneas de grado cero enlJ
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X, es decir, g ..(x,ax) = g ..(x,x) para todo a t- 0, 10 cual impli-lJ lJ
ca que las funciones g .. son constantes sobre cada direccion enlJ
el plano tangente TxM. Por este motivo, las funciones g.. sololJ
se pueden definir diferenciablemente en los puntos (x,O) en el
caso en que ellas sean independientes de x, 10 que corresponde
al caso de Riemann anteriormente citado.

Es facil observar que en la mecanica Finsleriana, K = r2 =

g ..(x,x)xixj, y que el caso de Finsler es una generalizacion dellJ
de Riemann. Si reemplazamos la ultima igualdad en las ecuaciones
de movimiento, obtenemos las siguientes ecuaciones en coordena-
das locales:

..rx rr ( . ).i. j+ .. x ,x x XlJ +

donde las funciones grk son las entradas de la matriz inversa a
la matriz (gk')' las r~. son las funciones de Christoffel, ana-J lJ
logas a las de la geometrla diferencial,y Uk(x) es la derivada

dUparcial .,.,---axk·

4. 11ustracion intuitiva del problema propuesto y

enunciado de los teoremas principa1es. Para ilustrar
nuestro problema, consideraremos una aplicacion muy simple. Su-
pongamos un sistema donde el conjunto de posiciones posibles es-
ta restringido a un vasa de paredep suaves como el de la Figura
1 y donde la energla potencial corresponde a la energla gravita-
cional. Aqul, los cortes horizontales' producen arcos de Jordan
que son precisamente las superficies equipotenciales.

Nuestro problema permite afirmar que si consideramos una
superficie equipotencial Eo' desde cualquier punto P de poten-
cial menor existe una ~eg~~i6~ de energla total Eo a la $uper-
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Figura 1

ficie equipotencial Eo' es decir, existe una orbita del sistema
mecanico que permite a un punta material salir del punta P y lle-
gar can velocidad cera a la superficie Eo y volver a P par el
mismo camino can velocidad opuesta. Es facil observar que esta
situacion la tenemos en el caso del pendulo. En este trabajo se
generaliza esta situacion para todo sistema mecanico.

En nuestro trabajo consideraremos que el sistema mecanico
(M,K,U) tiene n grados de libertad, es decir, la dimension de M
es igual a n, y que las energias cineticas y potencial K y U
son tres veces diferenciables.

DEFINICION l. Si Eo es un valor regular de la energia
potencial U, B = {xlxe:M y U'(x ) = E } es homeomorfo al disco de

0

dimension n, y la frontera de B, 13, es la superficie equipoten-
cial de potencial Eo' decimos que B es un Eo-~QO potenc£al.

DEFINICION 2. Una E -6Jtb,Lta nJLenada. es una orbita dea
energia total E que se aproxima a un punta fijo de la superfi-

a
cie equipotencial de potencial Eo' Es facil ver que un punta
sobre esta orbita tiende a Tomar la velocidad cero cuando se
aproxima a este punto fijo.
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DEFINICION 3. Una E -JtegJtCUl-t6n de un punto P es unao .
E -orbita frenada que pasa por el punto P y se devuelve sobre
o

sl misma despues de llegar a la superficie equipotencial co-
rrespondiente al valor Eo.

Los dos teoremas siguientes son los resultados principa-
les de este trabajo.

TEOREMA 1. S-t (M,K,U) CUl W1 .6-iJ.Jtema mec.an.-tc..o de Fbl..6feJt
c..on W1 Eo-d-<-.6c..Opotenc..-ta.t B, paJta todo punta P peJttenec..-tente a
B = {xIU(x) < Eo} ex-t.6te una 6Jtb-tta nJtenada de eneJtg~ total Eo'
que W1e a P c..on fa .6upeJtMc..-te equ.-tpotenc..-ta.t B.

TEOREMA 2. S-t (M,K,U) CUl W1 .6-iJ.Jtema mec..an.-tc..o de Riemann
c..on W1 Eo-d-<-.6c..opotenc..-ta.t B, paJta todo P peJttenec..-tente a B

ex-t.6te W1a Eo-JtegJtCUl-t6n de P.

Para demostrar los teoremas haremos uso de los lemas si-
guientes.

LEMA 1. Toda 6Jtbda de eneJtg~ total E , CUl,ta: c..ompfeta-. 0
mente c..oYLten.-tda en B.

·Para probar este lema basta observar que si (x,x) es un
punto de energ1a total Eo, entonces U(x) = Eo-K(x,x) y K(x,x)
es mayor 0 igual a cero puesto que K es una forma cuadratica po-
sitivamente definida. Estas observaciones implican trivialmente
la desigualdad U(x) ~ E , de donde se -deduce que x pertenece ao
B.

LEMA 2. LM Ve.tOc..-tdadCUl de fM 6JtbUM de eneJtg..[a E .6ono
acoradas tj tienden a c..eJto c..uando fa c..onMgWtac..-t6n .s e apJtoJUlna a
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la nlto rU:eJta de B.

V0mo~~Aaci6~.Consideremos una sumersion (imbedding) de la
variedad M en un espacio euclidiano con coordenadas z. Sea
H = {(Z,Z)/ZEB y Iz/ = 1}. Puesto que H es compacta y K(z,z)
es mayor que cero en H, existe un numero m mayor que cero tal
que m ~ minimo {K(z,z)/(Z,Z)EH}. Si (w,w) es cualquier punto
de energia Eo' existe (z,z) perteneciente a H, tal que w = z y
tal que az = w donde a = Iwl. Consideremos ahora la siguiente
desigualdad: a2m ~ a2K(z,z) = K(w,w) = Eo-U(w) ~ Eo. De esta
desigualdad se desprende facilmente que Iwl2 ~ E 1m y

o1*12 ~ (E -U(x»)/m, 10 que implicas las asersiones del lema.o

5. Metodo general de la prueba y dificultades de la demos-

t rae i 6 n. Para probar la existencia de una orbi ta frenada de
energia Eo a partir de un punto P perteneciente a B, geometriza-
remos el problema, utilizando la metrica de Jacobi correspondien-
te a la energia potencial Eo. Esta metrica viene dada por la ex-
presion: ds2 = (Eo-H)g ..(x,i)dx.dx., y tiene la propiedad de que

lJ l J
sus geodesicas parametrizadas por el arco longitud corresponden
por cambio de parametrizacion a las orbitas de energia Eo.

Esta metrica tiene el inconveniente de solo Tener sentido
en el conjunto abierto B, pues en la frontera B, donde U es igual
a E la metrica de Jacobi se degenera. Por este motivo la demos-o
tracion del Teorema 1 tendremos que hacerla en dos pasos funda-
mentales que son:

(1) Demostracion de_existencia de geodesicas w de la E -metricaa 0
de Jacobi que unan a P con las superficies equipotenciales de
potencial Eo-a, donde a es un numero positivo pequeno.
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(2) Encontrar una subsucesi6n convergente de las geodesicas wa
halladas en la parte 1, cuando a tiende a cero.

Usaremos las siguientes propiedades basicas de las geo-
desicas en espacios de Finsler.

Propiedad 1. Dado un conjunto compacta K contenido en M,
existe un numero e > 0 tal que dos puntos cualesquiera de K con
distancia menor que e son unidos por una unica geodesica, lla-
mada geodesica elemental.

Pro pied a d 2. Las geode sicas se pueden caracterizar por la
propiedad de que existe un numero e > 0 tal que el. segmento de
curva comprendido entre dos puntos cualesquiera cuya distancia
es menor que e corresponde a una geodesica elemental.

PROPOSICION 1. S-L 13 = {xl U(x ) ~ E -a} y P peJr.;tenec..ea 0

al ,Ln;tvU.OIL de Ba, exisre una geodl6-Lc..a de f.a Eo-me:tJUc..a de Ia-
c..ob-Lque une a P c..on un punta Q de f.a .6upeJL6-Lue equ-Lpotenual
Ba = {x I U(x) = Eo-a}

Vemo.6t!Lau6n. Sea PQ un camino cualquiera centre P ya 0

un punta Q de B. Sea e > 0 una distancia tal que toda geode-. a a
sica contenida en B de longitud menor que e sea elemental.a
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Partamos ahora el camino c en caminos de longitud menor que e,o
y construyamos una poligonal de geodesicas elementales como en
la figura anterior. Si recorremos la poligonal de P hacia Q en-o
contraremos un primer punto Q1 que pertenece a la frontera Ba.
La poligonal de P a Q1 la llamaremos c1. Ahora bien, si unimos
los puntos medios de las geodesicas elementales de la poligonal
c1 por medio de geodesicas elementales, tendremos otra poligonal

elemental entre los puntos P y Q1. Si recorremos ahara esta nue-
va poligonal a partir del punta P,encontraremos un primer punto
Q2 que nos determinara una nueva poligonal PQ2 contenida comple-
tamente en Ba, que llamaremos poligonal c2. Utilizando este mis-
rna proceso de acortamiento, podremos determinar una sucesion de
poligonales elementales c1,c2'· ..,cn' .. " contenidasen Ba.

Observemos que por construccion estas poligonales tienen
longitud menor que la lon[';itudLo de co' Si Li es la longitud de
ci' podemos parametrizar las poligonales ci por el arco longitud
en el intervalo [o,Lil y definir ci(t) = Qi para t perteneciente
al intervalo [Li,Lo]'

Estas poligonales forman un conjunto de funciones uniforme-
mente acotadas puesto que sus imagenes estan contenidas en Ba.•
Ademas las funciones c.,parametrizadas par el arco longitud en la

l

forma arriba mencionada, forman un conjunto equicontinuo de fun-
ciones. AS1,por el teorema de Arzela-Ascoli podemos asegurar la
exist en cia de una subsucesion de poligonos elementales que con-
verge uniformemente a una curva wa que une al punta P can la su-
perficie B , la cual es necesariamente una geodesica en vista dea
las propiedades anotadas para las geodesicas en espacios de Fins-
ler. •

NOTA. Podemos suponer que todos los caminos iniciales co'
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que unen a P con las superficies equipotenciales B en la de-a
mostracion anterior, son segmentos de una curva c que une a P
con un punto de B y cuya longitud en la Eo-metrica de Jacobi
es igual a un numero A,obviamente mayor que las longitudes Lo
de las curvas co'

PROPOSICION 2. (TEOREMA 1) Ewte una geoduic.a paJta.
La Eo-m~ea de lac.obi que une a P c.on La Eo-~up~6ic.ie equi-
potenc.ial B.

Vemo~tnac.i6n. Cada geodesica wa es solucion de las ecua-
ciones de movimiento para las condiciones iniciales (P,h ) don-a
de ha es el vector tangente a wa en el punta P. Puesto que las
geodesicas consideradas son parametrizadas por el arco longitud,
el valor absoluto de los vectores ha es igual a uno.

En vista de la compacidad de la bola unidad en el espacio
tangente TpM, podemos considerar una subsucesion convergente de
los vectores tangentes ha, que podemos suponer convergente a un
vector h.

Sea W la geodesica maximal correspondiente a la condicion
inicial (P,h). Mostraremos ahora que la longitud L de w es ne-
cesariamente finita. Si suponemos que L es mayor que la longi-
tud A de la curva C, el segmento de W a partir de P, de longi-
tud X, debera estar contenido en un dominio Ba para algun ao 0
mayor que cero. Como las longitudes de las geodesicas w sona
menores que A, tendremos en particular que las geodesicas wa
con a menor que a deberan estar contenidas en Ba , 10 cual eso . 0

imposible. AS1, la longitud L de la geodesica maximal W es fi-
nita, y por 10 tanto, por resultados de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, limw(s) existe, y tiene que pertenecer necesariamen-

s+L .
te a la front era B del disco potencial B, con 10 cual queda de-
mostrada la Proposicion 2.
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PROPOSICION 3. La.6 ge..Odet>,[C.Mde. .tongilud 6.£n.Ua. panaM
Eo-metn,[c.a de.. Jac.ob'[, c.onte..n,[dM e..n Ba, ~on ne..c.o~dM e..n un
tie..mpo 6,[nilo e..n e...t ~~te..ma. me..c.aMc.o.

Ve..mo~tnac.,[6n. Observemos primeramente, que las siguientes
igualdades son correctas:

(dS)2 =
dt ( ) ( .).i.jEo-U g .. q,q q q =

J.]
(E -U)K.o

Como nuestras orbitas tienen energia total constante Eo la ener-
ds 2 2gia cinetica K es igual a Eo-U, luego (dt) = (Eo-U). Si con-

sideramos que s y t son parametros que desarrollan las curvas en
la misma direccion, podremos escribir ds = (Eo-U)dt. Ademas, co-
mo las orbitas consideradas estan contenidas en B se tiene quea

Integrando tenemosE -U > a, de donde se desprende que ds > adt.o
s(t)-s(to) > a(t-to)' Como el primer miembro de esta desigualdad
es necesariamente acotado, ya que las geodesicas consideradas son
de longitud finita, tenemos que los valores (t-to) son acotados,
10 que demuestra la Proposicion 3.

NOT~. Para extender la Proposicion 3 a la front era B del
disco potencial B, en el caso de Finsler, Bxisten problemas tec-
nicos bastante fuertes debido a que las funciones g ..(x,x) no

J.]

estfin definidas para x = O. Sin embargo, para el caso de Riemann
es posible enunciar la siguiente proposici6n.

PROPOSICION 4. En e...t C.MO c3-lUe..ma.nn toda ge..odet>,[c.a 6,[-

n,[ta pa!l..a fa Eo-metn,[c.a de.. Jac.ob,[, ~ ne..c.o~da e..n un t.-te..mpo 6,[-
nilo e..n e...t -6~tema me..c.aMc.o.

Ve..mo~tnac.,[6n. Debido a resultados elementales de Ecuacio-
nes Diferenciales Ordinarias, sabemos que una geodesica maximal
finita debe tener puntos limites extremos en la frontera B. En
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vista de la Proposicion 3, basta obser-
var que existen vecindades de estos pun-
tas extremos donde un punta de energ!a
total Eo no puede permanecer demasiado
tiempo en las vecindades consideradas
sin salir de elIas.

Consideremos un punta Q pertene-
ciente a B, extrema de una geodesica
maximal, y un sistema local de coordenadas en una vecindad de Q,

Q

Z1""'Z 1'z, donde tomamos z = E -U. Si Uk es la derivadan- n n a
parcial de U can respecto a zk' observamos que Uk = a para k di-

Teniendo en cuenta estos valores, laferente de nyU = -1., n
enesima ecuacion del movimiento queda en la forma

.•n
Z

Nuestra vecindad puede ser considerada compacta y 10 suficiente-
mente pequena para que en virtud del Lema 2 los valores absolu-
tos de i puedan considerarse 10 suficientemente pequenos y la
expresion

sea mayor que algun numero b mayor que cero. Aqu! hemos tenido
en cuenta que la forma cuadratica (gij) es positivamente defi-

nnnida y par 10 tanto g (z) es positiva en nuestra vecindad com-
pacta. As! zn > b > a y linl < E en la vecindad considerada.

unIntegrando z tenemos:
t1

b(t1-to) < J zndt = znCtl)-in(to) < 2E ,
to

10 que implica que el intervalo de tiempo t1-to' tiene que ser

13



menor que 2E/b. Este hecho y la Proposicion 3 implican trivial-
mente nuestra aseveracion.

TEOREHA 2. En e..t caso c3-1Uema.nn podemos a.6Vrma.Jtque. pa.-
~ zodo punZo P int~o~ a.£ ~c.o poze.n~ B e.xi6ze.una. ~e.g~e.-
~~6n 6~e.na.da.que. une. a. P c.on fa. Eo-~up~6~~e. e.q~poze.n~ B.

Vemo~~~6n. Sea w(s) nuestra geodesica finita a partir
de P, y L la longitud de w. Sea Q = Lim w(s) perteneciente a B.S+L
Segun la Proposicion 4 el movimiento 0 del sistema mecanico co-
rrespondiente a w
demos escoger nuestra parametrizaci6n en

es desarrollado en un tiempo finito to' Po-
el intervalo [-t ,OJo

Notemos que 0(0) = O. Ahoratal que 0(-t ) = P y 0(0) = Q.o
bien, si tomamos vet) = 0(-t), v definida en el intervalo "[O,to]'
observamos que v es tambien una solucion tal que yeO) = Q y
yeO) = O. Notemos ademas que vet ) = P.o

Teniendo en cuenta teoremas de unicidad y continuidad de
soluciones para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias podemos con-
siderar una solucion h definida en el intervalo [-to,to] tal que
h = 0 en [-to'O] y h = v en [o,to]' Observemos que he-to) = ~,

ht t ) = P, h(O) = Q, el cual perteneceaB,y h(O) = 0; as i , h eso
la regresion que satisface el enunciado del teorema.

Pro b 1 em a 5 a b i e r to s . Algunas investigaciones que podrian con-
tinuar la linea de este trabajo podrian ser:

(a) Investigar si existen regresiones en espacios de Fins-
ler, analogas a las encontradas en espacios de Riemann.

(b) Investigar sobre condiciones geometricas adicionales.
como convexidad 0 simetrla del potencial,que podrian implicar la
periodicidad de las regresiones encontradas en el presente traba-
jo.
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(c) Investigar por medio del calculo de variaciones 0 teo-
rlas modernas de analisis global la existencia de al menos n or-
bitas frenadas a partir de cada punto p. donde n es el numero de
grados de libertad del sistema mecanico considerado.
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