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ORBITAS FRENADAS

EN SISTEMAS MECANICOS FINSLERIANOS

por

Otto RaGl RUIZ M.

ABSTRACT. Given a mechanical system (M,K,U) where
M is a n-dimensional variety and the kinetic and poten-
tial energy K and U are three times differentiable, let
Ey be a potential energy value such that {XEEMIU(X)<EO}
is homeomorphic to the n-dimensional disk, and its bor-
der B is the E,-equipotential surface. If (M,K,U) is a
Finsler mechanical system, then any point of potential
energy less than E; can be joined to B by an orbit of
total energy En which approaches a fixed point of B. If
(M,K,U) is a Riemann mechanical system, the orbit can
be made to turn back on itself after reaching B.

1. Modelos matemdticos de la mecdnica clasica, Cuando

nos introducimos en el tema de la mecanica cldsica, vienen a
nuestra mente naturalmente imdgenes de situaciones relacionadas

con el pendulo, la caida libre de un cuerpo, el sistema plane-



tario, el plano inclinado, resortes, sistemas de poleas,
etc. y observamos que desde un punto de vista fisico deseamos
conocer cémo se modifican en el tiempo las situaciones o confi-
guraciones de cada uno de los problemas relacionados. Asi, po-
demos considerar la mecdnica cldsica como el estudio que se de-
dica a conocer el cambio en el tiempo de un sistema de cuerpos
sometidos a fuerzas.

Para construir el modelo matemdtico apropiado para la me-

cdnica, tendremos en cuenta las siguientes suposiciones.

Primera: el sistema fisico puede ser descrito ''localmente'" por
un conjunto de parametros RyseeesX  Que varian continuamente en
el tiempo, o en un lenguaje mds exacto, todas las posibles

posiciones o configuraciones de un sistema fisico determinan una
variedad diferenciable M que serd llamada el espacio de configu-

raciones.

Segunda: si x(t), perteneciente a M, es la posicidn o la con-
figuracidén de un instante t, asumimos que la curva x(t) en el
espacio M de configuraciones puede ser determinada a partir de

un conjunto de informaciones o '"estado" en un instante dado.

Tercera: el conjunto de estados es también una variedad dife-

renciable, que notaremos con la letra S.

Observemos que necesariamente la posicidn o configuracidn
debe hacer parte de las informaciones © '"estados' necesarios
para conocer la evolucidn o el transcurso en el tiempo de una
configuracidn dada.

El enfoque Lagrangiano de la mecdnica considera S = TM,
el espacio tangente de la variedad M, es decir, un estado con-

siste de la configuracidn y su velocidad de cambio. E1 enfoque



Hamiltoniano considera S = T*M, el espacio cotangente de M. Ca-
da vector cotangente en el lenguaje fisico consiste de la con-
figuracidén y el momentum. Estos dos enfoques se corresponden

de manera natural por medic de la transformada de Legendre.

2. Principios variacionales de la mecdnica y ecuacio-

nes de movimiento de Lagrange-Euler. Supondremos adi-

cionalmente, que las curvas x(t) en el espacio M de configuracio-
nes satisfacen el paineipio de minima accibn de Hamilton, que
dice: los cambios de configuracidn de un sistema mecdnico, co-
rrespoﬁden a las curvas x(t) en M que extremizan la funcional

¢# dada por
4
g(x) = I L(x(t),x(t),t)dt,
t

0

tomada sobre las curvas tales que x(to) = Kot ¥ X(tl) = %4

L es la funcifn de Lagrange L = K-U, donde K es una forma cua-
drdtica positivamente definida sobre el espacio de estados

S = TM,y U es una funcidn a valor real definida sobre la varie-
dad M; K es llamada la energia cinética y U la energia poten-
ci{al. En otras palabras, las soluciones de un sistema mecdnico
son las curvas x(t) que son puntos criticos de la funcidn @, o
en lenguaje variacional, puntos donde la primera variacidn de ¢
es igual a cero. :

De acuerdo a lo anterior, concluimos que un sistema mecd-
nico queda determinado por una tripla de objetos (M,K,U) donde
M es la variedad de situaciones o configuraciones, K la energia
cinética y U la energia potencial.

Resultados elementales de cdlculo de variaciones nos per-



miten afirmar que una curva x = x(t) es solucidén de un sistema

mecidnico dado si y sélo si satisface las siguientes ecuaciones

de Lagrange-Euler:

Las coordenadas (x,x) representan cualquier conjunto de coorde-

nadas locales de la variedad TM.

3. Sistemas mecanicos de Riemann y Finsler. Un sistema

mecdnico (M,K,U) se denomina de R{emann, cuando la energia ciné-
tica K:TM > R proviene de una métrica de Riemann o tensor de Rie-
mann, es decir, de una asignacidn diferenciable de un producto
escalar a cada plano tangente TXM. En coordenadas locales y
en la notacidén de Einstein (considerando sumatoria respecto a
los indices repetidos), la energia cinética K se expresa en la
forma K = gij(x)ilij.

Un sistema mecdnico se denomina de Fimsfer, cuando la ener-
gia cinética K es igual a F? donde F es una métrica de Finslen,
es decir, una funcidn F:TM - R que es una norma en cada plano
tangente T .M, y tal que las funciones
2(x,%)

xtox%?

Q

definen una forma cuadrdtica positivamente definida en todo pun-

to {xyX)iicon X} # 0u

NOTA. Puesto que F es una norma, F2 es homogénea de grado

2 en x y las funciones gij(x,k) son homogéneas de grado cero en



%, es decir, gij(x,ai)= gij(x,i) para todo a # 0, lo cual impli-
ca que las funciones gij son constantes sobre cada direccidn en
el plano tangente T M. Por este motivo, las funciones gij solo
se pueden definir diferenciablemente en los puntos (x,0) en el
caso en que ellas sean independientes de %, lo que corresponde
al caso de Riemann anteriormente citado.

Es facil observar que en la mecdnica Finsleriana, K = F2 =

], y que el caso de Finsler es una generalizacidn del

g, . (x, 0% %
1]

de Riemann. Si reemplazamos la Gltima igualdad en las ecuaciones

de movimiento, obtenemos las siguientes ecuaciones en coordena-

das locales:

- A ng(x,i)klkj + grk(x,k)Uk(x) = 0,

donde las funciones grk son las entradas de la matriz inversa a
la matriz (gkj), las ng son las funciones de Christoffel, and-

logas a las de la geometria diferencial,y Uk(x) es la derivada

arcial oU
P &k sg.

L, Ilustracidn intuitiva del problema propuesto y

enunciado de los teoremas principales. Para ilustrar

nuestro problema, consideraremos una aplicacidn muy simple. Su-
pongamos un sistema donde el conjunto de posiciones posibles es-
td restringido a un vaso de paredes suaves como el de la Figura
1 y donde la energia potencial corresponde a la energia gravita-
cional. Aqui, los cortes horizontales producen arcos de Jordan
que son precisamente las superficies equipotenciales.

Nuestro problema permite afirmar que si consideramos una

superficie equipotencial E_,, desde cualquier punto P de poten-

0o°?
cial menor existe una 4egresdidn de energia total E, a la super-



Figura 1

ficie equipotencial EO, es decir, existe una Orbita del sistema
mecdnico que permite a un punto material salir del punto P y lle-
gar con velocidad cero a la superficie Ej y volver a P por el
mismo camino con velocidad opuesta. Es facil observar que esta
situacién la tenemos en el caso del péndulo. En este trabajo se

generaliza esta situacidn para todo sistema mecdnico.

En nuestro trabajo consideraremos que el sistema mecanico
(M,K,U) tiene n grados de libertad, es decir, la dimensidn de M
es igual a n, y que las energias cinéticas y potencial Ky U

son tres veces diferenciables.

DEFINICION 1. Si E, es un valor regular de la energia
potencial U, B = {x|x€=M y U(x) = Eo} es homeomorfo al disco de
dimensién n, y la frontera de B, |, S o superficie equipoten-

cial de potencial E,, decimos que B es un EO—dLAQO potencial.

DEFINICION 2. Una E_-0nbita grenada es una drbita de
energia total Eo que se aproxima a un punto fijo de la superfi-
cie equipotencial de potencial E,. Es fdcil ver que un punto
sobre esta érbita tiende a tomar la velocidad cero cuando se

aproxima a este punto fijo.



DEFINICION 3. Una E_-regresién de un punto P es una
Eo-érbita frenada que pasa por el punto P y se devuelve sobre
si misma después de llegar a la superficie equipotencial co-

rrespondiente al valor Ej.

Los dos teoremas siguientes son los resultados principa-

les de este trabajo.

TEOREMA 1. S{ (M,K,U) e un sistema meednico de Finslen
con un E_-disco potencial B, para todo punto P perteneciente a
B = {x|U(x) < E } existe una 6nbita frenada de energia total E,
que une a P con La supergicie equipotencial B.

TEOREMA 2. S{ (M,K,U) es un Adstema mecdnico de Riemann
con un E-disco potencial B, para todo P perteneciente a B
exdiste una E_-hegnresibn de P.

Para demostrar los teoremas haremos uso de los lemas si-

guientes.

LEMA 1. Toda 6rnbita de energia total E,, estd completa-
mente contenida en B.

Para probar este lema basta observar que si (x,x) es un
punto de energia total E,, entonces U(x) = Ed-K(x,k) y K(x,x)
es mayor o igual a cero puesto que K es una forma cuadridtica po-
sitivamente definida. Estas observaciones implican trivialmente
la desigualdad U(x) < E , de donde se deduce que x pertenece a

B.

LEMA 2. Las velocidades de Las Grbitas de energia E, 4on
acotadas y tienden a cero cuando La configuracibn se aproxima a



La frontera de B.
Demostracibén. Consideremos una sumersidn (imbedding) de la

variedad M en un espacio euclidiano con coordenadas z. Sea
H=1{(z,2)|zeB y |2] = 1}. Puesto que H es compacto y K(z,2)
es mayor que cero en H, existe un nimero m mayor que cero tal
que m € minimo {K(z,i)l(z,é)EIH}. Si (w,w) es cualquier punto
de energia Eos existe (z,2) perteneciente a H, tal que w = z y
tal que az = w donde a = |w|. Consideremos ahora la siguiente
desigualdad: a2m < aQK(z,i) = K(w,w) = E_-U(w) € E,. De esta
desigualdad se desprende ficilmente que |&|2 SE/m y

IWIQ < (EO—U(X))/m, lo que implicas las asersiones del lema.

5. Método general de la prueba y dificultades de la demos-

tracidn. Para probar la existencia de una drbita frenada de
energia E, a partir de un punto P perteneciente a B, geometriza-
remos el problema, utilizando la métrica de Jacobi correspondien-
te a la energia potencial E,. Esta métrica viene dada por la ex-
presidn: d32 = (EO-H)gij(x,k)dxidxj, y tiene la propiedad de que
sus geodésicas parametrizadas por el arco longitud corresponden
por cambio de parametrizacidn a las Orbitas de energia E_.

Esta métrica tiene el inconveniente de solo tener sentido
en el conjunto abierto B, pues en la frontera é, donde U es igual
a Eo la métrica de Jacobi se degenera. Por este motivo la demos-

tracidén del Teorema 1 tendremos que hacerla en dos pasos funda-

mentales que son:

(1) Demostracidn de existencia de geodésicas W de la Eo—métrica
de Jacobi gque unan a P con las superficies equipotenciales de

potencial Eo—a, donde a es un nlmero positivo pequefio.

o0}



(2) Encontrar una subsucesidn convergente de las geodé&sicas Wy

halladas en la parte 1, cuando a tiende a cero.

Usaremos las siguientes propiedades bdsicas de las geo-

désicas en espacios de Finsler.

Propiedad 1. Dado un conjunto compacto K contenido en M,
existe un nmero e > 0 tal que dos puntos cualesquiera de K con
distancia menor que e son unidos por una Unica geodésica, lla-

mada geodésica elemental.

Propiedad 2. Las geodésicas se pueden caracterizar por la
propiedad de que existe un nlmero e > 0 tal que el segmento de
curva comprendido entre dos puntos cualesquiera cuya distancia

es menor que e corresponde a una geod&sica elemental.

PROPOSICION 1. S& Ba = {x|U(x) g E-a} y P pertenece
al interion de B o existe una geodésica de La E_-métrica de Ja-
cobd que une a P con un punto Q de La Auperficie equipotencial
B = {x | U(x) = Bomad

Demostracibn. Sea PQ, un camino cualquiera c_ entre Py

un punto Qa de Ba' Sea e > 0 una distancia tal que toda geodé&-

sica contenida en Ea de longitud menor que e sea elemental.




Partamos ahora el camino c_ en caminos de longitud menor que e,

y construyamos una poligonal de geodésicas elementales como en
la figura anterior. Si recorremos la poligonal de P hacia QO en-
contraremos un primer punto Q1 que pertenece a la frontera éa'

La poligonal de P a Q1 la llamaremos - Ahora bien, si unimos
los puntos medios de las geodésicas elementales de la poligonal

¢, por medio de geodésicas elementales, tendremos otra poligonal

elemental entre los puntos P y Qi' Si recorremos ahora esta nue-
va poligonal a partir del punto P,encontraremos un primer punto
Q2 que nos determinard una nueva poligonal PQ2 contenida comple-
tamente en Ea’ que llamaremos poligonal Cphe Utilizando este mis-
mo proceso de acortamiento, podremos determinar una sucesidn de

poligonales elementales C1’C2""’Cn""’ contenidasen Ba'

Observemos que por construccidn estas poligonales tienen
longitud menor que la longitud L, de Cy- i L; es la longitud de

c:, podemos parametrizar las poligonales c; por el arco longitud

is
en el intervalo [O,Li] y definir ci(t) = Q; para t perteneciente
al intervalo [Li’Lo]'

Estas poligonales forman un conjunto de funciones uniforme-
mente acotadas puesto que sus imdgenes estdn contenidas en ﬁa.
Ademé&s las funciones ci,parametrizadas por el arco longitud en la
forma arriba mencionada, forman un conjunto equicontinuo de fun-
ciones. Asi,por el teorema de Arzela-Ascoli podemos asegurar la
existencia de una subsucesidn de poligonos elementales que con-
gque une al punto P con la su-

a
perficie Ba’ la cual es necesariamente una geodésica en vista de

verge uniformemente a una curva w

las propiedades anotadas para las geodésicas en espacios de Fins-

ler. ®
NOTA. Podemos suponer que todos los caminos iniciales cg,

10



que unen a P con las superficies equipotenciales éa en la de-
mostracidn anterior, son segmentos de una curva C que une a P
con un punto de é y cuya longitud en la E_ -métrica de Jacobi
es igual a un nimero A,obviamente mayor que las longitudes L,

de las curvas Co-

PROPOSICION 2. (TEOREMA 1) Existe una geodésica para
La Ey-métrnica de Jacobd que une a P con £a Ej-supergicie equi-
potencial B.

Demostracidn. Cada geodésica w, es solucidén de las ecua-

ciones de movimiento para las condiciones iniciales (P,ha) don-
de hy es el vector tangente a w, en el punto P. Puesto que las
geodésicas consideradas son parametrizadas por el arco longitud,
el valor absoluto de los vectores h, es igual a uno.

En vista de la compacidad de la bola unidad en el espacio
tangente TPM’ podemos considerar una subsucesidn convergente de
los vectores tangentes ha’ que podemos suponer convergente a un
vector h.

Sea w la geodé@sica maximal correspondiente a la condicidn
inicial (P,h). Mostraremos ahora que la longitud L de w es ne-
cesariamente finita. Si suponemos que L es mayor que la longi-
tud A de la curva c, el segmento de w a partir de P, de longi-
tud %, deberd estar contenido en un dominio an para algln aj
mayor que cero. Como las longitudes de las geodésicas w_ son
menores que A, tendremos en particular que las geodé@sicas wy,
con a menor que a, deberan estar contgnidas en an’ lo cual es
imposible. Asi, la longitud L de la geodésica maximal w es fi-
nita, y por lo tanto, por resultados de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, %i%vds) existe, y tiene que pertenecer necesariamen-

te a la frontera B del disco potencial B, con lo cual queda de-

mostrada la Proposicidn 2.

11



PROPOSICION 3. Las geodésicas de Longitud ginita parafla
E,-métnica de Jacobi, contenidas en By, son reconridas en  un
tlempo finito en el sistema mecdnico.

Demostrhacibn. Observemos primeramente, que las siguientes

igualdades son correctas:

ds, 2

() = (Eo—u)gij(q,é)qlc}] = (E_-U)K.

Como nuestras Orbitas tienen energia total constante Ej la ener-
gila cindtica K es igual a E_-U, luego (%% 2 - (EO-U)Q.' Si con-
sideramos que s y t son parametros que desarrollan las curvas en
la misma direccidén, podremos escribir ds = (E_-U)dt. Ademds, co-
mo las drbitas consideradas estédn contenidas en B se tiene que
EO-U > a, de donde se desprende que ds > adt. Integrando tenemos
s(t)—s(to) > a(t-t ). Como el primer miembro de esta desigualdad
es necesariamente acotado, ya que las geodésicas consideradas son

de longitud finita, tenemos que los valores (t—to) son acotados,

lo que demuestra la Proposicidn 3.

NOTA. Para extender la Proposicidn 3 a la frontera B del
disco potencial B, en el caso de Finsler, existen problemas téc-
nicos bastante fuertes debido a que las funciones gij(x,i) no
estan definidas para X = 0. Sin embargo, para el caso de Riemann

es posible enunciar la siguiente proposicidn.

PROPOSICION 4. En el caso c3-Riemann toda geodésica f§4-
nita para La E -métnica de Jacobi, es reconrida en un tiempo fi-
nito en el sistema mecdnico.

Demostrhacién. Debido a resultados elementales de Ecuacio-

nes Diferenciales Ordinarias, sabemos que una geodésica maximal

finita debe tener puntos limites extremos en la frontera B. En

12



vista de la Proposicidn 3, basta obser-
var que existen vecindades de estos pun-
tos extremos donde un punto de energia
total EO no puede permanecer demasiado
tiempo en las vecindades consideradas
sin salir de ellas.

Consideremos un punto Q pertene-
ciente a é, extremo de una geodésica
maximal, y un sistema local de coordenadas en una vecindad de Q,
ZyseeesZy 1% donde tomamos B * EO-U. Si Uk es la derivada
parcial de U con respecto a Z) s observamos que Uk = 0 para k di-
ferente de n, y Un = -1. Teniendo en cuenta estos valores, la
enésima ecuacidn del movimiento queda en la forma

%+ 12 ()20 - g™(2) = 0.
1]

Nuestra vecindad puede ser considerada compacta y lo suficiente-
mente pequefia para que en virtud del Lema 2 los valores absolu-
tos de z puedan considerarse lo suficientemente pequefios y la

expresidn

g"(2) - I (2)572]
sea mayor que algln nlmero b mayor que cero. Aquil hemos tenido
en cuenta que la forma cuadrdtica (gij) es positivamente defi-
nida y por lo tanto gnn(z) es positiva en nuestra vecindad com-
pacta. Asi %5 W ol y lénl < € en la vecindad considerada.
Integrando %" tenemos:

t

b(t,-t,) < I gt = 27(t)-2'(t) < 2,
o

lo que implica que el intervalo de tiempo t —to, tiene que ser

i
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menor que 2¢/b. Este hecho y la Proposicidén 3 implican trivial-

mente nuestra aseveracidn.

TEOREMA 2. En el caso c3—?2,éemann podemos afiuman que pa-
na todo punto P interion ak disco potencial B existe una hegre-
846n grenada que une a P con La E_-supergicie equipotencial B.

Demostrhacidn. Sea w(s) nuestra geodésica finita a partir
de P, y L la longitud de w. Sea Q = Limw(s) perteneciente a B.
Seglin la Proposicidn 4 el movimiento %+3el sistema mecdnico co-
rrespondiente a w es desarrollado en un tiempo finito t, . Po-
demos escoger nuestra parametrizacidn en el intervalo [-to,O]
tal que ¢(-to) = Py @#(0) = Q. Notemos que g(0) = 0. Ahora
bien, si tomamos v(t) = @#(-t)., v definida en el intervalo [O,to],
observamos que v es también una solucidn tal que v(0) = Q y
7(0) = 0. Notemos ademds que v(to) =Py

Teniendo en cuenta teoremas de unicidad y continuidad de
soluciones para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias podemos con-
siderar una solucién h definida en el intervalo [—to,to] tal que
h =@ en [-tO,O] y h = v en [O,to]. Observemos que h(-t ) = P,
h(to) = P, h(0) = Q, el cual pertenecea B,y h(0) = 0; asi, h es

la regresidn que satisface el enunciado del teorema.

Problemas abiertos. Algunas investigaciones que podrian con-

tinuar la linea de este trabajo podrian ser:

(a) Investigar si existen regresiones en espacios de Fins-
ler, andlogas a las encontradas en espacios de Riemann.

(b) Investigar sobre condiciones geométricas adicionales,
como convexidad o simetria del potencial,que podrian implicar la
periodicidad de las regresiones encontradas en el presente traba-
jo.

14



(c) Investigar por medio del cdlculo de variaciones o teo-

rias modernas de andlisis global la existencia de al menos n Or-

bitas frenadas a partir de cada punto P, donde n es el niimero de

grados de libertad del sistema mecdnico considerado.
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