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RELACIONES ENTRE LOS GRUPOS DE BRAUER DE ANILLOS
CONMUTATIVOS Y CIERTOS ANILLOS COCIENTES

por

Paulina CASAL

ABSTRACT. Let S be a commutative R-algebra, R a
commutative ring, then the application of R-algebras
Ar A®RS induces a homomorphism Br(R) =+ Br(S) be-
tween the Brauer groups of R and S, respectively. It
is known that the homomorphism Br(R) - Br(R/m) is an
isomorphism when R is a complete local ring with max-
imal ideal m. This article shows that Br(R) - Br(R/I)
is an isomorphism whenever I is a nil-ideal and also
when I is contained in the Jacobson radical of R and
R is complete in the I-adic topology.

Introduccidn. Sea A un dlgebra sobre un anillo conmutativo

R, S una R-8lgebra conmutativa y sea Br(R) el grupo de Brauer
de R. La aplicacidén AP A®yS induce un homomorfismo de gru-

pos Br(R) + Br(S). Es conocido que el homomorfismo

17



Br(R) - Br(R/m) es un isomorfismo si R es un anillo completo lo-
¢al y m el ideal maximal de R ([AG]). F. DeMeyer demostrd que
este homomorfismo es sobreyectivo para ciertos anillos locales.
Por otro lado, no es inyectivo para R = Z(p)’ la localizacidn

de los nlmeros enteros en un primo impar ([OS] cap.5).

Aqui demostramos que el homomorfismo Br(R) =+ Br(R/I) es un
isomorfismo si I es un ideal nilpotente. Este resultado se ge-
neraliza: es un isomorfismo si I esun nilideal. Finalmente, tam-
bién obtenemos que Br(R) - Br(R/I) es un isomorfismo si I es un
ideal contenido en el radical de Jacobson de Ry R es I-adical-

mente completo.

Preliminares. Se designard siempre por N el conjunto de los

nimeros naturales, por R un anillo unitario conmutativo, por I
un ideal fijo en R, por R el anillo cociente R/I y por ® el pro-
ducto tensorial GR. Para cada R-mddulo M, M designard el mddulo
cociente M/IM. Radical querrd decir tadical de Jacobson o sea

la interseccidn de todos los ideales maximales de un anillo.

Los resultados siguientes sobre mddulos son bien conocidos

o son consecuencias ficiles de las definiciones (ver por ejem-
plo [Bo],[Ba] o [0S]).
1. Sea P un R-mddulo. Entonces los R-mddulos P = P/IP y R®P
son isomorfos.
2. Sean Py Q dos R-mddulos, & y ¥ las proyecciones candnicas
de PabP y de Q a Q, y sea f:P + Q un homomorfismo de R-mddulos.
Si se define f = 1§Qf, se tiene f*® = VYo f.
3. Un R-médulo P es finitamente generado proyectivo si y sdlo
si existen un R-mddulo Q y un nlmero natural n tales que P&Q =
n

R". Consecuencia: si P es un R-mddulo finitamente generado pro-
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yectivo, P es un R-médulo finitamente generado proyectivo.

4. Sean P y Q dos R-mddulos finitamente generados proyectivos,
I un ideal contenido en el radical de Ry sea g:P > Q un homo-
morfismo de R-mddulos. Entonces:

a- existe un homomorfismo de R-mddulos f:P - Q tal que f = g;

b- si f1 y f2 son dos homomorfismos de PenQ con Fl = f2 = g3

entonces la imagen de una clase residual mod IP por f, y f, es

la misma clase residual mod IQ; :
c- si f es sobreyectivo, f también es sobreyectivoj

d- si f es inyectivo y P es isomorfo a un factor directo de Q,
entonces f es inyectivo.

De (c) y (d) se concluye que f es un isomorfismo si f es

un isomorfismo.

5. Sea Q un R-mddulo finitamente generado proyectivo, I un
ideal nilpotente. Entonces existe uﬁ R-mbdulo finitamente ge-
nerado proyectivo P tal que P = Q. Si ademds Q es fiel, es de-
cir si rq = O para cada qe Q con re R implicar = 0, P es

fiel’

6. Si P es un R-mdédulo finitamente generado proyectivo, el R-md-

dulo EndR(P) de todos los endomorfismos de P también es finita-

R

mente generado proyectivo. Ademds EndR(P) = Endi(ﬁ).

1. Algebras central separables o Algebras de Azumaya.

Todas las &dlgebras que se consideran son asociativas. Sea A
un R-3lgebra asociativa unitaria, '*' la multiplicacidn de A.
Por A° se designa el dfgebra opuesta de A, es decir el adlgebra
que se obtiene si sobre el conjunto A se da la adicidn de A y
la multiplicacidn '#' se define por a%tb = b*a. Por A® se de-

signa el producto tensorial A = ma’. Cada R-3lgebra asocia-

19



tiva A es un AS-mdédulo si se define (x8y)a = xe*a*y para todo
a,%x,y € A. El nlcleo del homomorfismo de A®-mddulos p:Ae > A
dado por p(a®b) = a+b se denota por J(A). Las siguientes defi-

niciones se encuentran en [KO].

DEFINICION 1.1. Una R-dlgebra A se llama 4separable A0-

B : ; 8.s
bre R. si A es proyectivo como A -mddulo.

El centro de un idlgebra asociativa es el conjunto C(A) =

{x e Alx+a = a*x ¥x e A}.

DEFINICION 1.2. Una R-dlgebra A se llama centrhal sepa-
nable o dlgebra de Azumaya si satisface las condiciones siguien-

tes.

(1) A es fiel, es decir, para re R, ra = 0 para cada a « A im-
plica r = 0.
(2) A es separable sobre R.

(3) C(A) = R.

PROPIEDADES (Ver por ejemplo [KO] y [OS]).
1. EL dlgebra A es separable sobre R 84 y 4680 84 existe un ele-
mento e en AS que cumple £as condiciones p(e) = 1 y (18a°)e =
(a@1%)e para cada elemento a de A. EL elemento e es <idempoten-
te, ya que e’oe = ((e-1)81)e, y p((e-1)81) = p(e)-1 = 0, es de-
cir (e’-e) ed(Ade, y J(A)e = 0 (si a*b = 0, (a8b%)e = (a81°)
(18b7)e = (a®1°)(b81%)e = (ab®1%)e = 0).
2. S{ A es separable sobre R, el centho de A es eA. Pues (ea)d
(18b°)ea = (b®1°)ea = b(ea) para todo a,b e A; y si x e C(4),

1]

®

= Lc.®d., entonces ex = Zc.xd, = Ic.d.x = p(e)x = x.
l'll 1 T ill

3. Sea A un dlgebra central separablfe sobre R. Entonces A eb
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un R-médulo ginitamente generado proyectivo y A = R8B, para al-
gln R-médulo B.

5, S{ A es un dlgebra central separable sobre R y S es una
R-dlgebra conmutativa, entonces S®A es central separable 50-
bre S.

2. Grupos de Cohomologia de dlgebras central separa-

bles. Un complejo positivo es una familia de R-mddulos oo
ne N, junto con una familia de R-homomorfismos dn:Cn > Cn—l
con la propiedad de que d ,°d = 0. El n-€s4mo ghupo de homo-

Logia se define por Hn(C) = kerdn/imdn+ El complejo C se

llama acflclico, si Hn(C) = 0 para cada i > 0 y proyectivo si
C, es proyectivo para cada n > 0. Una nesolucldn proyectiva
de un R-mddulo A es un complejo proyectivo y aciclico P con
Ho(P) = A.
Sea M un R-bimddulo, P una resolucidn proyectiva del R-mé-

dulo A

. -
B, * B R B gy ha il BB Rp 0

2l

A partir del complejo dual

3 5}
0~ ﬁomR(Po,M) - HomR(Pl,M) -+
se define el n-€sdmo grupe de cohomologia:

HRCA 1) = (P ) = KebdP/inp™ >

Se demuestra que los grupos de cohomologia son independientes

de la resolucidn P de A.
En lo que sigue se utilizaran dos resoluciones de un alge-

bre central separable A, el complejo estandar S(A) y el comple-
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jo estandan nommalizado N(A).

EL complejo estandar S(A). Sea A un R-3lgebra y sea
= -] > 1
S_l(A) A, Sn(A) A@Sn_l(A) para n » 0, n€ N, es decir Sn(A)

A
es el producto tensorial de A sobre R de orden nt+2. Sea Sn(A)

el producto tensorial de orden n de A, o sea
s (a) = A°@S (A)
na— @n 2

Sobre Sn(A) se define una estructura de A-bimddulo y un R-homo-
morfismo sn:Sn(A) > Sn+1(A) por sn(a) = 1Qa. Recursivamente de-
finimos para n > 0 los A-homomorfismos por la izquierda dn:Sn(A)

> Sn—l(A) por

(1) do(a®b) = ab en A,

(2) dn+1snx + s 1dnx = x, para x e Sn(A), n > 0.

n_

Los dn también son A-homomorfismos por la derecha. Se verifica
que dn°dn+1 = 0 y con (2) se concluye que el complejo es acicli-
co. Si A es un R-mddulo proyectivo, S(A) es una resolucidn g

proyectiva de A.

Para los grupos de cohomologia se utiliza el isomorfismo
HomR(Sn(A)’M) = HomAe(Sn(A),M).

Los elementos del primer grupo son funciones R-lineares de n va-

riables de A en M. Se tiene:

(af)(al,...,a ) = aif(az,...,an+1) +

n+1

i +1
+ 2 (—1)lf(a1,...,aia ) + (-1)" f(al,...,an)an+1.

1<ign

.,a

s L ki n+1

EL complefo estandan nommalizado N(A). Sea A una R-dlge-
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bra, C = coker(R > A), NO(A) = R, Nn(A) = C®Nn_1(A) para n > 0
N Nn(A) = A@Nn(A)®A. Se definen estructuras de A®-mddulos por

(b@d)(a1®c...®a2) = (ba1)®c®...®(a2d) .

y R-homomorfismos sn:Nn(A)A+ Nn+1(A) por Sn(X) = 18q(x), donde
q(x) es la imagen de x en Nn+1(A)®A. Recursivamente se definen
como A-homomorfismos por la izquierda

do(aﬁb) = ab, dn+1snx + Sn—idnx = q(x).

Los dn también son A-homomorfismos por la derecha.

Por induccidn se demuestra que el complejo N(A) es acicli-
co
n =0 : (ac)b = a(cb) en A,

n>0:dd ,s =dgq-ds ,d = (q—dnsn_l)dn =

n'n-1"n sn—2dn—1dn’

la Gltima expresidn es cero por hipdtesis y la imagen de s, ge-

nera Nn+1 como mdédulo por la izquierda, luego dndn+1 = 0.
Falta demostrar que kerd < imd .
n n+l
n =0 : imd, es el A®-mbédulo generado por todos los elementos

1
a®l-1®a, a e« A, que es J(A) = kerd .
n >0 : sea x e:kerdn, entonces dn+1(1®q(x)) = q(x) « 1mdn+1
y imd c kerd_. Ahora x = I(a.8u.8v.®...8b.) con
n+l n R s i | I

3

a:,bs e A V. &€ € yicon a, = v.+C.y entonces
i1 1 i i i .

x = L(r.®u.®...8b.) + gq(x) = 18y + q(x) con y e N ®A.

i i i ) n

X e kerdn y q(x) € kerd implica 18y ekerd y

dn(lﬂq(y)) = dn(1®y) = y—l@q(dn_l(y)) E O

Como 1®q(dn_1(y) & Nn(A)®A, se tiene y = 0 y

x = g(x) = imdn+1.

Si C es un R-mddulo proyectivo, entonces N(A) es una resolucidn

A®-proyectiva de A (para mis detalles ver [cE]).
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Por medio del complejo estandar se computan facilmente los
grupos H° y H1 de un &dlgebra central separable. Si A es un &lge-
bra central separable, entonces es proyectiva como R-mddulo y

S(A) es una resolucidn Ae—proyectiva de A. El1 complejo dual es
0~ HomAe(A®A,M) -> HomAe(A®A®A,M) L et

y por los isomorfismo Hom e(S (A).M) + HomR(Sn(A),M) se pasa al

compleijo

d0 91
0 > Hom (R,M) > Hom (A,M) -~ Hom (A®A,M) + ...

Un elemento f de HomR(R,M) estd determinado por f(1) = m;
(aof)(a) = am-ma. Obtenemos HO(A,M) = kerd® = MA, donde MA =

{m e Mlam = ma ¥Ya = A}.
Como (3 E¥Ca,b). = af(B)<E(ab)+£la)s)

kerd! = {f HomR(A,M) | £(ab) = af(b)+f(a)bl} = DerR(A,M)

im? = {f e Hom, (A ,M) | £f(a) = am-ma} = Derinty(A,M)

Hl(A.M) = DerR(A.M)/DerintR(A,M).

Para un dlgebra central separable A existe sin embargo otra

resolucidn mas sencilla.

0+ 0+ ..0>JC8) »a%+0 .

El complejo dual es

0 > HomAe(Ae,M) > Hom,e(J(4),M) > 0 > 0

HO(A,M) = ker(HomAe(Ae,M) g HomAe(J(A),M)).

Pero f HomAe(J(A),M) es cero si y sdlo si es cero para todos los
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elementos de la forma p®1°-18b° y £ estd determinado por

f(l@lo) = m; f = 0 quiere entonces decir bm = mb para cada b

MA. Evidente-

1R

! A
en A, y esto es equivalente a me M: HO(A,M)

mente Hk(A,M) = 0 para k > 0.

3. El homomorfismo entre los grupos de Brauer Br(R)
vy Br(R/TI). Dos R-3lgebras central separables se llaman
similarnes , A

1 Y A2, si existen dos R-mddulos fielmente proyec-

tivos Pl’ P2 tales que

A18BndR(P1) = A28EndR(P2)

La relacidn v es una relacidn de equivalencia entre &lgebras
central separables sobre un anillo R.

El producto tensorial de dos dlgebras central separables
sobre R es otra dlgebra central separable sobre R. Este produc-
to define una multiplicacidn sobre el conjunto de las clases de
equivalencia de &dlgebras central separables sobre R. Se obtiene
hasta un grupo conmutativo: 1la clase de R es el elemento neu-
tro y la clase de A° es el elemento inverso de la clase de A.
Este grupo se llama giupo de Brauer y se designa por Br(R).

Si A es un dlgebra central separable sobre R y S es una
R-dlgebra conmutativa, entonces A®S es un dlgebra central sepa-
rable sobre S, es decir, la aplicacidén A+ A®S induce un homo-

morfismo de los grupos Br(R) = Br(S).

TEOREMA 3.1. Si{ I es un Ldeal nilpotente del anillo R,
el homomongismo Br(R) =+ Br(R/I) es un Lsomorfismo.

Demosthacidn. Primero suponemos que 12 = 0, y demostramos

que el homomorfismo es sobreyectivo.
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2) Existencia de un dlgebra A con A = B para B e Br(R/I).

Sea B central separable sobre R. Entonces B es un R-médulo fi-

nitamente generado proyectivo, y como I es nilpotente, por la
propiedad (5) de médulos existe un R-médulo finitamente genera-
do proyectivo A tal que (R/I)®A = A = B; §®§A también es pro-

yectivo sobre R (propiedad (7))y es isomorfo a A®A:

R

A@RA S A@RA = ((R/I)®A)R((R/I)®A) = (R/I)B(ABA) = AGA.

Sea m' la multiplicacidn en A, m':A®A > A es un R-homomorfismo
sobreyectivo. Por la propiedad (4) de médulos existe un R-homo-
morfismo sobreyectivo m:A®A - A con m = m'. Pero m en general
no cumple la ley asociativa. Hacemos la modificacidn siguiente:
sea f(a,b,c) = m(a,m(b,c))-m(m(a,b),c) ; £:ABABA + IA ya que f
es cero mod I. Como f(I(E®AGA)) < 1%

morfo a A®A®A, es posible considerar f como aplicacidén de ABARA

0 y como ABAQA es iso-

en IA.
El algebra A es central separable y por lo tanto S(A) es

una resolucidn proyectiva de A. Si demostramos que IA es un
A-bimddulo podemos utilizar el hecho de que HS(A,IA) = 0. Para
x e IA, a € A definimos ax = m(a,x) y xa = m(x,a). Ahora I2A =0
y ésto estd bien definido. Hay que demostrar que (xa)b = x(a*b)
o sea m(m(x,a),b) = m(x,m(a,b)) y lo andlogo por la izquierda.
Para x € IA, m(m(x,a),b) € IA y m(x,m(a,b)) = IA y por lo
tanto d = m(m(x,a),b)-m(x,m(a,b)) € IA. La multiplicacidn m'=m
es asociativa, luego d = O(mod I) y d es un elemento de I2A = 0.
Un cdédmputo andlogo muestra que IA es un A-mddulo por la izquier-
da.

Ahora

af(b,c,d)-f(ab,c,d)+f(a,bc,d)-f(a,b,cd)+f(a,b,c)d

(9f)(a,b,c,d)

a(b(cd))-a((be)d)-(ab)(cd)+((ab)ec)d+(albe))d +



+ a((bc)d)+(ab)(cd)+a(b(ecd))+(albe))d-((ab)ec)d
=) donde ab = m(a,b),
y Ha(A,IA) = 0 implica f = 9g para un g:A®A + IA. Poniendo
g(x) = 0 para x € I(ABA), g se extiende a ABA. E1l homomorfismo

m-g es la multiplicacidn requerida en A. Es claro que m-g = m',

y m-g es asociativo por lo siguiente:

(m-g)(a,(m-g)(b,c))-(m-g)((m-g)(a,b),c)
= m(a,m(b,c))-m(a,g(b,c))-gla,m(b,c))+gla,g(b,c))
- m(m(a,b),c)+m(g(a,b),c)+g(m(a,b),c)-g(gla,b),c) =0 ,

ya que

m(a,m(b,c))-m(m(a,b),c)) = f(a,b,c) = 3gla,b,c)

i

m(a,g(b,c))-g(m(a,b),c)

+ g(a,m(b,c))-m(g(a,b),c)

g(a,g(b,c)) = g(gla,b),c) = I2A = O

Para demostrar que en A existe un elemento neutro para la
multiplicacidn hay que utilizar el complejo estandar normali-
zado. A central separable implica A = R®C. El R-médulo C es
proyectivo. Por las propiedades (4) y (5) de mddulos y por 5.4
y 5.6 de [OS] existe un R-mddulo C]y un elemento e de A con
e2 =eye=1enA tales que A = Re®. Definimos m:A®A -+ A

por &
m(re+a,setb) = rse+rb+sa+m''(a,b), conm" = m'.

Entonces m = m' (la multiplicacién de A) y con x = reta:

1"
1"

m(e,x) = m(e+0,reta) = re+a+0 = x

m(x,e) = m(ret+a,et0) = x, para cada x « A.
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Sea otra vez f(a,b,c) = m(a,m(b,c))-m(m(a,b),c). Si a, b 8 c es
igual a e, entonces f(a.b,c? = 0, luego f(a,b.c) = f(u,v,w) si
a = retu, b = setv, c = tetw, u,v,w €C. Consideramos f como
aplicacién de C8COC en IA y puesto que f(I(CBCBC)) = I2A =0,
como aplicacién de C®C®C en IA. Utilizando que N(A) es una re-
solucidn proyectiva de A, que Ha(R,IA) = 0 y que Homge(Nn(A),IA)
P i

= HomR(Nn(A),IA) se concluye como antes que f = 9g', g':C8C - IA.
g' se extiende a C®C y g:A®A -+ A se define por gla,b) = g'(u,v)
con u y v como antes.

También se tiene f = 9g. Con a = retu, b = setv, c = tetw,

-

observando que g(a,b) = 0 si u =03 v = 0, se obtiene

g(a,b,c) = m((retu),g(v,w))-g(rvtsutm(u,v) ,w)

+ g(u,sw+tv+m(v,w))-m(g(u,v) ,tet+w)

g(rv,w)+m(u,g(v,w))-g(rv+sutm(u,v) ,w)
+ g(u,swttvtm(v,w))-m(g(u,v),w)-glu,tv)

og'(u,v,w) = f(u,v,w) = f(a,b,c).

Ahora g(e,a) = g(a,e) = 0 para cada ae A implica (m-g)(e,a)

= (m-g)(a,e) = a. para cada ae A.

b) La multiplicacibn en A es determinada pon fLa multiplica-
eibn en A. Sean m, y m, dos multiplicaciones en A con 61 = 52 =
m', y sean A1 y A2 las algebras correspondientes. Consideramos

ml—m2:A1®A1 > A2 y como antes ml—m2:A18A1+ IA2. Ahora

B(ml—mQ)(a,b,c) ml(a,b,c) - m2(a,b,c)
= m2(a,m1(b,c))—m1(m1(a,b),C)

+ ml(a,ml(b,c))—m2(m1(a,b),c)
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= m2(a,m2(b,c))+m2(m1(a,b),C)
- m2(a,m1(b,c))+m2(m2(a,b),c)
2 0 R

luego (ml—m2)(a,b) = dh(a,b) con h:A, > IA,. Extendemos h a A

1, 1

y definimos k:A1 A A2 por k = 1+h.

k es wn Lsomorngismo de R-dlgebras: hQ(Ai) c 12A2 = 0 im-
plica que 1-h es el inverso de k. Falta demostrar que k(a*b) =

k(a)xk(b) con a*b = ml(a,b) y asxb = m2(a,b):

k(a*b) = a*b + h(a*b)
oh(a,b) = axh(b) - h(a*b) + h(a)sb ,

y por otro lado

oh(a,b) = a+b - azb ,

luego
k(a)xk(b)

1

axb + a*h(b) + h(a)*b + h(a)*h(b)
asb + h(a*b) + dh(a,b)
axb + h(a*b) + a*b - asb = k(a*b).

n

c) SL A es separable sobre R, entonces A es separable 40-

bre R. Es suficiente demostrar que existe un elemento e e« A
con p(e) =1 y J(A)e = 0. Sea e el elemento andlogo de A, idem-

potente. I2 = 0 implica que existe un elemento idempotente e' de

A® con &' = e. p(e)

1 en A, luego p(e') € 1+1A° y p(e') es
IQAe

unidad porque (IAe)2 0. Si definimos

e = (p(e')—1®1)e'(p(e')®1)

tenemos el elemento buscado.
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d) Si A es centrhal separable, A es central separable. Sea

e e A como en (c), C(A) el centro de A. Como A es separable,

C(A) = eA. Por hipdtesis C(A) = R y por otro lado CLAY & CLA)-
Ahora, C(A) = eAc R+IA y

eescA = eA < eR+elA = R+IeA C:R+IR+IZA = R+tI = R,

y evidentemente R = C(A), es decir C(A) = R. El R-mddulo A es
fiel por la propiedad (5) de mddulos.

Con esto hemos demostrado que el homomorfismo Br(R) -

Br(R/I) es sobreyectivo si I2 = 0. Sea ahora I nilpotente,

K = 0. . Pava cade i @B ton m > 1. BIEY e (RANAT™ 1Yy 5

(In-l/In)2 = 0. Sea A1 una R/I-Zlgebra central separable. Exis-

te entonces un dlgebra A2 central separable sobre R/I% tal que

(R/I)® * A

r/1280 = B4

una R/I3—élgebra central separable A3 tal que

(R/I%® »(R/T2)8 S

& A2 y (R/I)® R/13A3 = 1

r/13%3 R/I

etc. Al fin, existe un &lgebra A, central separable sobre

K k
R/I" = R tal que

2 k-1 I; 4
(R/1)® ERAT I e ®(R/T™ ")®p pichy = (R/IIBA, = A, -

R/12
Finalmente, el homomorfismo Br(R) = Br(R/I) es inyectivo
si I es nilpotente. El elemento neutro de Br(R/I) es la clase
de Endﬁ(P), P un R-mddulo finitamente generado proyectivo vy
fiel. Sea A = Endﬁ(P), existe un R-médulo finitamente generado
proyectivo y fiel Q tal que Q = P. Endﬁ(P) y EndR(Q) son pro-
yectivos y A = EHEEGST, 8sto implica que los R-mdédulos A y
EndR(Q) son isomorfos y la clase de A es el elemento neutro de

Br(R).
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TEOREMA 3.2. Sea I un nilideal en R. EL homomorng§ismo
Br(R) + Br(R/I) es un Ls0morpismo.
Demostracibén. E1l anillo R/I se denotard ahora por S. Sea

B un dlgebra central separable sobre S, B = S&C. Primero demos-
tramos que existe una R-3dlgebra A tal que S®A = B. E1 S-mddulo

C es finitamente generado proyectivo y por lo tanto imagen de un
endomorfismo idempotente q:Sm + g™ para un cierto m €N. Sea
(aij) la matriz de q respecto a la base candnica de oy y sea S1
el subanillo de S generado por los elementos aij’ es decir S1 =
So(aij), donde S, es el anillo primo de S. La restriccidén de q

a ST es un Sl—endomorfismo idempotente qlst -+ ST y su imagen

C1 = imq1 es un Sl—médulo finitamente generado proyectivo con
C =z S@Sicl.
Sea B1 = 81@C1. Entonces

S@SBle'S@C:B.
1
v m+l £ m+1

B1 es la imagen de ql:S1 81 cuya matriz es

1 0
( 0 (aij))

). La multiplicacidén en

' 1
y B, es generado por ql(el),...,ql(em+1

B1 es dada por
m+1

q(ei)q(ej) = k§1bijkq( ek) "

Por 82 designamos el anillo generado por S1 y todos los elemen-

k 2
bra de B y B2 = 82602 con C, = 8288101. Ademas

tos bij emyiSie Blis 82881B1 en una S,-algebra que es subalge-
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elementos aij y bi*k y sea R2 el subanillo generado por los ele-
J

mentos cij y dijk en R. Entonces 52/= R2/I2 con I, = Rzr\ I

El anillo R2 es noetheriano, I es nilideal y por lo tanto el

ideal I2 es nilpotente. Por el Teorema 3.1 existe un R2—élge-

bra A2 tal que

(R2/I2)@R2A2 = B,.

Sea A = R®, A.. Entonces
A/IA = (R/I)@RR®R A2 = (R/I)@R A2.

2 2

Por otro lado

B = S®s B, = (R/I)®

: 5 (R2/IQ)®R A2 E (R/I)®R2A2, y A/IA = B.

R2/I2 5
Como en el Teorema 3.1, se demuestra que A es separable.

El centro de B, es 82 y por lo tanto R, es el centro de

2 2

C(A) = C(R®R2A2) = RQR,C(AQ) = R.
2
De la misma manera que en el Teorema 3.1 se sigue que el homomor-

fismo Br(R) + Br(R/I) es inyectivo.

Para demostrar el iltimo teorema necesitamos los lemas si-

guientes.

LEMA 3.3. Sea R un anillo commutativo I-adicalmente com-
pleto y sea A una R-dlgebra finitamente generada como R-médulo.
Entonces A es O-adicalmente completa con Ol= IA.

LEMA 3.4. Sea A un R-dlgebra Ot-adicalmente completa y
sea A = A/, S< f es un elemento Lidempotente de A, entonces
existe un elemento idempotente e de A tal que e = f.
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Las demostraciones se encuentran en [OS] cap.5, definicio-

nes y mds informacidn sobre &dlgebras (l-adicalmente completas en

[Bo].

TEOREMA 3.5. Sea I un {deal contenido en el radical del
anillo commutativo R y sea R I-adicalmente completo. Entonces
el homomonfismo Br(B) + Br(R/I) es un Ls0morgismo.

Demostracién. Por el Teorema 3.1, el isomorfismo
BT o Gyt e
Br(R/I") = Br(R/I) para cada n €N con n > 1.

) y puesto que (In—l/In)2 = 0, tenemos

a) Sea A, un dlgebra central separable sobre R/I. Existe
un R-dlgebra A tal que A/IA = A . Para cada n > 1 existe una
R/In—élgebra An tal que

n-1,n N
A /(I7 "/T)A = A

n-1°
S 16 > n. =
ea p_. la proyeccidn de Am a An’ m>n Tenemos Prs PraPise
para r > t > s. Formamos el limite inverso A = lim A R es com-

i 0
pleto y por lo tanto A es una R-algebra, finitamente generada co-

mo R-mddulo. La aplicacidn candnica f:A + A, es sobreyectiva,

h
es un homomorfismo de anillos y un dimorfismo, es decir f(ra)

rf(a) para a € A, r e R.

Si sobre A1 definimos una estructura de R-mddulo por ra
ra para a € A, r € R, entonces f es un homomorfismo de R-alge-

bras. Ahora

Ker f = lim ker(A =+ A.) = 1im(I/I™A = (1imI/I™)A = IA
n 1 “ n P—

P

luego A/IA = Al'

b) A es separable sobre R. Por el Lema 3.3 el &lgebra A®

es 1A% -adicalmente completa. En Ai existe un elemento f con
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5(f) =1y (1®a)f = (a®1)f para cada elemento aeAl. Ahora
Ai = (a/1A)€ = a®/1a°

: : e
por el Lema 3.4 existe un elemento idempotente e de A~ tal que

ol

= f. p(e) = 1+ia con i eI, a €A, pues A es IA-adicalmente
completa y 1 = (1+ia)(1-ia—i2a2—...), y (1-ia—i2a2...) es un ele-
mento de A. Luego p(e) es una unidad. Lo que queda se demuestra

exactamente como en el caso I nilpotente.

c) EL centrno de A e R. Esto es consecuencia inmediata de

la definicidn del limite inverso.

d) EL homomorgismo Br(R) - Br(R/I) es Lnyectdivo. Sélo hay
que demostrar que si P es un R/I-mddulo finitamente generado pro-
yectivo, entonces existe un R-mddulo Q, finitamente generado pro-
yectivo, tal que Q = P. EL resto se demuestra como antes.

Sea entonces P un R-mddulo finitamente generado proyectivo
y sea Mn(R) el algebra de todas las matrices nXn. P = im p para
un elemento idempotente de Mn(R/I); Mn(R) es finitamente genera-
do como R-médulo y por el Lema 3.3, IMn(R)esMn(I)—adicalmente

completo. Por el isomorfismo Mn(R/I) = Mn(R)/Mn(I) y por el Le-

ma 3.4 existe un elemento idempotente q de Mn(R) tal que a = p.
El- R-mddulo Q = imqes finitamente generado proyectivo y Q = P.
APLICACION. E1 anillo R[[x]] es (x)-adicalmente completo y
R[[x]]/(x) ~ R. Por el Teorema 3.5 los grupos Br(R[[x]]) vy

Br(R) son igomorfos.
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