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RELACIONES ENTRE LOS GRUPOS DE BRAUER DE ANILLOS
CONMUTATIVOS Y CIERTOS ANILLOS COCIENTES

par

Paulina CASAL

ABSTRACT. Let S be a commutative R-algebra, R a
commutative ring, then the application of R-algebras
At-+-A~RS induces a homomorphism BrCR) -+ Br(S) be-
tween the Brauer groups of Rand S, respectively. It
is known that the homomorphism Br(R) -+ Br(R/m) is an
isomorphism when R is a complete local ring with max-
imal ideal m. This article shows that Br(R) -+ Br(R/I)
is an isomorphism whenever I is a nil-ideal and also
when I is contained in the Jacobson radical of Rand
R is complete in the I-adic topology.

I n t rod u c c i6 n . Sea A un algebra sobre un anillo conmutati vo
R, S una R-algebra conmutativa y sea Br(R) el grupo de Brauer
de R. La ap Li.cac i.on A r+ A ~R S induce un homomorfismo de gnu-
pos Br(R) -+ Br( S). Es conocido que el homomorf i smo



Br(R) ~ Br(R/m) es un isomorfismo si R es un anillo completo lo-
cal y m el ideal maximal de R ([AG]). F. DeMeyer demostro que
este homomorfismo es sobreyectivo para ciertos anillos locales.
Por otro lado, no es inyectivo para R = Z(p)' la localizacion
de los numeros enteros en un primo impar ([OSJ cap.S).

Aqui demostramos que el homomorfismo Br(R) ~ Br(R/I) es un
isomorfismo si I es un ideal nilpotente. Este resultado se ge-
neraliza: es un isomorfismo si I esun nilideal. Finalmente, tam-
bien obtenemos que Br(R) ~ Br(R/I) es un isomorfismo si I es un
ideal contenido en el radical de Jacobson de R y R es I-adical-
mente completo.

Pre 1 jill ina re s . Se des i gnar-a siempre por N el conjunto de los
numeros naturales, por R un anillo unitario conmutativo, por I
un ideal fijo en R, por R el anillo cociente R/I y por ~ el pro-
ducto tensorial ~R' Para cada R-modulo M, M designara el modulo
cociente M/IM. Radical querra decir nad{eal de Jaeob~on 0 sea
la interseccion de todos los ideales maximales de un anillo.

Los resultados siguientes sobre modulos son bien conocidos
o son consecllencias faciles de las definiciones (ver por ejem-
plo [ne}, [Ba] 0 [os].i.
1. Sea P un R-modulo. Entonces los R-modulos P = P/IP Y B3P
son isomorfos.
2. Sean P y Q dos R-modulos, ~ y P las proyecciones canonicas
de PaP y de Q a Q, y sea f:P ~ Q un homomorfismo de R-modulos.
Si se define f = lR~f, se tiene f'~ = P·f.
3. Un R-modulo P es finitamente generado proyectivo si y solo
si existen un R-modulo Q y un numero natural n tales que p~ ~
Rn. Consecuencia: si P es un R-modulo finitamente generado pro-
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yectivo, P es un R-modulo finitamente generado proyectivo.
4. Sean P y Q dos R-modulos finitamente generados proyectivos,
I un ideal contenido en el radical de R y sea g:p ~ Q un homo-
morfismo de R-modulos. Entonces:'
a- existe un homomorfismo de R-modulos f:P ~ Q tal que f = g;
b- si f1 y f2 son dos homomorfismos de Pen Q can f1 = f2 = g;
entonces la imagen de una clase residual mod IP por f1 y f2 es
la misma clase residual mod IQ;
c- si f es sobreyectivo, f tambien es sobreyectivo;
d- si f es inyectivo y P es isomorfo a un factor directo de Q,
entonces f es inyectivo.
De (c) y (d) se concluye que f es un isomorfismo si f es
un isomorfismo.
5. Sea Q un R-modulo finitamente generado proyectivo, I un
ideal nilpotente. Entonces existe un R-modulo finitamente ge-
nerado proyectivo P tal que P = Q. Si ademas Q es fiel, es de-
cir si rq = 0 para cada q e:: Q con r e:: R implica r = 0, P es
fiel.
6. Si P es un R-modulo finitamente generado proyectivo, el R-mo-
dulo EndR(P) de todos los endomorfismos de P tambien es finita-
mente generado proyectivo. Ademas EndR(P) EndR(p).

1. Algebras central separables a Algebras de Azumaya.
Todas las algebras que se consideran son asociativas. Sea A
un R-algebra asociativa unitaria, '0 f la multiplicacion de A.
Por AO se designa el algeb~ opu~ta de A, es decir el algebra
que se obtiene si sobre el conjunto A se da la adicion de A y
la multiplicacion '*' se define por a*b = boa. Por Ae se de-
signa el producto tensorial Ae = A~Ao. Cada R-algebra asocia-
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tiva A es un Ae-m6dulo si se define (x3y)a = xOa"y para todo
e ~d Ae Aa,x,y EA. El nucleo del homomorfismo de A -mo u10s p: ~

dado por p(a3b) = aob se denota por J(A). Las siguientes defi-
niciones se encuentran en [KO].

DEFINICION 1.1. Una R-algebra A se llama M.patLable. J.>O-
b~e. R. si A es proyectivo como Ae-m6du10.

E1 ~e.~o de un algebra asociativa es el conjunto C(A) =

{x E Alxoa = aox Vx E A}.

DEFINICION 1.2. Una R-algebra A se llama ~e.ntJr.a£ J.>e.pa-
~ble. ° aige.bJr.a de. Azumaya si satisface las condiciones siguien-
tes.

(1) A es fiel, es decir, para r E R, ra = 0 para cada a E A im-
plica r = O.

(2) A es separable sobre R.
(3) C(A) = R.

PROP I EDADES (Ver por ejemplo [KO] y [OS]).

1. Et aige.bJr.a A e.s J.>e.pa.Jr.abte. scone. R J.>,{~Y !.:Joto !.:J{ e.X-L6te. un e.te.-
me.nto e e.n.Ae qu,e. ~umple. ta/.:, ~on.d-iuon.e.-6 pee) = 1 Y C13ao)e =
(a@1°)e pa.Jr.a ~ada. e.le.me.nto a de. A. Et e.le.me.YL.to e e.J.> -tde.mpo ten-
te., ya que e2-e = ((e-1)31)e, y p((e-l)31) = p(e)-l = 0, es de-
cir (e2_e) EJ(A)e, y J(A)e = 0 (si aob = 0, (a@bo)e = (a31o)
(13bo)e = (a31o)(b31o)e = (ab®lo)e = 0).

2. S-t A e.J.> J.>e.patLabte. J.>ob~e. R, e.l ~e.~o de. A e.-6 eA. Pues (ea)b
= (13bo)ea = (b@1o)ea = b(ea) para todo a,b E A; Y si x E C(A),
e = ~c.3d., entonces ex = Ec.xd. = Ec.d.x = p(e)x = x.

ill l l ill

3. Se.a A wt cUge.bJr.a ~e.I1.tJr..a£ !.:Je.pa.Jr.able. soon« R. EYL.ton.~e.-6 A es
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un R-m6dulo 6~nitamente genenado phoyectivo y A = R@B, p~ al-

gCin R-m6dulo B.

4. S~ A es un aigebJut c.en..tJtai. .0 ep~bfe soivu: R y S es una
R-aigebJta. c.onmtLt:a..-t{va,en-tonc.e-6 S~A es c.entJr..al .oe~bfe .00-

bJte S.

2. Grupos de Cohomologiade &lgebras central separa-
bles. Un c.ompfejo po.o~vo es una familia de R-modulos C ,n
n€ N, junto con una familia de R-homomorfismos d:C -+ C 1n n n-
con la propiedad de que d led = O. El n-eo~O gJtupo de homo-n- n
fog~a se define por H (C) = kerd limd l' El complejo C sen n n+ -
llama a~~c.o, si H (C) = 0 para cada n ~ 0 y pJtoyectivo sin

proyectivo para cada n ~ O. Una Jte-6ofu~6n pJtoyectivaC esn
de un R-modulo A es un complejo proyectivo y aciclico P con
Ho(P) ::A.

Sea M un R-bimodulo, Puna resolucion proyectiva del R-mo-
dulo A

P: ••. -+ Pn -+ Pn-l -+ ••• -s- P1 -+ Po -+ 0 •

A partir del complejo dual

0° a1o -+ Hom (P M) -+ HomR(P1,M) -+
R 0'

se define el n-e.o~o gJtupo de c.ohomofog~a:

n n n n-lH (A,M) = H (P,M) = Kera li~a .

Se demuestra que los grupos de cohomologia son independientes
de la resolucion P de A.

En 10 que sigue se utilizaran dos resoluciones de un alge-
bre central separable A, el c.ompfejo es tandaJt S(A) y el c.dmpfe-
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j 0 u.ta.n.daJr. Vlotu'Yla.Uzado N( A) .

EI ~omplejo u.ta.n.daJr. SeA). Sea A un R-algebra y sea
S_l(A) = A, Sn(A) = A@Sn_l(A) para n ~ 0, n E N, es decirASn(A)
es el producto tensorial de A sobre R de orden n+2. Sea S (A)n
el producto tensorial de orden n de A, 0 sea

e A
S (a) = A @S (A).
n n

Sobre S (A) se define una estructura de A-bimodulo y un R-homo-
n

morfismo s :S (A) + S l(A) por s (a) = l~a. Recursivamente de-n n n+ n
finimos para n ~ 0 los A-homomorfismos por la izquierda d :S (A)n n
+ Sn._l(A) por

(1) d (a@b) = ab en A,
o

(2) dn+1snx + sn_ldnx = x, para x e: S (A),
n

n ~ O.

Los d tambien son A-homomorfismos por la derecha. Se verifica
n

d °d 1 = 0 y con (2) se concluye que el complejo es acicli-n n+
Si A es un R-modulo proyectivo, SeA) es una resolucion Ae_

que
co.
proyectiva,de A.

Para los grupos de cohomologia se utiliza el isomorfismo

Los elementos del primer grupo son funciones R-lineares de n va-
riables de A en M. Se tiene:

i n+1+ \' (-1) f(a1,···,a.a. 1,···,a +1) + (-1) fCa1,···,a)a i~ l l+ n n n+l~l~n
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A A A

bra, C = coker(R + A), N (A) = R, N (A) = C®N l(A) para n > 0
A 0 n n-

y N (A) = A®N (A)~A. Se definen estructuras de Ae-modulos por
n n

y R-homomorfismos s :N (A) + N l(A) por s (x) = l~q(x), donden n n+ n
q(x) es la imagen de x en N l(A)~A. Recursivamente se definenn+
como A-homomorfismos por la izquierda

d (a@b) = ab, d 1s x + s ld x = q(x ) .o n+ n n- n

Los d tambien son A-homomarfismos por la derecha.
n

Por induccion se demuestra que el complejo N(A) es aClcli-
co
n = 0 (ac Jb = at cb ) en A,

dndn+lsn = dnq-dnsn_ldn = (q-dnsn_1)dn = sn_2dn_ldn'n > 0

la ultima expresi6n es cera por hip6tesis y la imagen de s ge-
n

nera N como modulo par la izquierda, luego d d 1 = o.n+l n n+
Falta demostrar que kerd c imd l'n n+

n = 0 imd1 es el Ae-modulo generado por todos los elementos
a®1-1@a, a E A, que es J(A) = kerd .

o
n > 0 sea x £ kerd , entances d l(l®q(x)) = q(x) £ imd 1n n+ n+

y imd 1 c kerd. Ahora x = L(a.®u.®v.~ ...®b.) conn+ nil l l l
a.,b. E A, ulo,Vl.EC yean a. = r.+c., entoncesl l l l l

A

X = L(r.~u.® ...~b.) + qf x ) = l®y + qt x ) con y e: N ®A.ill l . n
x £ kerdn y qf x ) e: kerdn .impli ca H~y e:: kerdn y
d (l~q(y)) = d (l®y) = y-l®q(d l(y)) = O.
n n n-

Como l@q(d l(y) ,iN (A)@A, se tiene y = 0 yn- n
x = q(x) e:: imd l'n+

Si C es un R-modulo proyectivo, entonces N(A) es una resolucion
Ae-proyectiva de A (para mas detalles ver [CE]).
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Por medio del complejo estandar se computan facilmente los
grupos HO y Hi de un algebra central separable. Si A es un alge-
bra central separable, entonces es proyectiva como R-modulo y
SeA) es una resolucion Ae-proyectiva de A. El complejo dual es

y por los isomorfismo HomAe(Sn(A),M) ~
complejo

Un elemento f de HomR(R,M) esta determinado por f(l) = m;
o 0 0 A A(d f)(a) = am-ma. Obtenemos H (A,M) = kerd = M, donde M =

{rn E: M!am = rna Va E: A}.

1Como (a f)(a,b) = af(b)-f(ab)+f(a)b,

kerai = {f E: HomR(A,M) I f(ab) = af(b)+f(a)b} = DerR(A,M)

imaO = {f E: HomR(A,M) I f(a) = am-ma} = DerintR(A,M)

H1(A,M) = DerR(A,M)/DerintR(A,M).

Para un algebra central separable A existe sin embargo otra
resolucion mas sencilla.

o ~ 0 ~ ...~ J(A) ~ Ae ~ 0

El complejo dual es

y

Pero f E: HomAe(J(A),M) es cero si y solo Sl es cero para todos los
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elementos de la forma b3io_i~bo y f esta determinado por
f(i~io) = m; f = 0 quiere entonces decir bm

. . A o( \en A, y esto es equ i.vaLerrte a me:: M : H A,M1

mente Hk(A,M) = 0 para k > O.

= rnb para cada b
_ MA. Evidente-

3. El homomorfismo entre los grupos de Brauer Br(R)
y B r (R! I ) . Dos R-algebras central separables se llaman

~~an~, Ai ~ A2, si existen dos R-modulos fielmente proyec-
tivos Pi' P2 tales que

La relacion ~ es una relacion de equivalencia entre algebras
central separables sobre un anillo R.

El producto tensorial de dos algebras central separables
sobre R es otra algebra central separable sobre R. Este produc-
to define una multiplicaci6n sobre el conjunto de las clases de
equivalencia de algebras central separables sobre R. Se obtiene
hasta un grupo conmutativo: la clase de R es el elemento neu-
tro y la clase de AO es el elemento inver so de la clase de A.
Este grupo se llama g~upo de ~au~ y se designa por Br(R).

Si A es un algebra central separable sobre R y S es una
R-algebra conmutativa, entonces A~S es un algebra central sepa-
rable sobre S, es decir, la aplicacion A~ A~S induce un homo-·
morfismo de los grupos Br(R) ~ Br(S).

TEOREMA 3.1. S-i. I es un -i.dea1. rUipoten.te de£. avUlio R,

e£. homomo~6-0~mo Br(R) ~ Br(R/I) ~ WI ~omo~6~mo.
2Vemo~tnaci6n. Primero suponemos que I = 0, y demostramos

que el homomorfismo es sobreyectivo.
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a) Exi6tenc{a de un alEebna A Qon A = B p-ana B E Br(R/l).
Sea B central separable sobre R. Entonces B es un R-modulo fi-
nitamente generado proyectivo, y como I es nilpotente, por la
propiedad (5) de modulos existe un R-modulo finitamente genera-
do proyectivo A tal que (R/I)~A ~ A ~ B. A~-A tarnbiE!Des pro-

R
yectivo sobre R (propiedad (7»y es isomorfo a A@A:

Sea m' la multiplicacion en A, m':A@A ~ A es un R-homomorfismo
sobreyectivo. Por la propiedad (4) de modulos existe un R-homo-
morfismo sobreyectivo m:A0A ~ A con m = m'. Pero m en general
no cumple la ley asociativa. Hacemos la modificaci6n siguiente:
sea f(a,b,c) = m(a,m(b,c»-m(m(a,b),c) f:A0A0A ~ lA ya que f
es cero mod I. Como f(l(A0A0A» c l2A = 0 y como A0A0A es iso-
morfo a 11.011.011.,es posible considerar f como aplicacion de A0A0A
en lA.

El algebra A es central separable y por 10 tanto SeA) es
una resoluci6n proyectiva de A. Si demostramos que lA es un
A-bim6dulo podemos utilizar el hecho de que H3(A,lA) = O. Par~
x E lA, a E A definimos ax = m(a,x) y xa = m(x,a). Ahora l2A = 0

y esto esta bien definido. Hay que demostrar que (xa)b = x(a-b)
o sea m(m(x,a),b) = m(x,m(a,b» y 10 analogo por la izquierda.
Para x E lA, m(m(x,a),b) E lA Y m(x,m(a,b» E lA Y por 10
tanto d = m(m(x,a) ,b)-m(x,m(a,b» E lA. La mu lt IpLicac i.Snm' = m
es asociativa, luego d = O(mod I) y d es un elemento de l2A = O.
Un computo analogo muestra que lA es un A-modulo por la izquier-
da.

Ahora

(df)(a,b,c,d) = af(b,c,d)-f(ab,c,d)+f(a,bc,d)-f(a,b,cd)+f(a,b,c)d

= a(b(cd»-a«bc)d)-(ab)(cd)+«ab)c)d+(a(bc»d +

26



+ a{{bc)d)+(ab){cd)+a(b(cd»+{a{bc»d-{{ab)c)d

= 0, donde ab = m{a,b),

3 -Y H (A,lA) = 0 implica f = og para un g:A~A ~ lA. Poniendo
g{x) = 0 para x ~ l{A0A), g se extiende a A0A. El homomorfismo
m-g es la mUltiplicacion requerida en A. Es claro que m-g = m',
y m-g es asociativo por 10 siguiente:

(m-g){a,{m-g){b,c»-{m-g){{m-g){a,b),c)

= m{a,m{b,c»-m{a,g{b,c»-g{a,m{b,c»+g{a,g{b,c»

- m{m{a,b),c)+m{g(a,b),c)+g(m(a,b),c)-g(g{a,b),c) = 0 ,

ya que

m(a,m{b,c»-m(m(a,b),c» = f{a,b,c) = og{a,b,c)

= m{a,g{b,c»-g{m(a,b),c)

+ g(a,m{b,c»-m{g(a,b),c)
y

g{a,g{b,c» 2= g(g{a,b),c) ~ I A = O.

Para demostrar que en A existe un elemento neutro para la
mUltiplicacion hay que utilizar el complejo estandar normali-
zado. A central separable implica A = R~C. El R-modulo C es
proyectivo. Por las propiedades (4) y (5) de modulos y por 5.4
y 5.6 de [OS] existe un R-modulo Cy un elemento e de A con
e2 = eye = 1 en A tales que A ; Re~. Definimos m:A0A ~ A
por

m{re+a,se+b) = rse+rb+sa+m"{a,b), con ill" = m'.

Entonces m = m' (la multiplicaci6n de A) y con x = re+a:
m(e,x) = m{e+O,re+a) = re+a+O = x
m{x,e) = m{re+a,e+O) = x, para cada x E A.
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Sea otra vez f(a,b,c) = m(a,m(b,c))-m(m(a,b),c). Si a, b 6 c es
igual a e, entonces f(a,b,c) = 0, luego f(a,b,c) = f(u,v,w) si
a = re+u, b = se+v, c = te+w, u,v,w ~ C. Consideramos f como
apLicacion de C~C0C en lA y puesto que f(I(C0C0C)) c l2A = 0,

como aplicacion de C0C0C en lA. Utilizando que N(A) es una re-
- 3 -solucion proyectiva de A, que H (A,IA) = 0 y que HomAe(Nn(A),IA)

" -= HomR(Nn(A),IA) se concluyecomoantes que f = ag', g':C~C -+ lA.
g' se extiende a C0C y g:A0A -+ A se define por g(a,b) = g'(u,v)
con u y v como antes.

Tambien se tiene f = ago Con a = re+u, b = se+v, c = te+w,
observando que g(a,b) = 0 si u = 0 0 v = 0, se obtiene

g(a,b,c) = m«re+u),g(v,w))-g(rv+su+m(u,v),w)

+ g(u,sw+tv+m(v,w))-m(g(u,v),te+w)

= g(rv,w)+m(u,g(v,w))-g(rv+su+m(u,v),w)

+ g(u,sw+tv+m(v,w))-m(g(u,v),w)-g(u,tv)

= ag'(u,v,w) = f(u,v,w) = f(a,b,c).

Ahora g(e,a) = g(a,e) = 0 para cada aE A implica (m-g)(e,a)
= (m-g)(a,e) = a· para cada ae: A.

. b) La mui.lipUc.ac.i6n e.n A ell ddeJl.YYtinada. pOlL ill. mui.lipUc.a.-
c.i6n e.n A. Sean mi y m2 dos multiplicaciones en A con mi = m2 =
m', y sean Ai Y A2 las algebras correspondientes. Consideramos
mi-m2:Ai0Ai -+ A2 Y como antes mi-m2:Ai0Ai-+ lA2. Ahora

a(mi-m2)(a,b,c) = mi(a,b,c) - m2(a,b,c)

= m2(a,mi(b,c))-mi(mi(a,b),c)

+ mi(a,mi(b,c))-m2(mi(a,b),c)
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- m2(a,m2(b,c) )+m2(m1 (a b) ,c)

- m2(a,m1(b,c))+m2(m2(a,b),c)

= 0

luego (m1-m2)(a,b) = 3h(a,b) con h:A1 + IA2. Extendemos h a A1
y definimos k:A1 + A2 por k = 1+h.

2 2k e6 un ~omo~fi~mo de R-atgeb~ao: h (A1) c I A2 = 0 im-
plica que 1-h es el inverso de k. Falta demostrar que k(a-b) =

k(a)*k(b) con a-b = m1(a,b) y a*b = m2(a,b):

k(a-b) = a-b + h(a-b)
3h(a,b) = a*h(b) - h(a-b) + h(a)*b ,

y por otro lade

luego
k(a).':k(b) = aeb + a:':h(b)+ h(a):':b+ h(a):':h(b)

= a:':b+ h(a-b) + 3h(a,b)
= aeb + h(a-b) + a-b - a:';b= k(aob).

c) Si A e6 -6 epaJta.ble -6 ab~e R I e.nto n.c..e6 A e6 -6 e.pevz.able. -6Q-

b~e R. Es suficiente demostrar que existe un elemento e E Ae

con pee) = 1 Y J(A)e = O. Sea e el elemento analogo de A, idem-
potente. r2 = 0 implica que existe un elemento idempotente e' de
Ae -! pee) 1 A, luego p( e' ) E 1+IAe y pee')con e = e. = en es
unidad porque (IA e) 2 = I2Ae = O. Si definimos

-1e = (p(e') 31)e'(p(e')®1)

tenemos el elemento buscado.
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d) Si A e.J.> c..e.nttLa..t -6e.paAable., A e.J.> c.e.rr..tJuLe.-6e.paAable.. Sea
ee E A como en (c), C(A) el centro de A. Como A es separable,

C(A) = C(A).C(A) = eA. Par hipotesis C(A) = R Y par otro lado
Ahara, C(A) = eA c R+IA y

e-eA eA c eR+eIA R+leA 2 R+I= = c R+IR+I A = = R ,

y evidentemente R c C(A), es decir C(A) = R. El R-modulo A es
fiel par la propiedad (5) de modulos.

Can esto hemos demo strada que el homomorfismo Br(R) +

Br(R/I) es sobreyectivo si 12 = O. Sea ahara I nilpotente,
Ik = O. Para cada n EW can n > 1, R/1n-1 = (R/1n)/(In-1/In) y
(In-1/1n)2 = O. Sea A1 una R/I-algebra central separable. Exis-
te entonces un algebra A2 central separable sabre R/1~ tal que

una R/I3-algebra central separable A3 tal que

etc. Al fin, existe un algebra Ak central separable sabre-
R/lk = R tal que

Finalmente, el homomorfismo Br(R) + Br(R/I) es inyectivo
Sl I es nilpotente. El elemento neutro de Br(R/I) es la clase
de EndR(P), P un R-modulo finitamente generado proyectivo y
fiel. Sea A = End-(P), existe un R-modulo finitamente generadoR .
proyectivo y fiel ~ tal que Q = P. EndR(P) y EndR(Q) son pro-
yectivos y A = EndR(Q), esto implica que los R-modulos A y
EndR(Q) son isomorfos y la clase de A es el elemento neutro de
Br(R).
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TEOREHA 3.2. Se.a. I un I'l-iLi.de.a£ e.n R. E{ homomoJ1.n~mo
Br(R) + Br(R!I) ~ un ~omoJ1.n~mo.

Ve.mo~~c£6n. El anillo R!I se denotara ahora por S. Sea
B un algebra central separable sobre S, B = SffiC. Primero demos-
tramos que existe una R-algebra A tal que S~A ~ B. El S-modulo
C es finitamente generado proyectivo y por 10 tanto imagen de un
endomorfismo idempotente q: Sm + Sm para un cierto m e:: N. Sea
(a ..) la matriz de q respecto a la base canonica de Sm y sea SllJ
el subanillo de S generado por los elementos a .., es decir S1 =lJ
S (a ..), donde So es el anillo primo de S. La restriccion de q

o lJ
m d f.i.smo vid Sm Sm .a Sl es un S1-en omor lsmo l empotente q1: 1 + 1 Y su lmagen

C1 = imq1 es un S1-modulo finitamente generado proyectivo con
C _ S~S Cl.

1
Sea Bl = S1~C1' Entonces

Bl es la imagen de

~S Bl = S~C = B.
1

,.Sm+1 + Srn+l
ql' 1 1 cuya matriz es

, ,
Y Bl esgenerado por ql(el), ... ,ql(em+1).
Bl es dada por

La multiplicacion en

m+1
q (e . )q (e .) = I b ..kq (ek) .

l J k=1 lJ

Por S2 designamos el anillo generado por S1 y todos los elemen-
bijk en S. B2 = S2~SlBl en una S2-algebra que es subalge-
de B y B2 = S2ffiC2con C2 = S2~SlC1' Ademas

tos
bra

Sean c. 0 y d"k elementos de R cuyas proyecciones en S son los
lJ lJ
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elementos a .. y b"k Y sea R2 el subanillo generado por los ele-
lJ lJ

mentos cij y dijk en R. Entonces S2 ,= R2/12 con 12 = R2 n I.

El anillo R2 es noetheriano, I es nilideal y por 10 tanto el
ideal 12 es nilpotente. Por el Teorema 3.1 existe un R2-alge-
bra A2 tal que

Sea A = R0R A2. Entonces
2

Por otro lado

Como en el Teorema 3.1, se demuestra que A es separable.
El centro de B2 es S2 y por 10 tanto R2 es el centro de

De la misma manera que en el Teorema 3.1 se sigue que el homomor-
fismo Br(R) + Br(R/I) es inyectivo.

Para demostrar el ultimo teorema necesitamos los lemas si-
guientes.

LEMA 3.3. Se..a R un an..i.Lto C.OVlYYlu;ta;tivo I -aeU.c.a1me..n.te. com-

pfe.to IJ !.le.a A una R-M.ge.bJra Mvtil.ame..n.te. gIJJ1e.Jta.da c.omo R-m6du1..o.
En.tonc.e..I.l A e.s ot-aeU.c.a1me.n.te. c.ompEe.ta con or.. = IA.

LEMl\ 3. 4. Se.a A un R-M.ge.bJra Ol-aeU.c.a1me..n.te.. c.ompEe.ta IJ
.s e.a A = AI()f. Si f as un Ue.me.n.to ide.mpote.n.te. de.. A, erdo nc.e..I.l
e.xcsre. un e..ie.me.n.to ide.mpote.n.te. e de. A tat que. e = f.
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Las demostraciones se encuentran en [OSJ cap.S, definicio-
nes y mas informacion sobre algebras m-adicalmente completas en
[BoJ .

TEOREMA 3.5. Sea. I un ide.ai. c.ontenido en. el. ltacUc.a.l del.
an.il1.o C.OYlYYlu:ta.:UvoR Ij -6ea R I-adic.a1men.te c-omple.to. En.-ton.C-e-6
el. nomomoJtf.i-6mo Br{ B) + Br{ R/I) es un i-6omoJtf.i-6mo.

Vemo-6tJtac.i6n.. Por el Teorema 3.1, el isomorfismo
n-1 n n-1 n n 1 n 2R/I = (R/I )1(1 II) y puesto que (I - II) = 0, tenemos

Br(R/In) = Br(R/I) para cada n EN con n > 1.

a) Sea A1 un iUgeblta c.en.tJtal -6epa.Jtable scone. R/I. Ew.te

un. R-iUgeblta A.tal que AlIA = A1. Para cada n > 1 existe una
R/In-algebra A tal que

n

Sea p la proyeccion de Amn m
para r ~ t ~ s. Formamos el

a A , m ~ n. Tenemos p = Pt pn rs s rt
Ilmite inverso A = lim A .. R es com-

+- l

pleto y por 10 tanto A es una R-algebra, finitamente generada co-
mo R-modulo. La aplicacion canonica f:A + A1 es sobreyectiva,
es un homomorfismo de anillos y un dimorfismo, es decir f(ra) =

rf(a) para a E A, r E R.
Si sobre A1 definimos una estructura de R-modulo por ra =

ra para a E A, r E R, entonces f es un homomorfismo de R-alge-
bras. Ahora

Ker f = lim ker(A + A1) = lim(I/In)A = (limI/In)A = IA
- n +- n +-

luego AlIA = A1.

es
b) A es -6 epMable -6 a bJte R.

IAe-adicalmente completa.
Por e1 Lema 3.3 el algebra Ae

En A~ existe un elemento f con
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p(f) = 1 Y (10a)f = (a01)f para cada elemento a EA1· Ahora

ey por el Lema 3.4 existe un elemento idempotente e de A tal que
e = f. p(e) = l+ia con i E I, a EA, pues A es 1A-adicalmente
completa y 1 = (1+ia)(1-ia-i2a2- ...), y (1_ia_i2a2 ...) es un ele-
menta de A. Luego p(e) es una unidad. Lo que queda se demuestra
exactamente como en el caso I nilpotente.

c) Ef Qe~o de A ~ R. Esto es consecuencia inmediata de
la definicion del limite inverso.

d) El homomo~n~mo Br(R) + Br(R/1) ~ ~yectivo. Solo hay
que demostrar que si P es un R/1-modulo finitamente generado pro-
yectivo, entonces existe un R-modulo Q, finitamente generado pro-
yectivo, tal que Q - P. El resto se demuestra como antes.

Sea entonces P un R-modulo finitamente generado proyectivo
y sea Mn(R) el algebra de todas las matrices nXn. P = im p para
un elemento idempotente de Mn(R/1); Mn(R) es finitamente genera-
do como R-modulo y por el Lerna 3.3, 1M (R) es M (I)-adicalmenten n
completo. Por el isomorfismo Mn(R/1) = M (R)/M (I) y por el Le-n n
rna 3.4 existe un elemento idempotente q de Mn(R) tal que q = p.
El'R-modulo Q = im q es finitamente generado proyectivo y Q - P.

APLICACION. El anillo R[[x]] es (x)-adicalmente completo y
R[[xJ]/(x) = R. Por el Teorema 3.5 los grupos Br(R[[xJJ) y
Br(R) son i~omorfos.
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