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OPERADORES INTE6RALES DE HAMMERSTEIN,
SU ESPECTRO Y APLICACIONES

par

Mario ZULUAGA URIBE

RESUMEN. En este articulo se estudia la exis-
tencia de soluciones de la ecuacion u = BF(u)-AF(u)
donde B es un operador lineal continuo y autoadjun-
to, F un operador no lineal y potencial. Cuando
A = a estudiamos e1 interesante caso de B no comple-
tamente continuo. Tambien se estudia la ecuacion
u = sBF(u), s .:iR. Estos resultados nos dan res-
puestas sobre la existencia de soluciones de pro-
blemas elipticos

-~u = Ag(x,u) en n
u = a en an

donde n eRn es una region acotada, Las tecnicas em-
pleadas son variacionales: tecnicas de reduccion de-
sarrolladas en [8] y teoria de puntos criticos de
Liusternik-Schnirelman en la version dada en [6].

ABSTRACT. In this paper we study the exis-
tence of solutions to the equation u = BF(u)-AF(u)
where B is a selfadjoint continuous linear operator,
and F is a potential nonlinear operator. The inter-
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esting case when B is not completely continuous is
considered for A = o. We also study the existence of
multiple solutions to the equation u = sBF(u), s e:1R.
These results are applied to the elliptic problem

-6u = Ag(x,u) in n
u = 0 on an

where n is a bounded region in ffin. To study the ab-
stract problem, we use variational methods. Specif-
ically, we use reduction thechniques as developed
in [8J and the Liusternik-Schnirelman critical point
theory as in [6J.

§ 1. In t roducc ion. Consideremos la ecuac ion

BF(u ) = u (1.1 )

cuando B:H + H es un operador lineal continuo yautoadjunto
definido sobre H, que sera un espacio de Hilbert real,y el
operador F:H + H es no lineal, continuo y potencial, esto es,
existe f:H + R tal que F = ~f.

L2 ecuaci6n (1.1) ha sido ampliamente estudiada desde
el punto de vista de diferentes tecnicas no lineales como teo-
ria de grado, teoria de puntos fijos, teoria de operadores
maximales mon6tonos, metodos variacionales, etc. Ver por ejem-
plo [7J y [10). En este articulo estudiaremos (1.1) desde el
punto de vista variacional.

Cuando B es un operador cuasi positivo 0 cuasi negativo
la ecuacion ha sido estudiada en [11]. Cuando B tiene espec-
tro positivo y negativo en numero infinito y B es completamen-
te continuo, ha sido estudiada en [3J. Aqui estudiaremos una
forma mas general de la ecuacion (1.1), a saber:

BF(u) = u + AF(u) (1. 2)
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con A e:1R. Para el caso A = 0 Y B completamente continuo ob-
tenemos el Teorema 3.9 que ofrece condiciones sobre f, dife-
rentes a las dadas en el Teorema 3.2 de [3], para garantizar
la existencia de la solucion. Para A e:R cualquiera, obte-
nemos el Teorema 3.10, en el cual se levanta la restriccion
de que B sea completamente continuo. En el Teorema 3.11 es-
tudiamos la existencia de soluciones no nulas del problema
(1.2).

Con el usa del Teorema 3.9 y la teoria de puntos criti-
cos de Liusternik-Schnirelman, en la version dada por D.
Clark en [6], estudiamos el problema

u = SB(A)F(u) (1. 3)

donde B(A) = B-AI, A e:R, s e:1R,y obtenemos el Teorema 4.3
sobre existencia de soluciones multiples del problema (1.3).

Finalmente en los Teoremas 5.1 a 5.5 damos algunas apli-
caciones a las ecuaciones integrales de Hammerstein y a las
ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

E1 metodo que empleamos aqui ha sido desarrollado por
A. Lazer y otros en [8], A.Castro y A.Lazer en [5] y A. Cas-
tro en [3].

En este trabajo, f:H ~ IR sera siempre de clase C1,

F = \I f Y B sera lineal, continuo y autoadjunto; otras propie-
dades de B seran senaladas exp1icitamente en cada caso.

§2. Definiciones preliminares.

DEFINICION 2.1. Un operador B:H ~ H, lineal, se di-
ce pO.6-itivo si <Bu ,u> ~ 0 para todo u Ii: H, donde < , > deno-
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ta el producto interno en H. Cambiando ~ por ~ se define B co-
mo nega-tivo.

DEFINICION 2.2. Un operador N:H -+ H, continuo, no ne-
cesariamente lineal, se dice eompietamente eontinuo si para
cada E c H, acotado, N(E) es compacto.

DEFINICION 2.3. Un operador N: H -+ H se dice 6u.VLtemen-
te eontinuo si para toda {x } c H tal que {x } converge deb il-n n
mente a Xo E H (xn ~ xO) entonces N(xn) -+ N(xO)·

Recordemos que xn ~ Xo significa que para todo v E H,
<xn-xO'v> -+ O.

o B S E R V A C ION. Un operador fuertemente continuo es com-
pletamente continuo, mas no reclprocamente, vease [11J~.14. En
el caso de que N sea lineal, ambas definiciones coinciden.

Si en la Definicion 2.3 en lugar de N(xn) -+ N(xO) deci-
mos que N(xn) ~ N(xO) entonces se dice que N es d~b~ente
eontinu.o. En el caso en que N sea un funcional, esto es,
N:H -+R, continuidad fuerte y debil son conceptos equivalen-
tes en virtud de que en R las topologlas fuerte y debil coin-
ciden.

DEFINICION 2.4. Un operador N:H -+ H se dice cU6vr.en-
eiabie en x E H, si existe un operador lineal continuo
N'(x):H -+ H tal que

N(x+h) - N(x) = N'(x)(h) + a(x,h)

para todo h E H, Y

lim ] a( x,h) l = 0
II hI! -+0 II hI!
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Si N'(x) es continuo, con respecto a x, para todo x EH
1 1decimos que N es de clase C en H y escribimos NEe .

Si dado E > 0 existe 8 > 0 tal que ~h~ < 8, h E H, lm-
plica que 1a,(x,h)11< dhll cualquiera que sea x ~H, decimos
que N es un-inoJuneme.Y1-te. cU6eJte.n.uable..

DEFINICION 2.5. Un elemento x e: H se dice un punta

~QO de. N:H ~ H si N'(x) = O. Si N:H ~ R, por el teorema
de representacion de Riez:

N' (x)(y) = <VN(x) ,y>

para cada y e: H, donde VN(x) e: H es fijo.

RAIZ CUADRADA PRINCIPAL DE OPERADORES AUTOAD-
JUNTOS. Sea B:H ~ H lineal, continuo y autoadjunto. Elope-
rador B2 es positivo y autoadjunto. Es bien conocido que B2

tiene una ralz cuadrada positiva y autoadjunta que la notamos
~. Definimos dos operadores B+ y B de H ~ H aSl:

B+ N+ B C2.1 )= 2

B ;B2' - B (2.2)= 2

Es facil verificar que B+ y B son operadores lineales auto-
adjuntos y positivos que satisfacen:

+ - - +B B = B B = 0

B = B+ - B .

(2.3)

(2.4)

Sea A+ = ;B-P y A- =~. Entonces al operador

(2.5)
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10 llamamos la ~a1z Qua~da p~nc£pat de B.

LEMA 2. 1. Sea. E: H -+ H .e.a. pJWfjeQC£6n sobns: e1.. nt1c.1.eo
+de B. Sea p1 = 1- E • Erdo nQU .6e Qumplen lM .6iguientu

igua.1.da.du :

(2.6)

(2.7)

Demostpaci6n. El operador E, pertenece a la resolucion
de la identidad del operador B. Por hechos bien conocidos en
la teorla espectral para operadores autoadjuntos, se sabe que
A+, A-, p~ conmutan. (Ver [2] cap.27) .

.J.

De (2.3) se deduce que EB = B-, luego P1B = 0 y de
aqul se obtiene (2.6). Tambien, B+E = 0 y de esto obtenemos
que B+P1 = B+. Luego (2.7) es cierto.

DEFINICION 2.6. Un funcional f:H -+ iR se dice dl!bil-

mente in 6~O!lmente .6 emtQO n.:Unuo (D.1.S •C .) si para cada
{x } c H tal que x ~ Xo entonces f(xo) < lirnf(x). Si

n n -- n
lirnf(xn) ~ f(xO) diremos que f es dtbilmente .6up~oromente

.6em,[Qontinuo (D.S.S.C.).

§3. Existencia de soluciones. Si B:H -+ H es lineal,con-
tinuo y audoadjunto tenemos, con la rnisma notacion de la sec-
cion anterior:

LEMA 3.1. Se.a CP:H -+ lR de6,[n.<.do POIr.

CP(U) = 2f(Au) - ~P1u112 + IIp2u112.EntonQU
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donde P2 = I-P1' f:H +R, F(u) = ~f(u) q A ~ la na1z cua-
dnada. pJUnupai. de B.

Demostraci6n. Es suficiente observar que por el carac-
ter autoadjunto de A se tiene que ~(foA)(u) = AFA(u). Para
los detalles refer imo s a [11] pag .81.

LEMA 3. 2. Un e.lemen:t.o u e::: H es un pun-to c.JU:tLc.o de ¢

1.>-<-q 1.>6to 1.>-<- u ~ l.>otuu6n de la ec.uaU6n

(3.2)

Demostraci6n. Es una consecuencia inmediata del Lema
3.1 y la definicion de punto critico.

LEMA 3.3. La ec.uau6n (3. 2).fA.ene l.>otuu6n 1.>-<- q ss:» 1.>-<-

la ec.uauon (1.1)ilene l.>otuu6n.

Demostraci6n. Sea u solucion de (3.2), multiplicando a
+ -ambos lados de la igualdad por A +A Y haciendo uso de (2.5),

(2.6) y (2.7) obtenemos que Au es solucion de (1.1). Recipro-
+ -camente, sea u solucion de (1.1). Como B B = 0 entonces

A+A- = O. De (2.4) y (2.5) se tiene:

Por otro lado, de (2.6) y (2.7) se obtiene que

+ -De las dos igualdades anteriores se obtiene que A F(u)+A F(u)
es solucion de (3.2). •

Sean X, Y dos subespacios de H definidos por:

(3.3)

79



donde P2 = I-P1 = E. Es claro que X y Y son ortogonales y que
H = X €il Y.

LEMA 3.4. Se.a f:H -+ JR de. c.lMe. c1 sobn». H tal. que. f

~ Qonve.xo (f(au+Sv) ~ af(u) + Sf(u) si a+S = 1, a ~ 0, S ~ 0).
EMonQ~ pCUta.¢ de.6-Uu:.da w el. Lema 3. 1 e e ~a.U6 6ac.e.:

(3.4)

paJta c.ada x e: X, Y1 ,y 2 e: Y.

Demostraci6n. Puesto que f es convexo entonces Vf = F
es mon6tono «Fu1-Fu2, u1-u2> ~ 0); ver [12J pag.99. De la
igualdad (3.1) se sigue el lema. •

Para cada x e:X definimos ¢ :Y -+ JR aSl:x

¢ (y) = ¢(x+y)x
(3.5)

donde el funcional ¢ es el que se definio en el Lema 3.1.

TEO REMA 3. 5. Supo ngarnM que. f: H -+ JR -6 a.U6 6aQe. -eM hi..-
p6t~--L6 del. Lema 3.4. Pana. Qada x e:H el. 6u.ncWl1at ¢:Y -+]R.ti.e.Yte.x
un un{QO punta C!t£tiQO, que. QoJtJt~pande. a un punto de. ~.

1
Demostraci6n. Es claro que ¢ y ¢ son de clase C . Lax

unicidad del punto crltico es una consecuencia de (3.4), ob-
servando que <V¢ (y),z> = <V¢(x+y),z>, para cada z e: Y.

x

La desigualdad (3.4) asegura que V¢ es extrictamentex
monotono, entonces ¢ es estrictamente convexo, esto a su

x
turno es equivalente a

(3.6)

para cada y,yO e:Y (vease [12J pag.98). La desigualdad (3.6)
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implica que ~ es D.l.S.C. (Def.2.6). Vease [11J pag.74.x
Sea YO ~ Y fijo. De la desigualdad (3.4) y la desigual-

dad de Cauchy-Schwartz, se tiene que
1

~ (y)-~ (yO) = f <V~ (yo+t(y-yo»' y-YO>dt
x x 0 x

(3.7)

De la desigualdad (3.7) se deduce la existencia de R > 0 tal
que para todo y ~ Y, ~y~ = R, ~x(y) > ~x(YO)'

Puesto que ~ es D.l.S.C., sobre conjuntos cerrados yx
acotados ~ alcanza valores de minimo (ver [11J pag.78). Delx
hecho de que ~ Cy ) > ~ (YO) cuando II yll = R, para aLgtinR > 0,x x
se obtiene que ~ tiene un punto de minimo en el interior dex
B(O,R), luego ~ tiene un punto critico. •x

Todo 10 que hemos hecho hasta ahora permanece valido
si carrbiamos B por B(A) = B-Al y E por E(A), donde E(A) es la
proyeccion sobre el Nuc(B(A)+), A ~ R. El conjunto
{E(A), A € R} es conocido como la resolucion de la identidad
del operador B. Sea

M = sup <Bu,u>
Ilull=1

(3.8)

m = inf <Bu,u>.
II ull=1

Es bien conocido (ver [2J cap.27) que el espectro de B es-
ta contenido en [m,M] y para A ~ M, E(A) = I.

COROLARIO 3.6. Supongamo.6 que. f r H -7 H .6a.ti.-66a.c.e. ta.6

rup6:te..6.-iJ.> del. Te.olte.ma 3.5. Se.a. A e::1R, A > M, e.n:tonc.e..6 e.t pJto-
blema
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(3.9)

tiene una. WUc.a. .6oluu6n.
Demostraci6n. Primero, observemos que A(A), se define

andLogamente a como sedef ini.SA en (2.5), cambiando B por
B(A) y E por E(A). El funcional ¢ definido en el Lema 3.1 de-
pendera ahora de A(A) y E(A) Y por el Lema 3.2 sus puntos
crlticos son las soluciones de (3.9).

Es claro que con estos cambios el Teorema 3.5 prevalece.
Puesto que A ~ M entonces E(A) = I, as! que Pi = o Y P2 = I,
entonces X = {a} y Y = H, resultando que ¢o = <p. Del Lema 3.2
y el Teorema 3.5 se sigue el Corolario 3.6. •

Nota. Suponiendo las hipotesis del Corolario 3.6 del
Lema 3.3 se sigue que el problema (B-AI)Fu = u tiene solucion
para A ~ M.

ESCOLIO 3. 7. Supongamo.6 que .se .6a.U.6 6a.c.enla..6 rup6:te-
.6..t..6 del TeoJtema. 3. 5. Supo ngamo.6 que B es un apenadon. nega.:t-i-
vo • En.:tonc.eI.>el pJtoblema. (1.1) tiene .6oluu6n. S.£ a.dema..o B

es .£nljec.tivo, la. .6oluu6n es un..£c.a..
Demostraci6n. Si B es negativo, la constante M de la

identidad (3.8) es menor 0 igual que cero. Tomemos A = 0 en
el Corolario 3.6. Del Lema 3.3 se obtiene la existencia de
una solucion del problema (1.1).

Por otro lado, si B es inyectivo, A++A- es inyectivo.
Sean u1,u2 E H soluciones del problema (1.1), del Lema 3.3

+ - + -se sigue que (A +A )F(u1) Y (A +A )F(u2) son soluciones de
la ecuacion (3.2). Del Corolario 3.6 se sigue que

~ - + -(A'+A )F(u1) = (A +A )F(u2) y de aqul se sigue que F(u1) =
F(u2) y por 10 tanto se tiene, en virtud de que u1,u2 son
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soluciones de (1.1), que u1 = u2.
Del Teorema 3.5 se desprende la existencia de una apli-

caci6n T:X ~ Y definida por T(x) como el tinico punto cr1tico
de la aplicacion ¢ , x EX, definida en (3.5).x

La aplicacion T(x) puede caracterizarse asi: y = T(x)
s1 y solo si

<'iJ¢(x+y),v> = 0 (3.10)

para todo v E Y.

LEMA 3.8. Supongamo-6 que -6e. -6a.t<:.66ae.e.n .eM rup6.te.-6.£6
de..f. Te.oJtema 3.5 IJ que. B:H ~ H es un ope.na.doJt Une.a..f., a.u.toad-
junto IJ e.omp.ee..tame.nte. co ntblUO. Ento nces .e.a. apUe.ac.i6 n T: X ~ Y,

c.a.Jta.c..te.Jtizada poJt 3.10, -6a..t.£66ae.e.:
a) Pana. c.a.da. {x } c: X tal. que. x ~ xo' exist». una. -6ub-6 uc.e -n n

~n T{xn } = {T(x )} .ta..e. que. T(xn ) ~ T(xO).
k n k

b ) T es cc n.U.nua. •

Demostracion. Que B sea completamente continuo signifi-
ca que si xn ~ Xo entonces B(xn) ~ B(xO). Tambien, A = A+-A-
es completamente continuo, ver [10J pag.59. De (3.1) se des-
prende que 'iJ¢env1a conjuntos acotados en conjuntos acotados.
De (3.10) y (3.4) aplicada a Y2 = O~ Y1 = T(x), se obtiene
que 11'iJ¢(x)IIIIT(x)11~ -<'iJ¢(x),T(x» ~ 21IT(x)112y por 10 tanto
II'iJ¢(x)11~ 211T(x) II. De esto se desprende que T envia conjun-
tos acotados en conjuntos acotados.

Supongamos que xn ~ xo' entonces {xn} es acotada y
{T(xn)} t.ambiSn , Luego existen {T(xnk)} c: {T(xn)} Y YO E Y
tales que T(xnk) ~ YO Y por 10 tanto AFA(xnk + T(xnk» ~
AFA(xO+YO)·

Para cada y E Y, <'iJ¢(xnk+T(xnk»,y> converge a
2<AFA(xO+YO) - (P1-P2)(xO+YO)'y> = <'iJ¢(xO+YO),y>.De (3.10)
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se deduce que YO = T(xO). Ahora

(3.11)

(3.12)

A (3.12) le restamos (3.11) y obtenemos, con la ayuda de
(3.1):

<AFA(xO+T(xO)) - AFA(xnk+T(xnk)), T(xnk)-T(xo»

= II T(xnk) - T(xo)112.

De la aco tac iSn de {T(xnk)} se sigue que IIT(xnk)-T(xo)11 ~ 0 y
hemos aprobado la afirmacion (a).

Puesto que toda subsucesion {T(xnk)} C {T(xn)} debilmen-
te convergente es fuertemente convergente al mismo limite
T(xO) entonces T es continua. •

Nota. Si en el Teorema 3.5 suponemos que f:H ~ R es
ademas fuertemente continuo y uniformemente diferenciable,
podemos, en el Lema 3.8,suprimir la hipotesis de que B sea
completamente continuo y el Lema 3.8 subsiste. Esto, en vir-
tud de que Vf = F es fuertemente continuo, ver [10J, pag.73.

TEOREMA 3.9. Se.a B: H -)- H un opvz.a.doJL LUte.a.£. aLdoad-
junto tj c.omple.tarne.n:te. c.orz.,U.nuo. Se.a f:H ~JR de. Ua..6e. c1 que.
.6a.;t[6 tlace. :
a) f es conve xo ,

b) pa.JLa. c.ada. a, c, d e: lR, a > 0, e.xJAte. k > 0 tal que.
I f( u ) I ~ % II ull2 + cllull + d, pa.JLa. II ull ~ k.

En-to nc.e..6 e.l pJLOble.ma. (1. 1) tie.ne. .6oluC£6 n.
Demostraci6n. Definimos G:X ~ JR as!: G(x) = ¢(x+T(x)),

don de T es la aplicacion caracterizada en (3.10) y ¢:H ~ JR
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es el funcional del Lema 3.1. De la condie ion (a) se sigue,
por el Teorema 3.5, que

G(x) ~ <P(x) (3.13)

para cada x E: X.

Sea a > 0 tal que a~A~2 < 1. Puesto que <P(x) =
2foA(x) - ~x~2, de la condie ion (b) se obtiene:

<P(x)~ (aIAI2-1)lxI2+2clx~+2d para Ixii~ k,

k depende de a,c,d. Esto implica que <P(x)+-00 si II xii
y de (3.13) obtenemos que Hf x ) + - 00 si II xii+ 00.

De la continuidad completa de B y de la validez del Le-
2 2rna 3.8, se sigue que G(x) = 2foA(x+T(x» - Ilxll + ~T(x)11 es

D.S.S.C. (Def.2.6). Puesto que G(x) +-00 si II xii+ 00, entonces
para algun R > 0 Y sobre alguna B(O,R) , G(x) alcanza un maxi-

+00 ,

mo en su interior; sea Xo ese punto de maximo. Si VG existe
entonces VG(xo) = 0 y el punta Xo + T(xO) es el punto crlti-
co de <P, aSl:

<V<p(xO+T(xO»' x+y> = <V<P(xO+T(xO»'y> + <VG(xO)'x>

= 0 + 0 = O.

Del Lema 3.2 y Lema 3.3 se obtiene que A(xO+T(xO» es
solucion del problema (1.1).

1Usando el hecho de que f es de clase C y que
<P(x+y) ~ <P(x+T(x», se puede ver que

lim G(X+~h)-G(X) = <V<p(x+T(x»,h>.
t+O

De la continuidad de <p y de T, se sigue que G es dife-
renciable segun Frechet. Para los detalles referimos al lec-
tor a [3]. ASl queda probado el Teorema 3.9.
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TEOREMA 3.10. Sea B:H -+ H tineal. covu.cnuo tj alLtoad-

junto. Sea f:H -+ R de ~e c1 tat que:

a) f U c.onvexo, nuV1.temente C.OntinLLO If wu'.6o!Urlemen-te cUne-
fLene.-i.able.

b) La c.oncUc.i6n (b) del TeOfLema 3.9.

En-tonc.u el pfLoblema (1. 2) ilene -boluc.i6n.

Demostraci6n. Es suficiente observar que can la condi-
cion (a) el Lema 3.8 subsiste. El resto del teorema sigue los
mismos pasos del Teorema 3.9.

TEOREMA 3.11. SupongamM que .se -ba:tiA nac.en lM hJ..-
p6:tuJA del TeofLe.ma 3.10, ade.mM, -bUpongamM que:

a) f U de ~e c2,

b) ~f(O) = F(O) = 0,
c) ~A(A)F'(O)A(A)lx > 1.
En-tonc.u el pfLoblema (1. 2) ilene una -boluc.i6n no nula.

Demostraci6n. En virtud de la condicion (b) se sigue
que la ecuacion (1.2) tiene a cero como solucion. Tambien,
par el Teorema 3.10, existe Xo EX tal que A(A)(xO+T(xO» es
solucion de (1.2), donde Xo es un punta de maximo de G(x) .•
Esto es:

= max G(x) = max ¢(x+T(x»
x€:X X€X

= max min ¢(x+Y).
XE:X y€Y

De esto se desprende que ¢(xO+T(xO» ~ ¢(x+T(xO»' para todo
2x e: X, Y puesto que ¢ es de clase C entonces

2<D ¢(xO+T(xO»(X)'x> ~ 0 para cada x e:X. Por otro lado:

De la condieion (c) se deduce la existencia de xl e: X tal que
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<A(A)F'(O)A(A)(x1),x1> > ~Xl~2. Luego <D2¢(O)(X1),X1> > O.
Comparando con la desigualdad <D2¢(XO+T(Xo»(X),x> ~ 0 se
obtiene que xO+T(xO) # O. De la condician (b) y de (3.10) se

. +slgue que T(O) # 0 y entonces Xo # O. Puesto que A (A)(xO)#O,
entonces A(A)(xO+T(xO» # 0, luego A(A)(xO+T(xO» es la so-
lucian no nula buscada. I

Nota. Si cambiamos la condie ian (b) par (b'): e-e. OpeJl.a.-

do~ B(A) ~ ~nqect£vo,la afirmacian del Teorema 3.11 preva-
Ieee.

§4. [1 espectro del operador de Hammerstein. Sea Z
un espacio de Banach, por S(Z) denotamos la familia de sub-
conjuntos de Z-{O} que son cerrados y simetricos respecto al
origen.

DEFINICION 4.1. El conjunto A e:S(Z) se dice que tie-
ne g~neM n, n e:lI, (denotado r(A) = n) , si n es el menor na-
tural para el cual existe una funcian continua e impar
g:A + JRn_{O}.

Si A = ¢ entonces definimos rcA) = o. Si para ningun n
existe una tal g entonces definimos rCA) = 00

Para las propiedades del genero referimos al lector a

Sea G:Z + JR una funci.Snpar. Sea a e:1R,definimos
G = {x e: Z, G(x) ~ a}. Para G continua definimos:a

i1(G) = limJ(G1)
a+O

i2(G) = lim rrc )aa+-oo
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El siguiente teorema debido a D. Clark puede verse en
[6J, Teorema 9.

TEOREMA 4.2. Sea. G:Z +lR de e.tMe C\ pM, G(O) = 0

Ij :t.al.. que .6a-U.66ac.e .ta condceuin. de Pai.a.,U-Smai.e (P-Sl: "Cada
{x } c z tal. qu.e G (x ) e6 ac.otada Ij G' (x ) + 0 tieYl.e u.na .6ub-n n n
.6u.c.e6-<-on C.OYl.vvz.genxe" • S-<- i1 (G) > i2(G) e.Yl.tOYl.c.e6paJta. c.ada. e.Yl.-
:tvz.o m :t.al.. que i1 (G) ~ m > i2(G) e.w:te u.n pM {xm,-xm} c Z ,

de. pw'!J.:0.6 eJU;tiC.O.6 de G, :t.al..e6 que G(x ) = Inf sup G(x).
m r(A);:::mx€A

TEOREMA 4.3. SupoYl.gam0.6 que.6e .6a-U.66ac.eYl. lM hip6:te-
.6~ de.l Te.o~ema 3.9. Sea N = dim X = dim(I-E)(H), dOYl.de. E e6

.ta p~oljec.u6Yl. sobne. e.l nr1e.te.o de. B+. SupoYl.gamo.6, ade.mM que
f:H + lR .6ati.66ac.e: (a) f as e6~c;tamen:te c.oYl.vexa, (b) f as
pM. Entonc.u paJta. todo n ~ N .6-<- N < 00, 6 paJta. todo n e: IN .6-<-
N = 00, e~:te sen) ~ 0 :tal. que paJta. s > sen) e.l p~oblema

u = sBF(u)
tiene 2n + 1 .601uUone6.
Ademd.6, .6-<- dim(I-E-)(H) = M, dOYl.de E- e6 la p~ljec.e-<-6Yl. .6ob~e
e.l nr1c.le.o de B- 1j.6-<-f .6ati.66ac.e (a) If (b), en:tOYl.c.e6 paJta.
m ~ M .6-<- M < 00, 6 paJta. m E: IN .6-<- M = 00, excsre s' (m ) ~ 0 :tal.
que pMa s < s'(m) e.l p~ob.tema (1.1)* tieYl.e 2m + 1.601uUOYl.e6.

Nota. Si en lugar de las hipotesis del Teorema 3.9 asu-
mimos las hip6tesis del Teorema 3.10 m~s las condiciones adi-
cionales (a) y (b) sobre f, entonces obtenemos un resultado
an~logo para el problema u = sB(A)F(u).

Demostracion. No perdemos generalidad si suponemos que
f(O) = O. La condicion (b) implica que Vf = F es impar y por
10 tanto F(O) = 0 y as! 0 es una solucion de (1.1)*.

El problema (1.1)* 10 podemos escribir as!
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u = BFs(u) (1 .1)~':~':

donde F = s F = V(s f).s
Para s > 0, el funcional sf es estrictamente convexo,

par, y sf(O) = O. Puesto que f satisface la condieion (b) del
Teorema 3.9 entonces sf tambien la satisface, de aqul que pa-
ra s > 0 el problema (l.l)~h': tiene solucion.

Siguiendo los argumentos empleados en el Teorema 3.9
vemos que las soluciones de (1.1)** provienen de los puntas
crlticos del funcional G :X +R definido por

s 2 2G (x) = 2(sf)oA(x+T (x»+IT (x l] -lxi, donde T (x ) e:: Y es els s s s
punto donde el funcional ¢s x:Y + R, definido por,
¢ (y) = 2(sf)oA(x+y)-lxI2+ly!2, alcanza su unico valor ml-s,x
nimo.

De la desigualdad II V¢ (x)!Is
Lema 3.8 y puesto que Fs(O) = 0, se
donde G (0) = O. Lo mismo que en el

s 1
de clase C . Veamos que G es par.s
es par, entonces G (x) = ¢ (x+T (s» = lnf ¢ (x+y) =s s s y~Y s
lnf ¢ (-x-y) = lnf ¢ (-x+y) = G (-x), como queriamos.y£Y s y~Y s s

Veamos que G satisface la condicion (P-S). Seas
que {G (x )} es acotado y G'(x ) + O. Un calcu-s n s n

~ 211T(x)!Iobtenida en els
sigue que T (0) = 0, des
Teorema 3.9, G es tambiens
Puesto que f es par ~- , "s

{x } c: X tal
n

10 nos muestra que

VG (x ) = 2[P1AF A(x +T (x »-x 1s n s n s n n (4.1)

donde Pi denota la proyeccion sobre X.
Debido a que G (x ) + _00 si II x IIs n n

acotada. De la continuidad completa de
+ 00 entonces {x } es, n

A, se sigue que existe
{xnk} c: {xn} tal
que VG (x ) + 0,S n

que P1AF A«xnk+T (xn » converge. Puestos s k

de (4.1) se obtiene que {xnk} converge fuer-
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temente. Queda probado que G satisface la condici6n (p-S).s
Estamos ya en condiciones de aplicar el Teorema 4.2 a -G .s

Como -Gs(x) -T + 00 si II xii -T 00, entonces i2(-Gs) = 0.

Veamos que para n < N existe s(n) tal que para s > s(n)
i1(-Gs) ~ n.

Sea X c; X un subespacio con dim Xn n
S( P ,n) = Sp n Xn, donde S = {x e: X: II xii = o}, De las condi-
ciones (a) y (b) y puesto que f(O) = 0, se desprende que

x e: S(p, n), y e: Y = P2(H). Llamemos:

= n. Llamemos

f(x+y) > 0 para

d = I n f foA(x+T (x»
(x,s)£S(p,n)XR+ s

p2d > 0, sea s1 tal que s1 > ~. Entonces Gs(x) > 0, pa-
S(P,ll), s > s1'ra x e:

+2Q) Si d = 0, en este caso {T (x)}, (x,s) e: S(p,n)xR ,no ess
acotada, ya que si 10 fuera podriamos escoger una sucesion
{x +Ts (x )} tal que foA(x +Ts (x » -T 0 Yn n n n n n
xn+Tsn(xn) xO+Yo' con !xoll = p, ya que en Xn las convergen-
cias debil y la fuerte coinciden. Como foA es fuertemente
continua, entonces ° = foA(xO+YO) > 0, que es contradicto-
ru.o ,

Tomemos
iT (x)!I2 > p ,s

+(A1,W1) £ S(p,n)xR tal que para (x , s ) e: (A1,W1),
y llamemos (A2,W2) a su complemento. Sea

Razonando como antes, vemos que d1 > O.
p2

Sea entonces s1 e: R tal que s1 > ~. Entonces para
x e: S(p,n) y s > s1' si (x ;») e: (A1,W1) se sigue

2
que Gs(x) > 0,

y si (x,s) e: (A2,W2) entonces 2sfoA(x+Ts(x» > p y por 10
+tanto Gs(x) > o. Hemos probado que existe s1 e: R , que depen-
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de de p y de n , tal que si s > sl' Gs(x) > 0 para x E S(p,n).
Es bien sabido (ver [4J) que r(s(p,n» = n, esto implica que
i1(-Gs) ~ n para s > sl'

Llamemos sen) = Inf
p>O

~ n

para s > sen).
El Teorema 4.2 garantiza la existencia de 2n puntos

crlticos de Gs' {xk'-~: k = 1,2, ... ,n}.Como vimos en el
Teorema 3.9,{±Xk+Ts(±Xk): k = 1,2, •.. .n} son los puntos crl-

+ - }ticos de ¢s y por el Lerna 3.3,{A (±~)-A Ts(±xk): k = 1,2, .. ,n
son las soluciones de (1.1)*. Puesto que A+ es inyectivo en
X, se sigue que (1.1)* tiene 2n soluciones, y ya que 0 es una

~':solucion entonces (1.1)
s > sen).

tiene 2n + 1 soluciones para

Finalmente, para s < 0 Y en virtud de que F es impar
podemos escribir (1.1)* aSl: (-s)(-B)F(-u) = -u,que tiene la
forma de la ecuacion que hemos estudiado; ahora,

-B = B y

El teorema queda probado.

§5. Apllcaciones a las ecuaciones integrales y a las
ecuaciones diferenciales parciales. Sea rGc lRn

2una region acotada. Sea K:rGxrG+ R tal que, K E L (rGxrG) Y
K(s,t) = K(t,s), entonces tenemos el siguiente teorema

'rEOREMA 5.1. Se.a. g:RxrG + lR qu.e. J.l£Lt.</.s6a.e.e.lM .6-i.gu.-i.e.n-
te..o co ncUuo nes :

lQ) g(u,x) es e.on:t-i.nu.a. e.n u IJ me.cUble. e.n x.
2Q) g(u,x) e..6 no de.cJte.ue.Yl.:te. e.n u.

3Q) pa.Jta. todo b > 0 exisre: N > o:tal qu.e.
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Ig(u,x)1 ~ a(x) + bluj

pana lui> N, donde a(x) £ L2(~) eA una nU»C{6n

EntonceA et p~bfema £K(S,t)g(u(t),t)dt = u(s)
meno~ una ~ofuci6n en L2(~).

Mja.
uene pOll. fo

Demostracion. El teorema es una consecuencia inmediata
del Teorema 3.9. Primero observemos que nuestro problema tie-
ne la forma de la ecuacion (1.1) donde B(u) = !K(s,t)u(t)dt,

~que por la supuesto sabre K(s,t) hace de B un operador lineal,
autoadjunto y completamente continuo. El operador F, definido
por F(u)(x) = g(u(x),x), es por la condicion (10) y (30) un
operador continuo de L2(~) en si mismo; ver [10J. Ademas F
es potencial, el funcional f:L2(~) ~ R tal que Vf = Festa
dado por:

u(x)
feu) = fO + fdX f g(s,x)ds,

~ 0
(5.1)

donde fo es una constante arbitraria. Un calculo nos muestra
que

ll·ITl f(u+tv)-f(u) = <F( ) >
t u ,v L2(~)·

t+O
De la continuidad de F se sigue que f es de clase e1.

La condicion (2Q) nos dice que f es convexa y la condi-
cion (3Q) implica que f satisface la condicion de crecimienta
impuesta a f en la hipotesis (b) del Teorema 3.9. De esto se
desprende la existencia de por 10 menos una solucion de nues-
tro problema.

TEOREMA 5.2. Sea ~ £ Rn una Jr.egi6nacatada: Sea
K(s,t) = K(t,s) £L2(~x~) que de6ine u» opeJr.adoJr.B:L2(~) ~
L2(m como t» ruc{mO-6 en et TeoJr.e.ma5.1. Sea g:RX~ ~ R que -6a-
w6ace:
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lQ) g(u,x) e..6 co n:ti..nLw e.nu Ij me.eUbfe. e.n x.
2Q) g(u,x) e..6 cs:tJU..c..tame.n.te.cJte.Ue.n.te. e.n u.
3Q) g(u,x) es -impa.Jt e.n u ,

4Q) Ex--wte.n hex) e: L2W), b :> 0, o ~ Ci < 1 tal-e..6 qu.e.

Ig(u,x)! ~ hex) + blulCi
•

5Q) Dim(I-E)(L2(n» = N (po~ibfcrne.~te. N = 00) donde. E ~e.p~e..6e.n-
ta fa p~olje.e.c.i6n ~ob~e. et nuc.le.o de. B+.
En.tone.u pMa redo n < N e.x--wte. sen) e:::1R+ tal- qcre. pMa
s > s Cn ) . i.a e.e.ua.u6n

u(x) = s J K(x,y)g(u(y),y)dy
n

tie.ne. po~ fa me.no~ 2n + 1 ~ofu.uonu e.n L2(n).
Demostraci6n. Es una aplicacion directa del Teorema 4.3.

La ecuacion (5.2) tiene la misma forma de la ecuacion (1.1)*

(5.2)

del Teorema 4.3, donde B esta determinado por el nucleo
K(x,y),y F por la aplicacion g(u,x). Por la condicion (lQ) y
(4Q), F:L2(n) + L2(n) es continuo y potencial, F = Vf donde f
es el funcional definido en (5.1). La condicion (2Q) implica
que f es estrictamente convexa y la condicion (3Q) implica que
f es par. Para encontrarnos completamente en las condiciones
del Teorema 4.3 solo resta ver que f satisface la condicion
(b) del Teorema 3.9.

2 1Como n es acotado, entonces L (n) c L (n). Esto impli-
ca que L2(n) c LS(n) para 1 ~ S ~ 2 Y se tiene que

2-S
IluIILS(n)~ Inl2S IluIIL2(n) , (5.3)

donde Inl significa la medida de n.
De la condicion (4Q), de (5.3) y de la desigual-

dad de Cauchy-Schwartz se tiene que
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If(u)1 ~ Jlulg(8u(x),x)dx
st

o .:::; 8( x ) ~ 1

~ Jlu(x)! h(x)+blu(x)la+1
st 1-a

.:::; II hll II ull+b I st 1
2a+2

11 ulla+1 (5.4)

Puesto que l+a < 2, de (5.4) se sigue que f satisface la
condicion (b) del Teorerna 3.9 y el teorerna queda probado.

TEOREMA 5.3. Sea st ERn una. Jte.gJ.611aeatada.. Se.a
g=Rxst+ R que. ~~nac.e. ~ c.OI1dJ.ciOI1~ (lQ), (2Q), (3Q) Y (4Q)

1del Te.oJte.ma 5.2. Supol1gamo~ ade.m6..6 (5Q) que. paJta c.ada u EHo (st)

~e. tJ.e.n.e. {~~. (u(x),x)} c L2(st), p~ta i = 1,2, ...,n, y que.
dg l +at (~,x) cs ac.otada. En.tol1c.~ paJta todo n E IN excst:e. A (ri) ER

tal que. paJta A ~ A(n) et pJtoble.ma

-6u = Ag(U,X) en st

u = 0 en dst ( 5.5)

tJ.e.I1e.2n+1 ~Ofuciol1~ de.bil~.

~ara las definiciones y propiedades del espacio de Sobo-
lev H~(st) referirnos al lector a [1]. Por 6 denotarnos el ope-

n d2
rador diferencial L ---2. Con dst denotarnos la frontera de st,

i=1dXi
y por u E H~(st) es soluci6n d~bil de (5.5) entendernos que para

1todo v E HO(st) se satisface

J<Vu,Vv> = AJg(U,X)ov.
st st

(5.6)

nEl slrnbolo < , > denota el producto interno en R ).
Demostpaci8n. Es bien conocido que

<u,v> = !<Vu,Vv>dx
st

(5.7)
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define en H~(~) un producto interno; ver [9]. El producto in-
2terno en L2(~) 10 notaremos por < , >0. Para cada u E L (~)

el funcional <u, >O:H~(~) ~ R es lineal continuo y acotado.
Por el Teorema de Representacion de Riesz, existe un unico
B(u) E H;(~) tal que

<u,v>O = <B(u),v>l (5.8)
1para todo v E HO(~)'

Sea B:L2(~) ~ H;(~) donde B(u) es el elemento que satis-
face (5.8). Se desprende que B es lineal, autoadjunto, conti-
nuo, inyectivo y no negativo.

Puesto que ~ c Rn es acotada entonces la inclusion
i:H;(~) ~ L2(~) es completamente continua (Lema de Rellich),
ver [9]. Sea ~:H~(~) ~ H;(~) definido por B = Boi. De las hi-
potesis (lQ) y (4Q) se sigue que F(u)(x) = g(u(x),x) es conti-
nua y acotada y por 10 tanto F = Foi tambien 10 es. De la hi-

1 1potesis (5Q) se sigue que F(HO(~)) c HO(~)'
De (5.6), (5.7) y (5.8) se sigue que u E H;(~) es una

solucion debil de (5.5) si y solo si

u = ABF(u). (5.9)

2 - 1Sea f:L (~) ~ R co~o s: definio en (5.1). Sea f:HO(~) ~ R,
f = foi, entonces Vf = F. De las hipotesis (2Q) y (3Q) se si-
gue que f es par y estrictamente convexa. Para aplicar nues--tro Teorema 4.3 solo nos resta probar que f satisface la con-
dicion (b) del Teorema 3.9. Para ello, hacemos uso de la desi-
gualdad de Poincare: existe c > 0 tal que

(5.10)

Par a su demostr-acicn ver [9].
De (5.4) y (5.10) se tiene que
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1-0.

If(u)1 ~ cih~O~u~1 + bca+1InI2a+2 ~u~~+1 .

-Entonces f satisface la condicion (b) del Teorema 3.9.
Finalmente, puesto que B = B+ y es inyectivo, entonces

-+E, la proyeccion sobre el nucleo de B , es cero; asl que
(I-E)(H~(n» = H~(n) y dim H;(n) = 00, y el Teorema 5.3 se si-
gue inmediatamente del Teorema 4.3. •

La desigualdad (5.10), valida para regiones acotadas, 10
es tambien para cierta clase de regiones no acotadas. Por ejem-
plo n = [a,bJxR c~2. Estas regiones se llaman ~~g~on~ d~
V~chlet. Como una aplicacion del Corolario 3.6 tenemos el
teorema siguiente. Sea n una region de Dirichlet y sea

2 222 1S = Inf{c E:: 1R: ilullo-'S; c ~uI11' u E:: HoW)}.
cfR

2 -De (5.8) se sigue que <B(u),u>1 < c111u111.Puesto que B es au-
toadjunto lineal y no negativo, entonces su espectro esta con-
tenido en [0,c1]. Por 10 tanto tenemos

TEOREMA 5.4. S~a n c Rn una /t~gi6n de. ViJtic.hl..~t.S~a

g:Rxn ~ 11\ qu~ ~a:ti6nac.e:
1Q) g(u,x) ~ c.ontinua ~n u y medibt~ ~n x.
LQ) g(u,x) ~ ~ec.i~nt~ en u.
3Q) Ewte h( x) e: L2(n) Y b ~ a :tatu que

Ig(u,x) I .s hex) + blul·

4Q) g(u,x) .6a-t<A6ac.~fa c.ondic.i6n(5Q) det Teo/tema. 5.3.

Entonc.u paJLa. A > c1 et p/tobtema.

-6(U+Ag(U,X» = g(u,x) ~ n
u = a en an (5.11)

:tien~ po~ to meno.6 una .6otuc.i6nd~bit.
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Demostracion. En la misma forma como 10 hicimos en el
Teorema 5.3, podemos ver que el problema (5.11) es equivalen-
te al problema

u = BO.)F( u) (5.12)

donde Bo..) = B-\I , B Y F como se definieron en el Teorema 5.3.
Es facil ver que se satisfacen las hipotesis del Corolario
3.6. De este y el Lema 3.3 se sigue, entonces, que para A > C1
el problema (5.12) y, equivalentemente, el problema (5.11)
tiene una solucion debil.

TEOREMA 5.5. Supon.gamo~ que. s e ~a;t.{A 6a.c.e.n.lLu h-ip6-
:t~JA del Te.oJtema. 5.4. En.:ton.c.~ pa.Jta. A < 0 el pJtob.R.e.ma.(5. 5)

Ue.n.e. un.a. WUc.a. ~o.R.uu6n. d~bil.
Demostracion. Como vimos en el Teorema 5.3 el problema

(5.5) es equivalente al problema (5.9). Puesto que B es posi-
tivo entonces para A < 0, AB es negativo inyectivo. Del esco-
lio 3.7 se sigue directamente el Teorema 5.5.

~':
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