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OPERADORES INTEGRALES DE HAMMERSTEIN.

SU ESPECTRO Y APLICACIONES

por

Mario ZULUAGA URIBE

RESUMEN. En este articulo se estudia la exis-
tencia de soluciones de la ecuacién u = BF(u)-AF(u)
donde B es un operador lineal continuo y autoadjun-
to, F un operador no lineal y potencial. Cuando
A = 0 estudiamos el interesante caso de B no comple-
tamente continuo. También se estudia la ecuacidn
u = sBF(u), s «R. Estos resultados nos dan res-
puestas sobre la existencia de soluciones de pro-
blemas elipticos

-Au = Ag(x,u) en Q
u =0 en 9N

donde 2 =R" es una regién acotada. Las técnicas em-
pleadas son variacionales: técnicas de reduccidn de-
sarrolladas en [8] y teoria de puntos criticos de
Liusternik-Schnirelman en la versién dada en [6].

ABSTRACT. In this paper we study the exis-
tence of solutions to the equation u = BF(u)-AF(u)
where B is a selfadjoint continuous linear operator,
and F is a potential nonlinear operator. The inter-
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esting case when B is not completely continuous is
considered for A = 0. We also study the existence of
multiple solutions to the equation u = sBF(u), s €R.
These results are applied to the elliptic problem

-Au
u = 0 on 02

Ag(x,u) in Q

where ! is a bounded region in R. To study the ab-
stract problem, we use variational methods. Specif-
ically, we use reduction thechniques as developed

in [8] and the Liusternik-Schnirelman critical point
theory as in [6].

§1. Introduccidén. Consideremos la ecuacidn

BF(u) = u (1.1)

cuando B:H + H es un operador lineal continuo y autoadjunto
definido sobre H, que serd un espacio de Hilbert real,y el
operador F:H - H es no lineal, continuo y potencial, ésto es,
existe f:H >~ R tal que F = Vf.

La ecuacidn (1.1) ha sido ampliamente estudiada desde
el punto de vista de diferentes técnicas no lineales como teo-
ria de grado, teoria de puntos fijos, teoria de operadores
maximales mondtonos, métodos variacionales, etc. Ver por ejem-
plo (7] v [10]. En este articulo estudiaremos (1.1) desde el
punto de vista variacional.

Cuando B es un operador cuasi positivo o cuasi negativo
la ecuacidén ha sido estudiada en [11]. Cuando B tiene espec-
tro positivo y negativo en nlimero infinito y B es completamen-
te continuo, ha sido estudiada en [3]. Aqui estudiaremos una

forma mds general de la ecuacidén (1.1), a saber:
BF(u) = u + AF(u) (1.2)
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con AeR. Para el caso A = 0 y B completamente continuo ob-
tenemos el Teorema 3.9 que ofrece condiciones sobre f, dife-
rentes a las dadas en el Teorema 3.2 de [3], para garantizar
la existencia de la solucién. Para A €R cualquiera, obte-
nemos el Teorema 3.10, en el cual se levanta la restriccidn
de que B sea completamente continuo. En el Teorema 3.11 es-
tudiamos la existencia de soluciones no nulas del problema
€1123%

Con el uso del Teorema 3.9 y la teoria de puntos criti-
cos de Liusternik-Schnirelman, en la versién dada por D.

Clark en [6], estudiamos el problema
u = sB(A)F(u) (1.3)

donde B(A) = B=-AI, A € R, s €R, y obtenemos el Teorema 4.3
sobre existencia de soluciones miltiples del problema (1.3).
Finalmente en los Teoremas 5.1 a 5.5 damos algunas apli-
caciones a las ecuaciones integrales de Hammerstein y a las
ecuaciones diferenciales parciales elipticas.
El método que empleamos aqui ha sido desarrollado por
A. Lazer y otros en [8], A.Castro y A.Lazer en [5] y A. Cas-
tro en [3].
En este trabajo, f:H - R serd siempre de clase Cl,
F =Vf y B serd lineal, continuo y autoadjunto; otras propie-

dades de B serdn sefialadas explicitamente en cada caso.

§2. Definiciones preliminares.

DEFINICION 2.1l. Un operador B:H = H, lineal, se di-
ce positivo si <Bu,u> 2 0 para todo u €H, donde < , > deno-
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ta el producto interno en H. Cambiando > por < se define B co-

mo negativo.

DEFINICION 2.2. Un operador N:H + H, continuo, no ne-
cesariamente lineal, se dice completamente continuo si para

cada E = H, acotado, N(E) es compacto.

DEFINICION 2.3. Un operador N:H > H se dice fuertemen-
Ze continuo si para toda {xn} c H tal que {xn} converge débil-

mente a X, € H (xn - xo) entonces N(xn) -> N(xo).

Recordemos que X =~ X significa que para todo v « H,

<X _=X.,v> > 0.
n “0?

OBSERVACION. Un operador fuertemente continuo es com-
pletamente continuo, mas no reciprocamente, véase [11] ,p.14. En
el caso de que N sea lineal, ambas definiciones coinciden.

Si en la Definicidn 2.3 en lugar de N(xn) - N(xo) deci-
mos que N(Xn) - N(xo) entonces se dice que N es déb.ifmente
continuo. En el caso en que N sea un funcional, esto es,

N:H - R, continuidad fuerte y débil son conceptos equivalen-
tes en virtud de que en R las topologias fuerte y débil coin-

ciden.

DEFINICION 2.4. Un operador N:H - H se dice diferen-
ciable en x « H, si existe un operador lineal continuo

N'(x):H > H tal que
N(x+h) - N(x) = N'(x)(h) + a(x,h)

para todo h € H, y

1im "a(x,h)ﬂ -0

Inf>o [nl
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Si N'(x) es continuo, con respecto a x, para todo x €H
decimos que N es de clase C1 en H y escribimos N € C1.

Si dado € > 0 existe § > 0 tal que |h| < &, h =H, im-
plica que |a(x,h)| < e|h| cualquiera que sea x €H, decimos

que N es undiformemente diferenciable.

DEFINICION 2.5. Un elemento x € H se dice un punto
cultico de N:H -+ H si N'(x) = 0. Si N:H > R, por el teorema

de representacién de Riez:
N'(x)(y) = <VN(x),y>

para cada y €H, donde VN(x) €H es fijo.

RAIZ CUADRADA PRINCIPAL DE OPERADORES AUTOAD-
JUNTOS. Sea B:H -+ H lineal, continuo y autoadjunto. El ope-
rador B2 es positivo y autoadjunto. Es bien conocido que B2
tiene una raiz cuadrada positiva y autoadjunta que la notamos

VB2, Definimos dos operadores Bt y B- de H > H asi:

+ _ ¢§§\+ B
2
- _AZ-8

B :______2 (2.2)

B (2.1)

5 oCgsre + - &
Es fdcil verificar que B y B son operadores lineales auto-

adjuntos y positivos que satisfacen:
B" 8" =8B =0 (2.3)

B=B -B. (2.4)

A=A -A (2.5)
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lo llamamos la 4rafz cuadrada principal de B.

LEMA 2.1. Sea E:H + H £a proyeccidn sobre el ndcleo
de B". Sea py = I-E . Entonces se cumplen Las siguientes
Lgualdades :

A"p1 = plA- = 0, (2.6)

+ 4 0 = #
A'p, =p,A = A (2.7)

Demostracidén. El operador E, pertenece a la resolucidn
de la identidad del operador B. Por hechos bien conocidos en
la teoria espectral para operadores autoadjuntos, se sabe que
INF p, conmutan. (Ver [2] cap.27).

De (2.3) se deduce que EB~ = B, luego plB_ =0y de
aqui se obtiene (2.6). También, BYE = 0 y de esto obtenemos

que B+p1 = . Luego (2.7) es cierto.

DEFINICION 2.6. Un funcional f:H > R se dice débil-
mente Ainferiormente semicontinuo (D.I.S.C.) si para cada
{Xn} < H tal que x_ - X, entonces f(xo) < llmf(xn). Si
limf(x ) < f(x,) diremos que f es déb.ilmente superionmente
semicontinuo (D.S.S.C.).

§3. Existencia de soluciones. Si B:H > H es lineal,con-

tinuo y audoadjunto tenemos, con la misma notacién de la sec-

. s
c10n anterior:

LEMA 3.1. Sea ¢:H + R deginide por
¢(u) = 2f(Au) - ﬁplu"2 + "pQu"2. Entonces
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Vé(u) = 2[AFA(u) - (p;=p,)(u)] (3.1)

donde p, = I-p,;, f:H >R, F(u) = VE(u) y A es La rnalz cua-
drada princeipal de B.

Demostracién. Es suficiente observar que por el carac-
ter autoadjunto de A se tiene que V(foA)(u) = AFA(u). Para
los detalles referimos a [11] pég.81.

LEMA 3.2. Un elemento u € H es un punto critico de ¢
84 Yy A6R0 54 u es solucidn de La ecuacidn
AFA(u) = (pl—p2)(u)- (3.2)
Demostracién. Es una consecuencia inmediata del Lema

3.1 y la definicidn de punto critico.

LEMA 3.3. La ecuacidn (3.2) tiene solucidn 44 y 56Lo 84
La ecuacion (1.1) tiene sofucifn.

Demostracibn. Sea u solucidn de (3.2), multiplicando a
ambos lados de la igualdad por A++A- y haciendo uso de (2.5),
(2.6) y (2.7) obtenemos que Au es solucidén de (1.1). Recipro-
camente, sea u solucidn de (1.1). Como B'B™ = 0 entonces

AtA™ = 0. De (2.4) y (2.5) se tiene:
AF(u) = AF(BE(u)) = AFA(A'F(u) + ATF(u)).
Por otro lado, de (2.6) y (2.7) se obtiene que
AF(w) = A'F(u) - ATF(u) = (p;-p,)(A'F(u) + ATF(u)).

De las dos igualdades anteriores se obtiene que A+F(u)+A_F(u)

es solucién de (3.2). H®
Sean X, Y dos subespacios de H definidos por:
X = p,(H), Y = p,(H) (3.3)
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donde p, = I-p, = E. Es claro que X y Y son ortogonales y que

1
H=X8&Y.

LEMA 3.4. Sea f:H -~ R de clase ¢l sobne H tal que f
es convexo (f(oau+Bv) < af(u) + Bf(u) si 4B =1, & >0, B > 0).
Entonces para ¢ definida en ef Lema 3.1 e satisgace:

<V¢(X+y1) - V¢(X+Y2)a Yl‘y2> > 2l|Y1"Y2”2’ (3.4)

para cada x e X, ¥y, €Y.
Demostracidn. Puesto que f es convexo entonces Vf = F

es mondtono (<Fu1—Fu2, ul—u2> > 0); ver [12] pdg.99. De la

igualdad (3.1) se sigue el lema. @&
Para cada x € X definimos ¢X:Y > R asi:
¢ (y) = o(x+y) 15459
donde el funcional ¢ es el que se definid en el Lema 3.1.

TEOREMA 3.5. Supongamos que f:H + R satisface Las hi-
ptesis del Lema 3.4. Para cada x <H el funcional 9 :Y - R tiene
wr ndeco punto critico, que corresponde a un punto de mindmo.

Demostracidn. Es claro que ¢ y ¢X son de clase Cl. La
unicidad del punto critico es una consecuencia de (3.4), ob-

servando que <V¢x(y),z> = <V¢(x+y),z>, para cada z € Y.

La desigualdad (3.4) asegura que V¢X es extrictamente
mondtono, entonces ¢X es estrictamente convexo, esto a su

turno es equivalente a
¢X(y)—¢x(yo) > <V¢X(y0), o, g (3.6)
para cada y,y, €Y (véase [12] pég.98). La desigualdad (3.6)
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implica que ¢x es D.I.S.C. (Def.2.6). Véase [11] pag.74.
Sea Yo Y fijo. De la desigualdad (3.4) y la desigual-
dad de Cauchy-Schwartz, se tiene que

4
¢ (y)-0,(y,) = é <Vo_(y,tt(y-y,)), y-y,>dt
(3.7)

2
2 ly-yol® - 190, y-v,l -

De la desigualdad (3.7) se deduce la existencia de R > 0 tal

que para todo y = Y, Iyl = Rr, ¢X(y) > ¢x(y0).

Puesto que ¢X es D.I.S.C., sobre conjuntos cerrados y
acotados ¢x alcanza valores de minimo (ver [11] pdg.78). Del
hecho de que ¢X(y) > ¢x(yo) cuando |y|] = R, para algtn R > 0,

se obtiene que ¢X tiene un punto de minimo en el interior de

B(0,R), luego ¢x tiene un punto critico. &

Todo lo que hemos hecho hasta ahora permanece valido
si cambiamos B por B(A) = B-AI y E por E(A), donde E(A) es la
proyeccidén sobre el Nuc(B(X)+), A € R. El1 conjunto
{E(A), A € R} es conocido como la resolucidén de la identidad

del operador B. Sea

M = sup <Bu,u> (3.8)
lul =1

m = inf <Bu,u>.
lul=1

Es bien conocido (ver [2] cap.27) que el espectro de B es-

ta contenido en [m,M] y para A > M, E(A) = I.

COROLARIO 3.6. Supongamos que £:H - H satisgace Las
hipbtesis del Teorema 3.5. Sea A =R, A > M, entonces el pro-
bLema
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A())oFoA(A)(u) = (pl-p2)u (3.9)

tiene una anica solucibn.

Demostracidén. Primero, observemos que A(A), se define
andlogamente a como sedefinié A en (2.5), cambiando B por
B(A) v E por E(A). E1 funcional ¢ definido en el Lema 3.1 de-
penderd ahora de A(X) y E(A) y por el Lema 3.2 sus puntos

criticos son las soluciones de (3.9).

Es claro que con estos cambios el Teorema 3.5 prevalece.
Puesto que A > M entonces E(A) = I, asi que Py =0yp, =1,
entonces X = {0} y Y = H, resultando que ¢o = ¢. Del Lema 3.2

y el Teorema 3.5 se sigue el Corolario 3.6. ®

Nota. Suponiendo las hipbtesis del Corolario 3.6 del
Lema 3.3 se sigue que el problema (B-AI)Fu = u tiene solucidn

para A > M.

ESCOLIO 3.7. Supongamos que se satisfacen Las hipdte-
845 del Teorema 3.5. Supongamos que B es un operador negatsi-
vo. Entonces el problema (1.1) tiene sofucifn. SiL ademds B
es Linyectivo, La soluciln es dnica.

Demostracién. Si B es negativo, la constante M de la
identidad (3.8) es menor o igual que cero. Tomemos A = 0 en
el Corolario 3.6. Del Lema 3.3 se obtiene la existencia de

una solucidn del problema (1.1).

" . . i . .
Por otro lado, si B es inyectivo, A +A es inyectivo.

Sean U, ,u € H soluciones del problema (1.1), del Lema 3.3

2
se sigue que (A++A-)P(u1) y (A++A_)F(u2) son soluciones de
la ecuacidn (3.2). Del Corolario 3.6 se sigue que

(A"+A_)F(u1) = (A++A_)F(u2) y de aqui se sigue que F(u,) =

F(uz) y por lo tanto se tiene, en virtud de que u, ,u, son

82



soluciones de (1.1), que u; = u,.

Del Teorema 3.5 se desprende la existencia de una apli-
cacién T:X * Y definida por T(x) como el Gnico punto critico
de la aplicacidn b x €X, definida en (3.5).

La aplicacién T(x) puede caracterizarse asi: y = T(x)
si y sblo si

<Vop(x+y),v> = 0 (3.10)

para todo v €Y.

LEMA 3.8. Supongamos que se satisgacen Las hipbtesis
del Teorema 3.5 y que B:H » H es un operadon Lineal, autoad-
fjunto y completamente continuo. Entonces La aplicacibn T:X > Y,
caracterizada porn 3.10, satisgace:

a) Para cada {x } =X tal que x ~ x;, existe una subsuce-
s0n T{xnk} = {T(x )} tal que T(xnk) > T(x,).
b) T es continua.
Demostracidn. Que B sea completamente continuo signifi-

ca que si x > x, entonces B(xn) c B(XO)' También, A = AFopgT

es completamenteocontinuo, ver [10] pdg.59. De (3.1) se des-
prende que V¢ envia conjuntos acotados en conjuntos acotados.
De (3.10) y (3.4) aplicada a Yo T 0, y, = T(x), se obtiene
que [|[Vo()|[T(x)] > -<Vd(x), T(x)> > 2||T(x)l|2 y por lo tanto
[Vo(x)| > 2| T(x)]. De esto se desprende que T envia conjun-
tos acotados en conjuntos acotados.

Supongamos que xn -+ X5 entonces {xn} es acotada y
{T(Xn)} también. Luego existen {T(xnk)} C:{T(xn)} yy, €Y
tales que T(xnk) * ¥, ¥ por lo tanto AFA(xnk + T(xnk)) *

AFA(x,ty,) -
Para cada y €Y, <V¢(xnk+T(xnk)),y> converge a

2<AFA(xO+yO) - (pl-p2)(x0+y0),y> = <V¢(x0+yo),y>. De (3.10)
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se deduce que y, = T(xo). Ahora
<V¢(xnk+T(xnk), T(xnk)—T(xO)> = 0 (3.11)
<V¢(xO+T(xO)), T(xnk)—T(xO)> =0, (3.12)

A (3.12) le restamos (3.11) y obtenemos, con la ayuda de
(Ba1)s
- - >
<AFA(x +T(x,)) - AFA(xp +T(xp)), T(xny )-T(x)
2

= ”T(xnk) - T(xo)ﬂ .
De la acotacién de {T(xnk)} se sigue que "T(xnk)—T(XO)” >0y
hemos aprobado la afirmacidn (a).

Puesto que toda subsucesidn {T(xnk)} C:{T(Xn)} débilmen-

te convergente es fuertemente convergente al mismo limite

T(XO) entonces T es continua. @&

Nota. Si en el Teorema 3.5 suponemos que f:H >R es
ademés fuertemente continuo y uniformemente diferenciable,
podemos, en el Lema 3.8,suprimir la hipdtesis de que B sea
completamente continuo y el Lema 3.8 subsiste. Esto, en vir-

tud de que Vf = F es fuertemente continuo, ver [10], padg.73.

TEOREMA 3.9. Sea B:H -~ H un operador Lineal autoad-
junto y completamente continuo. Sea £:H + R de clase ct que
5W5aee:

a) £ es convexo,
b) para cada o,c,d €R, o > 0, existe k > 0 fal que
lew | < % Jul® + Jul +a, para Ju] > x.
Entonces el problema (1.1) tiene so0lucibn.
Demostracidén. Definimos G:X + R asi: G(x) = ¢(x+T(x)),

donde T es la aplicacién caracterizada en (3.10) y ¢:H » R
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es el funcional del Lema 3.1. De la condicién (a) se sigue,

por el Teorema 3.5, que

G(x) € ¢(x) ‘ (3.13)

para cada x € X.
Sea a > 0 tal que auAﬂz < 1. Puesto que ¢(x) =

2foA(x) - Hx"Q, de la condicién (b) se obtiene:
d(x) < (GIAIQ-l)Ixﬂ2+20|xﬂ+2d para |x| > k,

k depende de o,c,d. Esto implica que ¢(x) > - si “xu > oo,
y de (3.13) obtenemos que H(x) +-= si [x]| > =.

De la continuidad completa de B y de la validez del Le-
ma 3.8, se sigue que G(x) = 2foA(x+T(x)) - "x"2 + ﬂT(x)ﬂ2 es
D.S.S.C. (Def.2.6). Puesto que G(x) »- si |x]| + <, entonces
para algin R > 0 y sobre alguna B(0,R) , G(x) alcanza un mixi-

mo en su interior; sea X, ese punto de mdximo. Si VG existe

0
entonces VG(xO) = 0 y el punto x, + T(xo) es el punto criti-

co de ¢, asi:

<V¢(x0+T(xo)), X+y>

Vo(x+T(x4)),y> + <V6(x,),x>

0+ 0 =0.
Del Lema 3.2 y Lema 3.3 se obtiene que A(xO+T(xO)) es
solucidén del problema (1.1).

Usando el hecho de que f es de clase C1 y que

d(x+y) > ¢(x+T(x)), se puede ver que

Lim G(x+¥h)—G(x)

>0

= <Vp(x+T(x)),h>.

De la continuidad de ¢ y de T, se sigue que G es dife-
renciable seglin Fréchet. Para los detalles referimos al lec-

tor a [3]. Asi queda probado el Teorema 3.9.
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TEOREMA 3.10. Sea B:H » H Lineal continuo y autoad-
fjunto. Sea f:H » R de clase ! tae que:
a) £ es convexo, fuertemente continuo y uniformemente dife-

rnenciable.

b) La condicidn (b) del Teorema 3.9.
Entonces el problema (1.2) tiene solucidn.

Demostracidn. Es suficiente observar que con la condi-
cidén (a) el Lema 3.8 subsiste. E1l resto del teorema sigue los

mismos pasos del Teorema 3.9.

TEOREMA 3.11, Supongamos que se satisfacen Las hi-
pétesis del Teorema 3.10, ademds, supongamos que:
a) f es de clase c2,
b) V£(0) = F(0) = 0,
) [aOOET(0AM)],, > 1.
Entonces el probLema (1.2) £iene una so0lucidn no nula.

Demostracidén. En virtud de la condicidn (b) se sigue
que la ecuacidn (1.2) tiene a cero como solucién. También,
por el Teorema 3.10, existe X, €X tal que A(k)(xo+T(xo)) es
solucién de (1.2), donde X, es un punto de midximo de G(x).

Esto es:

¢(xO+T(xO)) = G(xy) = max G(x) = max O(x+T(x))

x€eX x€eX
= max min ¢(x+y).
x€X yeY

De €sto se desprende que ¢(x +T(xo)) > ¢(x+T(xO)), para todo

0
X €X, y puesto que ¢ es de clase C° entonces

<D2¢(x +T(x,.))(x),x> £ 0 para cada x €X. Por otro lado:
0 0

2a0%(0)(x) x> = <AQVE (0)AN) () x> -]x]°.

De la condicidn (c) se deduce la existencia de X, € X tal que
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<AODET (AN (x,) x> > [x,]1%. Luego <0?9(0)(x)),%,> > 0.
Comparando con la desigualdad <D2¢(xO+T(xO))(x),x> £ 0 se
obtiene que xO+T(x0) # 0. De la condicién (b) y de (3.10) se
sigue que T(0) # 0 y entonces X, # 0. Puesto que A+(X)(xo)¢0,
entonces A(X)(XO+T(xO)) # 0, luego A(X)(XO+T(XO)) es la so-

lucidn no nula buscada. &

Nota. Si cambiamos la condicidn (b) por (b'): el opera-
don B()) es Anyectivo, la afirmacidn del Teorema 3.11 preva-

lece.

54. E1 espectro del operador de Hammerstein. Sea Z

un espacio de Banach, por S(Z) denotamos la familia de sub-
conjuntos de Z-{0} que son cerrados y simétricos respecto al

origen.

DEFINICION 4.1. El conjunto A S(Z) se dice que tie-
ne género n, n €N, (denotado I'(A) = n), si n es el menor na-
tural para el cual existe una funcidn continua e impar

g:A > R-{0}.

Si A = ¢ entonces definimos T'(A) = 0. Si para ningQn n
existe una tal g entonces definimos [(A) = =,

Para las propiedades del género referimos al lector a
[u].

Sea G:Z + R una funcidn par. Sea a €R, definimos

Ga = {x €7, G(x) € a}. Para G continua definimos:

i,(G) = 1lim I'(G,)
1 a0 1
i2(G) = lim F(Ga)

a>-o
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El siguiente teorema debido a D. Clark puede verse en

[6], Teorema 9.

TEOREMA 4.2. Sea G:Z » R de cfase CY, par, G(0) = 0
y tal que satisface La condicibn de Palais-Smale (P-S): "Cada
{x } =7 tal que G(x_) es acotada y G'(x ) > 0 tiene una sub-
Aucesidn convengente'. SL il(G) > iz(G) entonces para cada en-
Zeno m tal que i,(G) 2> m > i (G) exdiste un par {xm,—xm} <D .

de puntos cniticos de G, tales que G(x_) = Inf sup G(x).
T T(a)mX€

TEOREMA 4.3. Supongamos que se satisfacen Las hipdte-
548 del Teorema 3.9. Sea N = dim X = dim(I-E)(H), donde E es
La proyeccibn scbre el ndcleo de BY. Supongamos, ademds que
fiH > R satisface: (a) f es estrictamente convexa, (b) f es
par. Entonces para todo n < N 44 N < o, § para fodo n €N 34
N = o, existe s(n) > 0 tal que para s > s(n) el problema

u = sBF(u) (1.1)*

Ziene 2n + 1 soluciones.
Ademds, 54 dim(I-E")(H) = M, donde E~ es La proyeceiln sobnre
el ndeleo de B™ y 84 £ satisface (a) y (b), entonces para
m< MALM<®, §puamelN s4 M ==, existe s'(m) € 0 tak
que para s < s'(m) el problema (1.1)* tiene 2m + 1 so0fuciones.

Nota. Si en lugar de las hipdtesis del Teorema 3.9 asu-
mimos las hipdtesis del Teorema 3.10 m&s las condiciones adi-
cionales (a) y (b) sobre f, entonces obtenemos un resultado
andlogo para el problema u = sB(A)F(u).

Demostracidn. No perdemos generalidad si suponemos que
£f(0) = 0. La condicidn (b) implica que Vf = F es impar y por

lo tanto F(0) = 0 y asi 0 es una solucién de (1.1)*.

El problema (1.1)% 1o podemos escribir asi
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u = BF_(u) C2.A)""

donde Fo T 85 3 V(s f).

Para s > 0, el funcional sf es estrictamente convexo,
par, y sf(0) = 0. Puesto que f satisface la condicién (b) del
Teorema 3.9 entonces sf también la satisface, de aqui que pa-
ra s > 0 el problema (1.1)** tiene solucién.

Siguiendo los argumentos empleados en el Teorema 3.9

s o
ww

vemos que las soluciones de (1.1)"" provienen de los puntos
criticos del funcional GS:X + R definido por
Gs(x) = 2(sf)OA(x+TS(x))+|TS(x)I2-lx|2, donde Ts(x) €Y es el
punto donde el funcional ¢g x:Y *+ R, definido por
¢s,x(y) = 2(sf)oA(x+y)—[x|2+|y|2, alcanza su flinico valor mi-
nimo.

De la desigualdad "V¢s(x)" > 2"Ts(x)“ obtenida en el
Lema 3.8 y puesto que FS(O) = 0, se sigue que TS(O) = 0, de
donde GS(O) = 0. Lo mismo que en el Teorema 3.9, GS es también
de clase Cl. Veamos que GS es par. Puesto que f es par, ¢

S

es par, entonces G (x) = ¢ (x+T (s)) = Inf ¢ (x+y) =
s s s cy 'S
Inf ¢ (-x-y) = Inf ¢ (-x+ty) = G _(-x), Como queriamos.
ye¥ o2 wr S é
Veamos que GS satisface la condicién (P-S). Sea

' = -
{xn} < X tal que {Gs(xn)} es acotado y G!(x_ ) * 0. Un cdlcu

lo nos muestra que
Ve (x ) = 2[p AF_A(x_+T_(x ))-x ] (4.1)

donde Py denota la proyeccidn sobre X.

Debido a que Gs(xn) + -o gi "Xn" + o, entonces {xn} es
acotada. De la continuidad completa de A, se sigue que existe

{xnk} < {xn} tal que PiAFsA((xnk+Ts(xnk)) converge. Puesto

que VGS(xn) + 0, de (4.1) se obtiene que {xnk} converge fuer-

89



temente. Queda probado que GS satisface la condicién (P-S).
Estamos ya en condiciones de aplicar el Teorema 4.2 a —GS

Como —Gs(x) > + o gi |x] + «, entonces i2(—GS) =
Veamos que para n < N existe s(n) tal que para s > s(n)
il(—GS) Sin

Sea Xn<: X un subespacio con dim Xn = n. Llamemos
S(p,n) = SprXn, donde S = {x = X: "x" = p}. De las condi-
ciones (a) y (b) y puesto que £f(0) = 0, se desprende que

f(x+y) > 0 para x €« S(p, n), ye¥Y = P2(H). Llamemos:

d = I.naf +foA(x+TS(x))
(x,s8)€S(p,n)XR

2

DJI'D

12) si d > 0, sea s, tal que s; > . Entonces Gs(x) > 0, pa-

1
ra x € S(p,u), s > 4>
22) Si d = 0, en este caso {TS(X)}, (x,8) € S(p,n)XR+,no es
acotada, ya que si lo fuera podriamos escoger una sucesidn
{x +Ts_(x )} tal que foA(x +Tg (x))) >0 y
xn+TSn(xn)-A xo+yo, con Ixo" = p, ya que en Xn las convergen-
cias débil y la fuerte coinciden. Como foA es fuertemente
continua, entonces 0 = foA(x0+yO) >0, que es contradicto-
rio.

Tomemos (A Wl) c S(p,n)XR+ tal que para (x,s) (Al,wl),

ﬂT (x)” > p, ¥ llamemos (A,,W,) a su complemento. Sea

d; = I nef

1 (X,S)€(A2,W2)fOA(XO+TS(X))

Razonando como antes, vemos que d1 > 0.
2
Sea entonces s, € R tal que S4 > %—; Entonces para
xeS(p,n) y s> Sy» si (x.8) « (Al,W ) se 81gue que G (x)>-0
y si (x,s) € (A W ) entonces 2sfoA(x+T (x)) > p y por lo

tanto Gs(x) > 0. Hemos probado que ex1ste s, € R , que depen-
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de de p y de n, tal que si s > s,, Gs(x) > 0 para x € S(p,n).
Es bien sabido (ver [4}) que T'(S(p,n)) = n, esto implica que
i, (- P g > 3
11( GS) n para s > s;
Llamemos s(n) = Inf {s,(p,n)}, entonces i,(-G ) > n
p>o 1 1 S
para s > s(n).

El Teorema 4.2 garantiza la existencia de 2n puntos
criticos de Gs’ {xk,-xk; k = 1,2,...,n}. Como vimos en el
Teorema 3.9,{txk+TS(txk): k =1,2,...,n} son los puntos cri-

i + -
ticos de ¢s y por el Lema 3;3,{A (ixk)-A Ts(ixk): k = 1,2,.:,0}
son las soluciones de (1.1)". Puesto que AY es inyectivo en
X, se sigue que (1.1)" tiene 2n soluciones, y ya que 0 es una
solucidn entonces (1.1)x tiene 2n + 1 soluciones para
s > s(n).
Finalmente, para s < 0 y en virtud de que F es impar

podemos escribir (1.1)* asi: (-s)(-B)F(-u) = -u,que tiene la

forma de la ecuacidn que hemos estudiado; ahora,
- + =
-B'% B -+ BroyuX = (ISBTICH).

E1l teorema queda probado.

§5. Aplicaciones a las ecuaciones integrales y alas

ecuaciones diferenciales parciales. Sea Q c R

una regidn acotada. Sea K:Qx{ + R tal que, K & Lz(QXQ) y

K(s,t) = K(t,s), entonces tenemos el siguiente teorema

TEOREMA 5.1. Sea g:RxQ - R que satisface Las sLguien-
tes condiciones:

12) g(u,x) es continua en u y medible en x.
22) g(u,x) es no decreciente en u.
32) para todo b > 0 existe N > 0 tal que
91



|g(u,x)| € a(x) + bju|

para |u| > N, donde a(x) e 12(Q) es una funcibn gija.
Entonces el problema [K(s,t)g(u(t),t)dt = u(s) <Liene por Lo
menos una solucidn en L2(RQ).

Demostracidn. El teorema es una consecuencia inmediata
del Tecrema 3.9. Primero observemos que nuestro problema tie-
ne la forma de la ecuacidén (1.1) donde B(u) = fK(s,t)u(t)dt,
que por lo supuesto sobre K(s,t) hace de B un gperador lineal,
autoadjunto y completamente continuo. El operador F, definido
por F(u)(x) = g(u(x),x), es por la condicidn (12) y (32) un
operador continuo de LQ(Q) en si mismo; ver [10]. Ademds F
es potencial, el funcional f:LQ(Q) + R tal que Vf = F esta

dado por:
u(x)
f(u) = £, + jdx f g(s,x)ds, (5.1)
Q 0

donde fo es una constante arbitraria. Un cdlculo nos muestra

que

. f(uttv)-£f(u) = (1) 7>

linm 2 .
i t L<(Q)

De la continuidad de F se sigue que f es de clase Cl.

La condicidn (22) nos dice que f es convexa y la condi-
cién (32) implica que f satisface la condicidén de crecimiento
impuesta a f en la hipdtesis (b) del Teorema 3.9. De esto se
desprende la existencia de por lo menos una solucidn de nues-

tro problema.

TEOREMA 5.2. Sea @ € R" una regifn acotada. Sea
K(s,t) = K(t,s) e L2(axQ) que degine un operador B:L2(Q) >
LQ(Q) como Lo hicimos en el Teorema 5.1. Sea g:RxQ +~ R que sa-
s gace:
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12) g(u,x) es continuo en u y medible en x.

22) glu,x) es estrictamente creciente en u.

32) g(u,x) es dmpar en u.

4e) Existen h(x) e L°(Q), b » 0, 0 € a < 1 takes que

lg(u,x)| € hi(x) + blul

52) Dim(I-E)(L(Q)) = N (posiblemente N = =) donde E represen-
ta La proyeccibn sobre el nicleo de BY.

Entonces para todo n < N existe s(n) R tal que para

s > s(n). La ecuacibn

u(x) = s f K(x,y)g(u(y),y)dy (5.2)
Q

tiene porn Lo menos 2n + 1 soluciones en LQ(Q).

Demostracidn. Es una aplicacidn directa del Teorema 4.3.
La ecuacidn (5.2) tiene la misma forma de la ecuacidn (1.1)*
del Teorema 4.3, donde B estd determinado por el niicleo
K(x,y)>y F por la aplicacién g(u,x). Por la condicidn (12) y
(u42), F:L2(Q) > LQ(Q) es continuo y potencial, F = Vf donde f
es el funcional definido en (5.1). La condicidn (22) implica
que f es estrictamente convexa y la condicidn (32) implica que
f es par. Para encontrarnos completamente en las condiciones
del Teorema 4.3 solo resta ver que f satisface la condicidn
(b) del Teorema 3.9.

Como 2 es acotado, entonces L2(Q)<= Ll(Q). Esto impli-

ca que L2(Q) c LB(Q) para 1 £ B € 2 y se tiene que
2-B

o
Il g < 121% |

1By lull 20 > (5.3)

donde |Q| significa la medida de Q.
De la condicidn (42), de (5.3) y de la desigual-

dad de Cauchy-Schwartz se tiene que
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[£(w)| < [lu]g(Bulx),x)dx 0<6(x) <1
Q
flu(x)] h(x)+b|u(x)[a+l
Q
1-0
< In) Jul+b]o] @ 2o ot (5.4)
donde | | = I;2¢g)-

Puesto que 1+a < 2, de (5.4) se sigue que f satisface la

condicidn (b) del Teorema 3.9 y el teorema queda probado.

TEOREMA 5.3. Sea 2 =R" una regibn acotada. Sea
g:RxXQ + R que satisface Las condiciones (12), (22), (32) y (42)
del Teonema 5.2 SupongamoA ademds (52) que para cada ueH(l)(Q)
Ae tiene f——~ k) sm)k = & (Q) i 28 12y ssgmenl gue
BF, (£,x) es acotada Entonces para todo n €N existe x(n) er’

tal que para A > A(n) el problLema

-Au

u

Ag(u,x) en &
0 en 99 (5.5)

tiene 2n+1 Aoluciones débiles.

(Para las definiciones y propiedades del espacio de Sobo-
lev Hl(Q) referimos alzlector a [1]. Por A denotamos el ope-

n
rador diferencial } —5 e . Con 9 denotamos la frontera de {2,

i=1
y por u.e:Hé(Q) es soluc1on débil de (5.5) entendemos que para

todo v e:Hé(Q) se satisface

f<Vu,Vv> = Afg(u,x)'v. (5.6)
Q Q

- : n
El simbolo < , > denota el producto interno en R ).
Demostracidn. Es bien conocido que

<u,v> = f<Vu,Vv>dx (5.o7)
Q
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define en Hé(ﬂ) un producto interno; ver [9]. El producto in-
terno en L2(R) lo notaremos por < , >,+ Para cada u E:L2(Q)
el funcional <u, >O:Hé(Q) -+ R es lineal continuo y acotado.
Por el Teorema de Representacidn de Riesz, existe un Gnico

B(u) Hé(ﬂ) tal que

<u,v>. = <B(u),v> (5.8)

0 i
para todo v H (Q).

Sea B: LQ(Q) o H (Q) donde B(u) es el elemento que satis-
face (5.8). Se desprende que B es lineal, autoadjunto, conti-
nuo, inyectivo y no negativo.

Puesto que 2 € R® es acotada entonces la inclusidn
34 H (Q) »~ L (Q) es completamente continua (Lema de Rellich),
ver [9] Sea B: HE (Q) g H () definido por B = Boi. De las hi-
pdtesis (1%) y (49) se sigue que F(u)(x) = g(u(x),x) es conti-
nua y acotada y por lo tanto E = Foil también lo es. De 1la hi-
potesis (52) se sigue que F(H 0))= H (2).

De (5.6), (5.7) y (5.8) se sigue que u = H (Q) es una

solucidn débil de (5.5) si y sdlo si

= ABF(u). (5.9)

Sea f:LQ(Q) + R como se definid en (5.1). Sea %:Hé(ﬂ) + R,

f = foi, entonces VE = F. De las hipdtesis (22) y (32) se si-
gue que % es par y estrictamente convexa. Para aplicar nues-
tro Teorema 4.3 solo nos resta probar que f satisface la con-
dicidn (b) del Teorema 3.9. Para ello, hacemos uso de la desi-

gualdad de Poincaré: existe ¢ > 0 tal que

ully < clul,- (5.10)

Para su demostracidn ver [9].

De (5.4) y (5.10) se tiene que
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1-a

W] < clnfhuly + ¥ ] **2 Jul

Entonces % satisface la condicidn (b) del Teorema 3.9.
Finalmente, puesto que B =38 y es inyectivo, entonces

E, la proyeccidn sobre el nlicleo de §+, es cero; asi que

(I-E)(Hé(ﬂ)) = Hé(Q) y dim Hé(ﬂ) =, y el Teorema 5.3 se si-

gue inmediatamente del Teorema 4.3. 1§

La desigualdad (5.10), valida para regiones acotadas, lo
es también para cierta clase de regiones no acotadas. Por ejem-
plo Q = [a,b]XR.c:Rz. Estas regiones se llaman rnegiones de
Dirndichlet. Como una aplicacidn del Corolario 3.6 tenemos el
teorema siguiente. Sea  una regidn de Dirichlet y sea

2 Y 2 2 1
e, 5% Inf{c” e R: ﬂu[lg ge ﬂuﬂl, ue HO(Q)}.
ceR
De (5.8) se sigue que <}§(u),u>1 % Clﬂuﬂi. Puesto que B es au-
toadjunto lineal y no negativo, entonces su espectro estd con-

tenido en [0,c4]. Por lo tanto tenemos

TEOREMA 5.4. Sea O < R" una regidn de Dirnichlet. Sea
g:RXQ - R que satisgace:
12) g(u,x) es continua en u y medible en x.
22) g(u,x) es chCLente en u.
39) Existe h(x) € L (Q) Yy b >0 tales que

|gu,x)| € h(x) + b|ul.

42) g(u,x) satisface La condicibn (52) del Teorema 5.3.
Entonces para X > c, el problema

g(u,x) en Q
0 en oR

-A(u+rg(u,x))

u

(5.11)

tiene porn Lo menos una solucién débil.
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Demostracidn. En la misma forma como lo hicimos en el
Teorema 5.3, podemos ver que el problema (5.11) es equivalen-

te al problema
u = B(A)F(u) (5.12)

donde B(A) = B-AI, B y F como se definieron en el Teorema 5.3.
Es ficil ver que se satisfacen las hipdtesis del Corolario
3.6. De éste y el Lema 3.3 se sigue, entonces, que para A > 4
el problema (5.12) y, equivalentemente, el problema (5.11)

tiene una solucidn débil.

TEOREMA 5.5. Supongamos que se satisgacen Las hipg-
tesis del Teonema 5.4. Entonces para A < 0 el problLema (5.5)
tiene una dnica solucibn débil.

Demostracién. Como vimos en el Teorema 5.3 el problema
(5.5) es equivalente al problema (5.9). Puesto que B es posi-
tivo entonces para A < 0, AB es negativo inyectivo. Del esco-

lio 3.7 se sigue directamente el Teorema 5.5.
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