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FUNCIONES NO-ESTANDAR

Y TEORIA DE DISTRIBUCIONES

par

Yu TAKEUCHI

ABSTRACT. Any sequence of real functions (fn)
induces 9. function f = gen (fn) in the non-standard
reals JR" by taking the ultraproduct TI<R,fn>/F (F a
non-principal ultrafilter). This papeP studies the
algebra and the caculus of the functions so obtained.
Derivatives and integrals are defined as the obvious
non-standard extensions of the corresponding real
operators. Continuity instead, is defined via the
pseud2metric induced by JR in JR* (f is continuous in
Cie:lR" if f(Ci+£)::::feCi) for infinitesimal c) . Finally,
it is shown that any Schwartz distribution T is re-
presented by a non-standard function f of this kind,
in the sense that for any test function g

00 ..'.<T ,g> :::f t(T)g"('r)dT
-00 s;

where g is the canonical extension of g to JR.".

§ 1. I nt roducc i6n. Sea S la coLecciSn de todas las sucesio-
nes de numeros reales, dado un ultrafiltro regular (ultrafil-
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tro de Frechet) F* en N, es decir, un filtro maximal que con-
tiene todos los subconjuntos de N cuyo complemento es finito,
se establece una relacion de equivalencia, ~, en S:

(a ) ~ (b) si {n:a = b } E F*.n n n n

Sabemos que el espacio cociente ~* = S/~ es un cuerpo de nu-
meros no-estandar, si se definen las operaciones y el orden
adecuadamente.

En el presente articulo utilizaremos la siguiente nota-
cion, siguiendo una costumbre ya bastante generalizada (vease
por ejemplo [4J).

[(an)] : un numero no-estandar, la clase en F* represen-
tad a por la sucesion (a ). Entonces (a ) ~ (b ) si Y solo sin n n
[(a)]=[(b)].n n

Est.c : la parte es t andar- del ntimer-o a. E lR •

a. ~ 0: a es un numero infinitesimal.

a. ~ S: a y S difieren en un numero infinitesimal, 0 sea
a-S es un numero infinitesimal.

~t; ~t: .s;

Si f:F -+ JR. es una func ion real, la func ion f :lR -+ jR"

definida por:

donde T = [( x )] e:: lR:':, es la e.rte.Yl.6-i611 l1a.tuJtai. de f al cuer-
n.'.po JR."

Sea (f ) una sucesion de funciones reales, entonces la
n

correspondencia
~t:

x....- [f (x)J e:: lR
n
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es una funcion de R en R*. Esta funcion de R en R*, utilizada
por algunos autores (vease [2]), no representa cabalrnente el
cornportarniento de la sucesion (f ) como se observa en el Sl-

n
guiente ejernplo.

EJEMPLO 1. Sean: g (x) = 0 para todo x real yn

o (x) = {n
n 0

1en (0,-),
n

en otra parte

entonces (0 ) tiene un cornportarniento rnuy diferente al de lan
sucesion nula (~), pero ambas sucesiones deterrninan la mis-...
rna func ion de JR en JR'. • En efecto, dado

1tal que - <
n

{n:o (x) = O}
n

(0 (x» ~ (0) para to do x real.
n

x > 0 real existe N

x, entonces 0 (x) = 0 para todo n > N, 0 sean
2 {n:n > N} E F*, 10 cual cornprueba que

Ahora bien, correspondiente a una sucesion (f ) de 6un-n
eion~ ~eal~ podernos definir tarnbien una funcion f:R + R*
como sigue

El propos ito del presente trabajo es el analizar las funcio-
s, .'.nes de R'· en IR'·asi generadas por sucesiones de funciones rea-

les, y dernostrar que toda distribucion de Schwartz es repre-
sentada por una tal fun cion no-estandar. Ademas, como no todas
estas funciones son interpretadas como distribuciones, la teo-
ria de funciones no-estandar nos ofrece una teoria mas amplia

(1) esto corresponde a tomar el ultraproducto.
<R*,f> = IT<R,f >/~

n n
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que la de distribuciones (ver el ultimo paragrafo para algunas
aplicaciones). No presupondremos ningUn conocimiento de lagica
matematica.

§2. Funciones no-estandar de la clase G.

DEFINICION 1. Sea (f ) una suce sLon de funciones rea-
n

les. Se define una funcian no-estandar f:R* + R* como se ex-
plica en la seccian anterior:

f: T = [(x )] .- f'(rr ) = [(f (x n]n n n

Es facil ver que la funcian esta bien definida. Decimos que
f es g~n~ada pon ta ~uc~~on (f ), y la denotamos porn

f = gen Cf ).
n

La siguiente propiedad es facil de comprobar:

(i) S~an
-6~ {n: f = g }

n n

f = gen(fn) y g = gen(gn); f = g ~~ y -6oto
EO: Fl':; f > g -6~ Y ~oto ~~ {n: f > g } EO: Fl

':.
n n

Sean G la coleccian de todas las funciones no-estandar
generadas por sucesiones reales, entonces tenemos las siguien-
tes propiedades, las cuales muestran que G es un algebra muy
rica.

(ii) S~a f:R + R una 6unuon ~aL La ~u.~rt.6~6n natu-
nat d~ f, f*, p~nt~n~c~ a ta cta6~ G. En efecto, f* =
gen (f,f ,..• ,f ,...).

(iii) Una 6unuon COrt.6tant~ d~ vaton no-~tandan p~nt~-
n~c~ a G. Sea f:~* + R* una funcian constante de valor
B = [(b )]. Entonces f = gen(f ) donde f es la funcian cons-

n n n
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tante de valor real b .
n

(iv) Sean f,g E G, entonQe4 f±g, fg, fog, max(f,g), If I ,
1/f (Quando f no toma. valoJt nui.o en R~:) Ij f-1 (Quando f es
uno a uno) penteneeen a G. En efecto, Sl f = gen(f ) y g =

n
gen(g) entonces estas funciones son generadas por (f ±g ),n n n
(f g ), (f 0 g ), (max (f ,g », (I f I), (1/ f ) y (f-1 ), re s-n n n n n n n n n
pectivamente. En los dos ultimos casos no se pierde genera-
lidad al suponer que las f no Toman valor nulo 0 son inver-

n
tibles. En general, G contiene todas las funciones defini-
bles de una manera elemental, como la funcion caracterlstica
del conjunto de los ceros de f EG, la fun cion caracterlsti-
ca de un intervalo no estandar cualquiera, etc.

(v) G Qo/tt.,[ene 6unuone4 nO-e4tandaJt qu.e no .6on e.xten-
.6-Lone4 na.tu.Jtale4 de 6u.nuone4 Jte.ale4. Por ejemplo cualquier
funcion de valor constante infinitesimal distinto de o. Tam-
bien estan los ejemplos siguientes que se usaran mas adelan-
teo

EJEMPLO 2.

I
t

:I;
"2£

~on! III
2em

I
I

x-en 0-E: 0 T

Figura 1
.t. .'.

Sea 6:R- + Rn definida por:
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si -£ < T < £

otra parte,

donde € = [(e )] es un nlimero infinitesimal positive (sin per-
n

dica de generalidad, podemos suponer que e > 0 para todo n).n
Definimos la funcion 0 :R + F porn

o (x)
n {

1 si
= 2en

o en otra

-e < x < e
n n

parte.

Si T con -£ < T < £, entonces

perc como:

{ 1 } =n:o (x ) = -2-nne
n

{n:-e < x < e }
n n n

entonces se debe tener que

o (-r) = [( 0 (x ))] = [( -21 ) ] =n n en
1
2£

Esto comprueba que la funcion no-estandar 0 es generada por
(0 n)' 0 sea o e: G. Ahora, supongamos que 0 es igual a la ex-

~'~tension natural de alguna func.iSn real f, es decir 0 = f .
-l:Como f es generada por la sucesion (f,f,f, ...) se debe tener

(propiedad (i)):

{n :0
n

= f}

esto es imposible ya que on f Ok para n f k (absurdo!).
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EJEMPLO 3. Sea E: un niimer-o
liE:

infinitesimal positivo como en el
.'. .t.ejemplo anterior, se define f :R"-+R"

1 si~T+E:) -E: ~ T ~ 0
e -E: ef(T) = -~2(T-E:) si 0 ~ T ~ E:

0 en otra parte Figura 2

f

entonces fE G. En efecto, es facil comprobar que f =
donde

gen (f )
n

2 si(x-ee u:« ) -e ~ x ~ 0,n n n
f (x) = -(x-e )/(e )2 si o ~ x~ en n n n

o en otra parte

pero no es la extension natural de ninguna funcion real.

EJEMPLO 4.
nice 'Alee

p

1. 0 1
'A Xn n

Figura 3

Sea

{ n 1 ) si Ixl < 1- exp( 2 2e l-n x n
p (x) =n 0 en otra parte

donde
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1
c = f exp(- 1__)dt

-1 1-t2

00entonces sabemos que p E (C ), y
n

1
00

J P (x)dx = Jnp (x)dx = 1 para todo n.
n n

-00 1
-n

Si P = gen(p ) entonces:
n

{ A·" 1-exp"(- ) si
ot r ) = c 1-A2T2

o en otra parte.

<1-A

donde A = [( n)] es un numer-o infinito.

EJUoten 6unuonu no-ub1ndaJr. de lR~': en. 1R~':, que

no penteneQen a ta ~a6e G. En efecto, el siguiente teorema
nos da una condicion suficiente para que una funcion no-estan-
dar no pertenezca a G.

TEOREMA 1. Sea f:1R~': + lR~': un.a 6un.u6n no-ub1ndaJt. S-i.

eJUote un. -i.ntelLvato no-uta.ndaJt [a,S] tat que -6u. -imtgen -i.n.vVt-

-6a poJt f U no- vac..1a, aQotada -6upeJL,[oJtme.nte (Jtup. -i.n.6en,[oJt-

mente) pelLO no p0-6ee d ertJtemo .6UpeJL,[oJt(Jtup. -i.n.6eJL,[oJt)en-

tonQu ta 6un.u6n f no penteneQe a G.

Demostraci6n. Supongamos que f c G, sean

f = gen(f ), a = [(an)J ,n

con a < b para todo n. Sean:n n

A = {x c lR/a ~ f (x) ~ b } ,n n n n

S = [(b )]n

n = 1,2,3, ... ,

como la imagen inversa del intervalo [a,S] , B = f-1([a,S]),
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es no-vacia y acotada superiormente entonces se tiene que:

T = {n:A -f!J
n y

~':A es acotada superiormente} e: Fn

Se define a [(x )J e:: ~',= lR como sigue:n

{ :up A si n e: T
x = n

n
nf:.si T

entonces evidentemente a es una cota superior del conjunto
B = f-1 ( [a, 8] ) .

(a) Supongamos que a e:: B. Como a no es el extrema del
conjunto nc-estfmdar' B existe ~ = [(Yn)] e: JR"; tal que ~ e: B,

'"a < a, 0 sea:

{n e:: T:a ~ f (Y ) ~ b ,x < y } e:: F*n n n n n n

esto es imposible puesto que x = Sup A , Y e:: A (absurdo!).n n n n
Por 10 tanto, se tiene que a ¢ B.

(b) Supongamos que a ¢ B. Como a no es el extrema supe-
rior del conjunto no-estandar B, existe T = [(~ )J tal quen
T < a y T es una cota superior de B. Sin perdida de generali-
dad, podemos suponer que x < x para todo n. Por la defini-n n
cion del extremo superior, existe y tal quen

f<Y)~bn n n si n e:: T,

Yn = 1 si n f T.

Sea a = [(Yn)] entonces:
-

T < a ~ a (esto es, a¢ B),
a~ a ~ 8 (esto es, ae:: B).
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De (a) y (b) hernos 11egado a UDa contradiccion, por 10 tanto
se debe tener que f ¢ G. •

Del Teorema 1, se ve inmediatarnente que fa 6unci6n ea-
Ita.c:tewuea del- c..onjunto de xodos to.6 11l1me!t0-6 -LnMnilubna1.u
no pertenece a 1a c1ase G.

TEOREMA 2. Sea. f = genf f ). S-L f (x) -+ fO(T) un-i.6olt-n D
memente en [a,b] entonc..u f(T) ~ f~(T) pa.Jta. todo T ~R*,
a ~ T ~ b.

Demostraci8n. Supongarnos que fn -+ fO uniforrnemente en
[a,b], sea

M = Sup Ifn(x) - fa(x)1
xE:[a,b]

entonces M -+ a (n -+ 00). Si T = [(x )J ~ [a,b] entonces
n n

{ b} ~ Fl-:A= n:a~x~
n

Tenerr.osIf (x ) - fa(x )1 ~ M para todo n ~ A, 0 sean n n n
!f(T) - fa(T)1 ~ [(Mn)]. Como Mn -+ a se tiene que [(Mn)] ~ 0,

por 10 tanto f(T) ~ faCT).

EJEMPLO 5. Sea f = gen(fn) con

f (x ) =
n

cos nx
n

(n = 1,2,3, ... ) .

Como f -+ 0, uniformemente en R, se tiene que
n

s;

f(T) ::::a para todo T ~ JR".

EJEMPLO 6. Sea f = genef ) con (ver-e1 Ejemplo 1)
n
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f (x )
n

1en (0,-)
n

en otra parte.

Se ve que f (x) + 0 pur~ualmente para todo x ~eal. Pero:n

si

en otra parte,

donde A = [(n)] (un numero infinito), esto es, f(T) * 0 para
1o < T <
A

§3. Continuidad de las funciones de la clase G. A
partir del presente paragrafo se trata solamente de funciones
no-estandar de la clase G.

Sea f:R + R una funcion real, si f es continua en a es
bien conocida la siguiente propiedad:

f*(a+s) ~ f*(a) para todo s ~ 0,
s,

donde .f" ee la ex;(;eYlf.,,[6n natwr.a.t de la f'unciSn real f. Anor-a
bien, sea f = gen(f ); si la

n
(f ) es equic.ont,[nua en a C lR

n
quiera, existe h > 0 ~eal tal
todo x clR con Ixl < h. Si s
{n:le I <h} &:F1

', luego
n

sucesion de funciones reales
entonces dado r > 0 ~eai cual-
que If (a+x) - f (a)! < r paran n= [(e )] ~ 0 entonces

n

{n:lf (a+e ) - f (a)1 <rl E:
F~f; ,n n n

de esto se desprende 10 siguiente:

f( a-s) ~ f'(a ) para todo c ::: O. (2)
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De las observaciones anteriores, extraeremos la siguiente de-
finicion:

DEFINICION 2. Sea f :lR1
':-+ lR1

': una f un cion de la clase G .
•t,

Decimos que f es c.ontbr.ua. en a.-e:lR" si

f(a.+£) ~ f(a.) para todo £ ~ O. (3)

De esta definicion, se ve que la extension natural de
una funcion real continua es continua, tambien la funcion no-
estandar generada por una sucesion equic.ontinua. de funciones
reales es continua.

s;

OBSERVACION. Si f e: G es continua en a. EO:: :R", entonces
f es continua en B e:lR* con a. ~ B.

La continuidad de f = gen(f ) no implica que las funcio-
n

nes reales f (generadoras de f) son continuas como se ve en
n

el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 7.

f('r)
f (x )n

£

o o
Figura 4

Sea f(O) = 0 y f(T) = £ si T , 0, donde £ = [(e )] es un numero
n

infinitesimal positivo, entonces tenemos que f = gen(f ) con:n

{
o si x = 0

fn(x)= en si x, o.

Evidentemente f es ~c.ontinua. en x = 0 (para cualquier n),
n
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pero la funcion no-estandar f es continua en 0 segun la defini-
cion 2.

Observese que la funcion no-estandar generada por una
sucesion de funciones (reales) continuas no siempre es conti-
nua.

EJEMPLO 8. Sea f = genU) con f (x ) = sent nx) (n = 1,
n n

2,3, ...). Si T = [(7f/2n)],entonces T ~ 0 puesto que (7f/2n)-+ O.

Ademas:
£(T) = [U (7f/2n»] = [(1)J = 1.

n

ASl
f(O+T) = 1 = 0 = f(O)

o sea que f no es continua en O. De la rnisma forma, podernos
demostrar que f no es continua en a para cualquier a ~R. Por

s,

10 tanto, f no es continua en a cR" (para cualquier a finito).
Notese que f (x) = sen nx es continua en R (n = 1,2,3, ...).

n

De la definicion de la continuidad, se comprueban inme-
diatamente las propiedades conocidas para funciones continuas

s,

reales, -entre otras: si f,g ~ G son continuas en a E: JR" en-
tonces f+g, 13 f (13 ~lR:':) y f g son continuas en a; t amb i.en
fig es continua en a si g(a) * O.

TEOREMA 3. f ~G es c.orrti.nua. en a ~ R:': .6J.. If .66lo .6J..
dado r > 0 !te.al c.ua.lquJ..eJLCte.wte. h > 0 !te.al .tal que.

I f( a+e:)-f(a) I < r paJta. todo e ~ IR:': con I e:I < h. (4)

Demostracion. (1) Supongamos que f c G satisface la con-
dicion enunciada en el Teorema. Si e:= 0, entonces le:I< h
para cualquier h > 0 !te.al, luego If(a+e:)-f(a)I< r para cual-
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quier r > 0 heal, a sea que f(a+£)-f(a) es un in6~nit~imal,
esto es f(a+£) ~ f(a).

~t~

(2) Supongamos que f E G es continua en a ER • Sean
f = gen(f ), a = [(a )J. Dado r > 0 ~eal, definimos d (r) > 0n n n
~eal como sigue. Sean

A = {Ixl:lf(a +x)-f (a )1 >,. r},n n n n n

{

Inf A

dn(r) = n
1 si

si A of 0n

A = 0.n

Notese que si d (r) > 0 entonces
n

If (a +x)-f (a )1 < r para cualquier x ~eal cann n n n ( 5)
Ixl <d(r).n

Sea o(r) = [(d (r))] E R*, vamos a demostrar que o(r) ~O pa-
n

ra cualquier r > 0 ~eal. Supongamos que o(r) ~ 0 para algGn
r > 0 ~eal. Notemos primero que {n:A of l2J} E F*. Para n conn
A ~ 0, por la definicion del extrema inferior, existe x ~eal
n n

+ 1/n tal que If (a +x )-f (a )1 >,. rn n n n ncon d (r) ~n

(para todo n
Ix 1 < d (z-)n n

con A of 0).n
o sea:

donde T = [(x )J. Como ITI < o(r) + [(lin)] z 0, se tiene que
n

T ~ 0, pero, por la continuidad de f en a, se debe tener que
f(a+T) ~ f(a); esto contradice a (6) (absurdo!). Par 10 tanto:

o(r) z 0 para cualquier r > 0 ~eal.

Sea h(r) > 0 ~eal tal que h(r) < Est 8(r). Si £ = [(en)]
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con lEI < her) < oCr) entonces:

B = {n:le I < her)} n {n/h(r) < d (r)} ~ F*.
r n n

De (5), If (a +e )-f (a )1 < r para n ~B; por 10 tanton n n n n
I f(a+E)-f(a) I < r. -

Decimos que f E G es eontinua es un intervale no-estan-
dar [a,S] si es continua en cualquier punto de [a,S]. Tenemos
el siguiente teorema de continuidad uniforme.

TEOREMA 4 (centinuidad un iforme) . SupoYLgamo-6 que.
f ~ G es eoYLt-lYLua e.YLun. inte.Jtvato MYLUo [a,S] (a,S E:: JR~\ a If

S -60YL MYLU0-6) e.ntoYLee.-6: dado r > 0 Jte.at e.xJ/.:,:te. h > 0 Jte.at
:tat que. If(T)-f(a)1 < r pa~ :todo T,a E:: [a,B] eon IT-al < h.

Demostraci8n. En caso de que a ~ B el Teorema 4 es tri-
vial, aSl podemos suponer que a * B. Sean a = Est a, b = Est B
entonces a < b, Y tenemos que f es continua en el intervalo
[a,b]. Por la compacidad del intervale Jte.al [a,b] se puede de-
mostrar el Teorema 4 en forma casi identica al caso de la con-
tinuidaduniformel en el analisis real.

OBSERVACION. En el Teorema 4, el intervalo [a,S] pue -
de ser reemplazado por el intervale (a,B). En efecto, f es
continua en a ya que es continua en a+E para E infinitesimal,
y f es continua en S ya que es continua en S-s para E infini-
tesimal (ver la observacion despues de la definicion 2), 0 sea
que f es continua en [a,S].

EJEMPLO 9. Sea f E:: G continua, de valor finite en un
intervalo finito [~ D] entonces la funcion real f:JR + JR defi-""', IJ ,

nida por f(x) = Est f(x) (x ~JR) es continua en [a,b] donde
a = Est a, b = Est S.
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EJEMPLO 10. Sea f e:: G continua, de valor finito en
un intervalo fin ito [a,S], entonces f(T) es aQo~ada en [a,S]
(en el presente trabajo, decimos que una funcion es aQo~ada
si posee una cota 6~a). En efecto, f:R ~ R definida en el
Ejemplo 9 es continua en [a,b] con a = Est a y b = Est S, por
10 tanto la funcion real f es aeotada en [a,b] , de esto se
desprende inmediatamente la acotacion de f en [a,S1.

EJEMPLO 11. Sea fe:G continua, de valor finito en un
intervalo fin ito [a,S]. Si g = (f)* (la extenoi6n n~unaf de
la f'uncLon real f definida en el ejemplo (9), entonces se tie-
ne que:

.-.
f(T) :::geT) para todo T E:R", a ~ T ~ S

En efecto, f(x) :::g(x) para todo x ~eai, x e:: [a,b] donde
a = Est a y b = Est S. Como f y g son continuas en [a,S] se
obtiene el resultado pedido. •

§4. Derivada de las funciones de la clase G. Sea
f - gen (f ).

n
Decimos que f es de~vab{e si

{n :f es regular a trozos en R} E: Fl
-: ,

n
(1)

f es ~egula~ a ~ozo~ en R si f es continua en R y derivable
n n

con su derivada continua a excepci6n de un nUm~o 6inito de
puntos. Si c es uno de estos puntos
vada de f , consideramos que fl(e)

n n

donde no existe la deri-,
= lim f (x).

~c+ n

La definicion de la derivabilidad evidentemente no de-
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pende de la sucesi6n que genera a la funci6n f. As!, si
f = gen (f ) es derivable podemos suponer, sin perdida de ge-n
neralidad, que

f es regular a trozos en R para todo n.n
( 2)

DEFINICION 3. Si f = genU) es derivable, la func ion
n

fl (6 Df) dada pOI'

1
f ' = Df = genU) (3)

n

se llama la de~vada de f. Obviamente la funci6n fl ~ G esta
bien definida.

EJEMPLO 12.
HI (T)

H(T)

.0 1 T 0 1J.

I 1"
Figura 5

Sea H = gen(H ) conn

1 si 1-~xn '"
( x ) si 0

1H = nx ~ x ~n n
0 en otra parte,

entonces
1 si 1X~T

H(T) AT si 0
1 (>- [(n)] )= ~ T ~1" =

o en otra parte,
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Tenernos

en otra parte.

si

Notese que H es derivable, pero H no es continua en 0 ya que
H(O) = A ~ H(-I) = 0 y -} ~ O.

EJEMPLO 13. Sea f = genf f ) con f (x) = sen nx ,
n s; n

f no es continua en rUngCin. punto de 1R", per-c f es derivable,
y f' = gen(n cos nx).

cos nx
EJEMPLO 14. Sea f = genf f ) con f (x) = -n n n

Sabernos que f(T) ~ 0 para todo T ER*; f es derivable, y
fl = gen(sen nx), Notese que f' ~ G es aeotada por 1, pero
no es continua en ~ngCin. punto de R*.

1Decirnos que f = gen(f ) es de la clase (C ) sin

En este caso, podernos suponer, sin perdida de generalidad,
1que f E (C ) para todo n. De la misma forma, se habla de

n 2300las'clases (C ), (C ),.,., (C ).

1
EJEMPLO 15. Sea f E:;: G de la clase (C ), Si f ' (T)

es siernpre ni~o, entonces f es eontinua en cualquier punto.
Vearnos una prueba. Sean a = [(an)] E R*; E = [(en)] un nu-
rnero infinitesimal. Si f = gen(f ) entonces:n

1

f (a +e )-f(a ) = e f (a +n ),n n n n n n n n

donde In I < Ie I para todo n. ASln n
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f(a+E)-f(a) = E f'(a+n) , (4)

donde n = [en )J es un infinitesimal, puesto que Inl < lEI. Co-n
mo f'(a+n) es finito, el producto E f'(a+n) es un infinitesimal,
luego f(a+E) ~ f(a), 0 sea que f es continua en a.

EJEMPLO 16. Sea f e: G de la clase (C1). Si f' es con-
s,

tinua en a e: R" entonces tenemos:

f(a+E)-f(a) ~ f'(a)
E

( 5)

para todo E 1 a infinitesimal. En efecto, en (4) se tiene que
f'(a+n) Z f'(a) por la continuidad de f' en a, por 10 tanto se
obtiene inmediatamente el result ado (5).

OBSERVACION. Dada una f'unc i.Sn real f:lR+ JR, por un
P~OCe60 de fa ~uav~zaci6n se sabe que existe una sucesion de
funciones (f ) tal que f e: (Coo)para todo n y

n n

f (x) -- f(x) puntualmente en x,.
n (rr+oo)

o sea [(fn(x)] ~ f(x) para todo x ~eat. Si fa = gen(fn), en-
tonces fa es de la clase (C~ y fO(x) ~ f(x) para todo x ~eat,
o sea que faiR y f difieren en una cant~dad infinitesimal.
Naturalmente, la diferencia de fOC'r}y f"(T) (la extension
natural de f) NO siempre es infinitesimal para T 1 real.

§5. Integral de las funciones de la clase G. Sea
f = genef ) e: G. Si

n
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·'.
{n:f es integrable en cualquier intervalo} e:: F" (1)

n

entonces decimos que la funcion no-estandar f es ~nteg~bte.
Evidentemente, la integrabilidad de f e:: G no depende de

la sucesion que genera a f e::G. As!, si f = gen(f ) es inte-n
grable, podemos suponer, sin perdida de generalidad, que

f es integrable en cualquier intervalo (para todo n) (2)
n

puesto que si f no es integrable (para algun n), esta puede
n

seX' reemplazada pOI' cualquier funcion integrable (pOI' ejemplo
porIa funcion nula) sin alterar la funcion no-estandar f.

Si f,g e:: G son integrables es evidente que f+g, fg, If 1

y maximo (f,g) son integrables.

DEFINICION 4. Sea f = gene f ) e:: G una func i.on Irrte gr-a-
n

ble, para a = [(an)] y S = [(bn)] con a < S se define la ~e-
g~at de6~nida de f como

S
f f(T)dT =
a

sigue:
bn

[ ( J f (x )dx)] .a n
n

. EJEMPLO 17 . Sea

{ A si 1
O<T<-X

O(T) =
0 en otra parte

donde A es un numero infinito positivo, entonces:

B
f 0 (T) dr = 1 ,
a

S 2f 0 (T )dT = A
a

para cualquier a < 0 no infinitesimal, S > 0 no infinitesimal.
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De la definicion de la integral, es facil comprobar las mismas
propiedades y formulas de integracion conocidas de la integral
en el calculo real, incluyendo integracion por partes.

TEOREMA 5. Sea f e::: G integr..a.ble. Si f(T) es inMnfte-
.6..unat paJta.xodo T e: lRl

': en. e-t intVtvalo 6..uu:to [a, 13 J e.n.-tonc.e6

13
f f(T)dT :::O.
a

Demostracion. Dado c > 0 ~eai cualquiera, tenemos
If(T)1 < c, por 10 tanto:

13
~ f cdr =

a
c (B-a).

Como c > a es un real cualquiera, se tiene que

13
J f(T)dT :::O.
a

ANTIDERIVADA. Si f e: G es integrable entonces la fun-~.~ ..'.cion F:JR.+ JR."definida por:

T

F(T) = f f(T)dT
a

( 3)

pertenece a G. En efecto, Sl f = gen(f ), a = [(a )J, T =
n n

[(x )] entonces F = gen(F ) con
n n

x
F (x) = J f (t)dt
n nan

(n = 1,2,3, ... ).

Si F es derivable, tenemos inmediatamente que F' = f 0 sea que
la funcion F e: G dada por (3) es una antid~vada.
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POI' otra parte, si h ~ G satisface

h' = 0 (4)

entonces h es una funcion constante no-estandar. En efecto:
sea h = gen(hn), entonces la ecuacion (4) implica que
{n:h~ = O} ~ F*, 0 sea A = {n:hn = cn' cn es una constante}~F*.
Si escogemos h = la funcion nul a para n ¢A, entonces se tie-

n
ne que h es la funci'on constante del valor c con c = [(c )J.n

De 10 anterior, se tiene la siguiente propiedad. Dos
antiderivadas de una funcion no-estandar de la clase G di-
fieren en una constante (no-estandar). Una (cualquiera) anti-
derivada de la funcion f E G se denota pOI' D-1f.

TEOREMA 6. Supongamo.6 que. f E G pO.6e.e.una. a.n:Udvu-
vada de. vai.o): -inMnfte..6-i.mai., erdonce» pO.Jta.xodo g E G de. va.-
.tOft Mnfto IJ dvuva.b.te. con dvuva.da. Mnfta., .6 e. Uwe. que.

sJ f('r)g(T)dT::; O.
a

Demostpaci8n. Sea F(T) una antiderivada de f del valor
infinitesimal: F'(T) = f(T). Aplicando integracion pOI' par-
tes: .

8f f(T) g (T)dT
a

8
= J F I (T) g (T) er

8
=F(T)g(T)! a

8f reT) g' (T)dT :::;0
a

puesto que F(T)g(T) y F(T)g'(T) son de valor infinitesimal.

EJEMPLO 18. Si f = gene f ) con f (x ) = sen nx enton-n n
ces: x

Jc _-=o:.:s:........:.n~a=---_c.:..o.:..s=--~n.:..:.x-+ 0f (x) dx = -
n n

(n-+oo)

a
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uni6oromvnente en R, 0 sea que f posee una antiderivada g de va-
lor infinitesimal. Aplicando el Teorema 6, tenemos:

s
f g(T) {gen(sen nx)}dT ~ 0 ,
a

el cual es una adaptacion no-estandar del Lema de Riemann-Le-
besgue.

§6. Modelo no-estindar de la furtei6n delta de Dirac.
Decimos que una funcion 0 £ G es un modeto ~o-~tandan de la
funcion delta de Dirac si 0 satisface las tres condiciones:
(i)

(ii)

(iii)

.t.
O(T) ~ 0 para todo T £ a"
OCT) ~ 0 para todo T * O.

sJ o(T)dT ~ 1 para algun a < 0 no infinitesimal y algun
aS > 0 no infinitesimal.

Tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 7. Si f £ G ~ de valo!t Mn.-Uo tj c.onti..nua. en.
o e.n.tonc.~

d
f ff r ) o(T)dT :::: f(O)
c

donde Est c < 0 tj Est d > O.
Demostraei6n. Sea g £ G tal que

s:
T £ JR.", ( 2)

entonces g es de valor finito, y continua en 0, es decir
g(T) ::::g(O) = 0 si T ~ O. Por el Teorema 3, dado r > 0 !teal
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,'.
existe h > 0 lteal. tal que -r < g(T) < r para todo T E: a" con

,'.I T I < h. Como 8( T) ~ 0 para todo T E: n" tenemos:

1uego h
J g(T)O(T)dT ~
-h

h
r J o( T) dr .

-h
(3 )

Como OCT) z 0 para todo T * 0 se tiene:

h
J O(T)dT
-h

B B= ! o(T)dT - JO(T)dT
a h

B::: f 0 ( T ) dr ::: 1.
a

-h
f o(T)dT
a

(4)

De 1a misma manera:

h
J g( T ) 0 ( T ) dr :::
-h

(5)

puesto que g(T)OCT) :::0 para todo T * O. De (3), (4) y (5) te-
nemos:

d
-r ~ J g(T)O(T)dT ~ r

c
(para todo r > 0, lteal.),

o sea:- d
J g(T)O(T)dT :::O.
c

Por 10 tanto

d d
J f(T)O(T)dT = ! (g(T)+f(O»O(T)dT
c c

d d= ! g(T)O(T)dT + f(O)! o(T)dT z f(O) .•
c c
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Todas las funciones no-estandar dadas en los ejemp10s 1,
2,3,4 de los paragrafos 1 y 2 son modelos no-estandar de la
funcion delta de Dirac.

Una antiderivada de 0:

1 T(D- O)(T) = f o(T)dT
c

(Est c < 0)

satisface evidentemente las siguientes propiedades:

D-10 £:G es acotada,
(D-1O)(T) si :":

::: 0 T£:JR , negativo no infinite simal.
(D-1O)(T) s;

:::: 1 si T £: oR", positivo no infinitesimal.

Una funcion acotada y derivable H(T) E G que satisface
las dos condiciones siguientes se llama un modeto nO-C6tandan
de la 6un.c.i.6n de Heav-Lo-ide:

s,

(i) H(T) ::: 0 si T e:JR." , T ~ E1, para a Lgun infinitesimal ne-
gativo E:1.

"i':(ii) H(T) ::: 1 si Te: !R T ~ E: 2 ' para aLgfm infinitesimal po-,
sitivo E:1.

La funcion H dada en el Ejemplo 12 es un modelo no-estan-
dar de la fW1cion de Heaviside.

El siguiente teorema nos muestra que H' tambien satis-
dace la formula (1) a pesar de que HI no siempre satisface
las condiciones (i) y (ii) de la funcion 6, dadas en la defi-
nicion de O.

TEOREMA 8. Sea f e: G de valoJt Mn..i;to, dwvable con

deJt-£vada acatada: S-i f C6 c..onlinua. en 0 en-tonc..C6

d
f f(T)H'(T)dT :::f(O)
c

(6)
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donde. H es un roode£o nO-e..6-1:andaJt de Lo: ounu6n de Hea.v.<4.-i.de 1j

Est c < 0, Est d > O.
Demostraci6n. Ap1icando integraci6n por partes,

d d
J f(T)H'(T)dT = f(d)H(d)-f(c)H(c) - J f'(T)H(T)dT
C c

d
~ fed) - f f'(T)H(T)d

c

(7 )

Tenemos, por otra parte,
d c1 c2

f f'(T)H(T)dT = f f'(T)H(T)dT + f f'(T)H(T)dT
C c c1

d
+ J f'(T)H(T)dT.
c2

Pero
c2f f'(T)HeT )dt ~ 0,

C1
c1 ,

f f'(T)H(T)dT ::: 0,
C

puesto que f'(T)H(T) es acotada.

puesto que f'(T)H(T) ~ o.

d
f f' (T ) H( T ) dr
c2

puesto que H(T) ~ 1 Y f' es acotada.

Por 10 tanto
d d

f f'(T)H(T)dT::: f f'(T)dT = f(d)-f(c2)·
c c2

( 8)

Reemp1azando (8) en (7):

d
J f(T)H'(T)dT ~ f(c2) ~ f(O)
c

ya que c2 ~ 0 y f es continua en o. •
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EJEMPLO 19. Sea H = genf H ) con
n

x
= f h (x)dx,

-1 n

1 sen nx
1T x

(x .,. 0)

h (x) =
n

n
1T

(x = 0) ,

entonces H es un modelo no-estandar de la funcion de Heaviside.
En este caso, (6) es una adaptacion no-estandar del teorema de
Jordan. •

§8. Representaci6n no-est~ndar de las distribuciones.
Sea V el espacio de todas las funciones reales de (Coo) con so-
porte acotado. Una sucesion de funciones (reales) en~, (f ),

n
converge a f0 en ~ si:
(i) Existe M > 0 tal que f (x) = 0 si Ixl ~ M, para todo n,n

y DKfn + DkfO ~nonmemente en [-M,M] para
= 1,2,3, ....

(ii) f + f
n 0

cada K

Un elemento T EV' (el espacia dual de V) es una ~t~-
buci6n, a sea, T es una aplieaci6n lineal eontinua de ~ en R.
Denotemos por <T,f> el valor de la distribucion T aplicada a
f E~.

SegUn el Teorema 7, una f'unciSn 0 E: G, que .oea un mode.-
fo no-e.otand~ de fa nunei6n delta, determina la ~~buC{6n
delta par:

00

<o,f> = Est f O(T)f*(T)dT.
-00

.'.donde r" es la extension natural de f E iJ. (La notacion
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00 M
J ... dT para un M > 0 donde-Mla func i.onf.)

J ... dT significa la integral
_00

[-M,M] contiene el soporte de

En forma mas general, tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 9. Sea h e: G una 6unc.i6n nO-e..6.ta.nda!t.w. que
dado un inteJtvaf..o 6J.nJ..to exJA:te alguna a.nlidvUvada Cde. on-
den k paM alg6.n ok ~ 0) acoxado: en U. En:tonc.e..6ta 6unc.i6n h

de.:te.nmina una ~t!tibuc.i6n Cta deno:tanv~ :tambi~n pon h) pon:

00

<h,f> = Est J hCT)f*CT)dT
_00

donde. f1: es ta erte~i6n na:tUltaf.. de. f.

Demostracion. Dado f e: V, sea [-M,M] un intervalo que
-kcontiene el soporte de f. Supongamos que D h es acotada en

[-M,M] entonces aplicando k veces integracion por parte tene-
mas:

_00

M s,

= J hCT)f"CT)d
-M

00

J hCT)f'\T)dT

M
J Cd-1h)CT)CDf*)CT)dT
-M

=
M

= C_l)k f CD-kh)(T)(Dk/:)(T)dT,
-M

~': ;': k .'.puesto que f CT),CDf )(T), ...,CD f")(T) son nulos en T = ±M.
Por la acotacion de la funcion CD-kh)CT) en el intervalo
[-M,M], la integral en (3) tama valor finito y

00

Est J hCT)f*CT)dT es un nGmero real.
00

Por otra parte, si f + f en~, entonces existe un intervale
n 0
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[-M,M] tal que los soportes de f (n = 1,2,3, ...) estan con-
n

tenidos en el. Como DKfn + Dkfo uniformemente en [-M,M], en-
tonces la formula (3) garantiza la continuidad de la aplica-
cion h:1J + JR. •

Si la funcion no-estandar h ~ G determina la distribu-
cion h e:: t;" entonces la derivada Dh ~ G determina la deriva-
da de la d.istr-Ibucfcn h ' ~1J'. En efecto, para f ~:J) tenemos:

00

J (Dh)(T)f*(T)dT
-00

M s,

= I (Dh)(T)f"(T)dT
M

.'. 1M M •= h(T)f"(T) - I h(T)(DfH)(T)dT
-......----- -M Mo

00 s;

- - J h(T)(fl)"(T)dT

notese que (fl)* (la extension natural de la funcion fl) es
igual a Df* (la derivada no-estandar de f* ~ G). Por 10 tan-
to, tenemos

00

<Dh,f> = Est I (Dh)(T)f*(T)d
_00

00

= Est I h(T)f')*(T)d = - <h,f'>.
_00

Por la definicion de la derivada de una distribucion se ob-
tiene que hI = Dh.

Aplicando la integracion por partes varias veces, se
obtiene inmediatamente el siguiente teorema.

TEOREMA 10. Sea h ~ G una 6unu6n nO-e-6tandaJr. de ia
uit6e (Coo) qu.e ..6aLi/.> 6ac.e fa c.oneUuon dada en e.t TeoJtema 9.

La i -M,tma deiusia.da de .ta eU..6:tJUbu.u6n h dada poJt (2),
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hCi) e:::: fJ I, as -i.gua.t a fa d£.6tJz..,i.buci.6n. deteJLmi.n.ada pOlL fa 6u.n.-
u6n. n.o e4tcfudM Dih e:::: G, esxo e4:

00

<h(i) ,f> = Est J (Dih)(T)f*(T)dT
-00

(4)

~':donde f es fa ex:te.n6-i.6n. n.att..Vt..a£de. fa 6u.n.ci.6n. f e:::: f).

Existen funciones no-estandar que no son distribuciones,
por ejemplo, si 0 es un modele no-estandar de la funcion del-
ta de Dirac, 82,03, ... son funciones de la clase G perc no son
distribuciones. Sin embargo, tenemos el siguiente teorema que
garantiza que toda distribucion es funcion no-estandar de la
clase G.

TEOREMA11.SeaTu.n.aciUt!L-i.buci.on. enton.c.e4 e.xiAte
u.n.a 6u.n.uon. n.o-e4tcfudaIL h E: G tal que.

00

<T,f> = Est J h(T)f*(T)dT
_00

(5)

palLa xodo f e:::: fJ, donde /: e.s fa e.xten6-i.on. natuJta.i.. de f. Ade.-
mf.6, .6e. pue-de e4c.ogV1. h e.n. fa da.oe (Coo).

Demostracibn. Sea p (t) la funcion real dada en el ejem-
n

plo 4, 0 sea:
00p Ct ) E: (C )n

p (t) ~ 0 para todo tn
p (t) 0 si It ]

1= > -n n
00

J P(t)dt = 1.
-00 n

nice

Figura 6

Si T c ~I (una distribucion) y f cf). Es conocido y se demues-
tra en los libros de teorla de distribuciones que
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<X>

lim J <Tt,Pn(t-x»f(x)dx = <T,f> ,
n-+<x> -<X>

(6)

donde Tt denota aplicacion de T a Pn(t-x) como funcion de t.
Sea

<Tt,p (t-x» = h (x)n n

entonces el limite (6) puede escribirse como:
00

<T,f> = lim I h (x)f(x)dx,
n-+<x> -00 n

o sea que
<X>

<T,f> = Est J h(T)f*(T)dT
-00

donde h = gen(h ) y f* es la extension natural de f. Notese
n

<X>que es facil dernostrar que h e: (C ) para todo n , 0 sea que
n

<X>h e: G es de la clase (C) .•

§9. Algunas apl icaciones.

EJEMPLO 20. Resolver la ecuacion diferencial

f" + 3f' + 2f = 6(x)

En la teoria de distribuciones es necesario emplear el proce-
dimiento relacionado con la transforrnacion de Fourier y la
convolucion para obtener la solucion de la ecuacion diferen-
cial del tipo (1). Sin embargo, podernosresolver directamen-
te la ecuacion (1) al aplicar el concepto de funciones no-es-
tandar de la clase G. Supongamos que 0 = gen(o ) con:n
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= {:

1en (O'n )

on(x) (2)
en otra parte

Si f €: G, f = gen(f ), entonces la ecuacion (1) se convierten
en:

(f )" + 3(f )' + 2f = ° (x)n n n n (n=l,2,...) (3)

asi se obtiene:

-x -2x x -2xf (x) = A e + B e + e- g (x) - e h (x) (4)n n n n n

donde A , B son constantes, y
n n

{ 0 si x~ 0
x t n(eX-1) 1g (x) = f e ° (t)dt = si o ~ x ~n n

n(e1/n_1) 1 n
-00 si x >;- .-n

r si x~ 0
x 2t n 2x 1h (x) = f e 0n(t)dt = ~e -1) si o ~ x s;n 1 n

_00 .g.c e2/n-1) si x ~-2 n

Sean g = gen(g ), h = gen(h ), A = [(n)] , entonces:n n

= { :<eT-1) ~ AT

si T ~ 0

g(T) si 0 ~ T ~
1

A(e1/A_1) :::1 1 A
si T >;-X

r T ~ 0

h(T) 2T AT si 1= ~A(e -1) z ~ T~"X
~A(e2/A_1) 1 si T 1~"X

Por 10 tanto, tenemos la siguiente solucion general de la
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ecuacion diferencial (1):

-T -2T -T -2T= Ae +Be +e g(T)-e h(T) (4)

s,

donde T e: R" y A, B son constantes no-estandar. Observese que
g(T) y h(T) son modelos no-estandar de la funcion de Heavi-
side; si se define H e: G por

H(T) = \
0 si T ~ 0

AT si 0 ~ ~
1

T X-l1 si T ~A

(5)

entonces

1

o 1
X

T

Figura 7

ht r ) ::::H(T).

De (4) tenemos:

(6 )

~ -T -2TNotese que eye son extensiones naturales de las funcio-
-x -2x .nes exponenciales e . y e ,respectlvamente.

EJEMPLO 21. Resolver la ecuacion diferencial

2
f " + 3 f' + 2f = (0( x ) ) ( 7)

Esta ecuacion no tiene significado alguno en el marco de la
teor1a de distribuciones, perc s1 podemos resolverla en nues-
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tra teorla precisando 0 como una funcion no-estandar de clase G.
Supongamos que

{

1
. A en (0, X)

O(T) =
o en otra parte,

(8)

donde A es un numero ~n6inito po~itivo. Hacienda un calculo si-
milar al caso del ejemplo 20 se obtiene par solucion de (7):

(9)

donde £(T) es una funcion de valor infinitesimal para todo
s; .t.

T e:: lR", A,B e:: s". Es interesante observar que la so.Luc Lon de-
pende de la ~eogencia del numero infinito A (es decir, la so-
lucion varla seglinel modelo escogido para la funcion delta de
Dirac 0).

EJEMPLO 22. Resolver la ecuac iSn diferencial

f" + 3f' + 2f = T(O(T»2 , (0)

donde o:lR* ~lR* es la funcion no-estandar dada par (8).
Hacienda un calculo similar al caso del ejemplo 20 se

ob t i.euepar so.Luc icn

-2T -T -2Tf(T) = Ae + e p(T) - e q(T) (11)

donde
0 si T ~ 0

p(T) 2 T T } 1 A2 2 . 0
1= A he +(1-e ) ::: '2 T Sl ~ T ~ X

Ae1/A+A20_e1/A) ~ si 1
::: T ~X
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o Sl 0 ~ T
si 0 1

~ T~>:
si 1T ~>:

Utilizando la funcion H E G definida en el Ejemplo 20, poclemos
escribir la solucion (10) como sigue

(12)

Observese que H2
E G es tambien un modelo no-estandar de la

funcion de Heaviside. •
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