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FUNCIONES NO-ESTANDAR

Y TEORIA DE DISTRIBUCIONES

por

Yu TAKEUCHI

ABSTRACT. Any sequence of real functions (fn)
induces 3 function f = gen (f,) in the non- standard
reals R" by taking the ultraproduct I<R,f>/F (F a
non-principal ultrafilter). This paper studles the
algebra and the caculus of the functions so obtained.
Derivatives and integrals are defined as the obvious
non-standard extensions of the corresponding real
operators. Continuity 1nstead,'1s defined via the
pseudqmetrlc induced by R in R” (f is continuous in
o €eR” if f(o+e) =~ f(a) for infinitesimal €). Finally,
it is shown that any Schwartz distribution T is re-
presented by a non-standard function f of this kind,
in the sense that for any test function g

<T,g> = f t(T)g (1)dr

where g is the canonlcal extension of g to R

Introduccidon. Sea S la coleccidn de todas las sucesio-

nes de niimeros reales, dado un ultrafiltro regular (ultrafil-
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tro de Frechet) F  en N, es decir, un filtro maximal que con-
tiene todos los subconjuntos de N cuyo complemento es finito,

se establece una relacidn de equivalencia, v, en S:
a)n (b si {n:a_=b )} eF".
( n) ( n) { i n}

ofs
Sabemos que el espacio cociente R® = §/% es un cuerpo de ni-
meros no-estandar, si se definen las operaciones y el orden

adecuadamente.

En el presente articulo utilizaremos la siguiente nota-
cidn, siguiendo una costumbre ya bastante generalizada (véase
por ejemplo [4]).

[(an)]: un ndmero no-estédndar, la clase en R* represen-
tada por la sucesidn (an). Entonces (an) N (bn) si y sdlo si

[(a ] =[]

Est.o: la parte estdndar del nlmero o €R .
o =* 0: 0 es un nimero infinitesimal.

o= B: oy B difieren en un nimero infinitesimal, o sea

a-R es un nlmero infinitesimal.

ofs
Si f:R + R es una funcidn real, la funcidn f :R + R

definida por:

£ = £([GD = [(£x)]

ofe

donde T = [(xn)] e R , es la extensi6n natural de f al cuer-
po R".
Sea (fn) una sucesidn de funciones reales, entonces la

correspondencia

X —> [fn(x)] R’
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es una funcidn de R en R”. Esta funcidn de R en R*, utilizada
por algunos autores (véase [2]), no representa cabalmente el
comportamiento de la sucesidn (fn) como se observa en el si-

guiente ejemplo.

EJEMPLO 1. Sean: gn(x) = 0 para todo x real y

1
n en (O’H)’

§ (x) =
n
0 en otra parte

entonces (5n) tiene un comportamiento muy diferente al de la
sucesidn nula (gn), pero ambas sucesiones determinan la mis-
ma funcidn de R en R*. En efecto, dado x > 0 real existe N
tal que %—< x, entonces 5n(x)'= 0 para todo n > N, o sea
{n:Gn(x) = 0} 2 {n:n > N} €F", 1o cual comprueba que

(5n(x)) " (0) para todo x real.

Ahora bien, correspondiente a una sucesidn (fn) de fgun-
ciones reales podemos definir también una funcidn £:R > R

como sigue

£:1 = [(x)] == £(1) = [(£_(x )] (h,

El propdsito del presente trabajo es el analizar las funcio-
nes de R* en R* asi generadas por sucesiones de funciones rea-
les, y demostrar que toda distribucidn de Schwartz es repre-
sentada por una tal funcidn no-esténdar. Ademds, como no todas
estas funciones son interpretadas como distribuciones, la teo-

ria de funciones no-estidndar nos ofrece una teoria mas amplia

(1) esto corresponde a tomar el ultraproducto.
R*,£> = <R, >/ .
n
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que la de distribuciones (ver el Gltimo pardgrafo para algunas
aplicaciones). No presupondremos ningin conocimiento de ldgica

matematica.

§2. Funciones no-estandar de la clase G.

DEFINICION 1. Sea (f ) una sucesidn de fun01ones rea-
les. Se define una funcidn no-estindar f: R. -+ R COmoO Se ex-

plicd en la seccidn anterior:

£: 1 = [(x )] — £(1) = [(£,(x))]

Es facil ver que la funcidn estd@ bien definida. Decimos que

f es generada por La sucesddn (f), y la denotamos por
= gen(fn).

La siguiente propiedad es féacil de comprobar:

(i) Sean £ = gen(f) ¢y g = gen(g ); f=g 840y 5520
AL {n:fn =t 8y } = F", £> g 84 y 8680 34 {n: f T & } E:F

Sean G la coleccidn de todas las funciones no-estandar
generadas por sucesiones reales, entonces tenemos las siguien-

tes propiedades, las cuales muestran que G es un dlgebra muy
rica.

(ii) Sea f:R > R una funcién real. La extensién natu-
nat de £, £, pentenece a La clase G. En efecto, £ =
ganlf T cauphpineds

(iii) Una funcién constante de valor no-estdndar pente-
nece a G. Sea f:R* s Rx una funcidn constante de valor

B = [(bn)]' Entonces f = gen(fn) donde f_ es la funcidn cons-
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tante de valor real bn'

(iv) Sean f,g e« G, entonces ftg, fg, fog, max(f,g), | £],
1/f (cuando £ no toma valor nulo en RY) y £+ (cuando £ es
wio a uno) pertenecen a G. En efecto, si f = gen(fn) y g =
gen(gn) entonces estas funciones son generadas por (fnign),
(f.g), (£og ), (max(f_,g ), (|£.]), (1/£) y (£1), res-
pectivamente. En los dos Gltimos casos no se pierde genera-
lidad al suponer que las fn no toman valor nulo o son inver-
tibles. En general, G contiene todas las funciones defini-
bles de una manera elemental, como la funcidn caracteristica
del conjunto de los ceros de f € (G, la funcidn caracteristi-

ca de un intervalo no estandar cualquiera, etc.

(v) G contiene funciones no-estdndar que no son exten-
siones naturales de funciones reales. Por ejemplo cualquier
funcidn de valor constante infinitesimal distinto de 0. Tam-

bién estdn los ejemplos siguientes que se usaran mds adelan-

te.
EJEMPLO 2.
e N
i E v 6n
! R N
: ' 2eq
; ; !
-£ O T —en 0 en e

Figura 1
Sea §:R" + R definida por:
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s
S(adz= o6 “c

si -€ <T <€

0 en otra parte,

donde € = [(en)] es un nimero infinitesimal positivo (sin pér-
dica de generalidad, podemos suponer que e > 0 para todo n).

Definimos la funcidn Gn:R + R por

5&—- si -en < x < en
6n(x) = n

0 en otra parte.

SiT= [(xn)] €R con -€ < T < €, entonces
{n:i-e_ <x<e } €©F",
n n
pero como:

{n:én(xn) B 2-1_—} B {n: _en % xn s en}

entonces se debe tener que

i, = [(ly] = 1.
8(t) = [(8 (x ] = [(2en)] F e
Esto comprueba que la funcidn no-estdndar § es generada por
(Gn), o sea 8§ € G. Ahora, supongamos que § es igual a la ex-
tensidn natural de alguna funcidn real f, es decir § = £,

Como fh es generada por la sucesidn (f,f,f,...) se debe tener

(propiedad (i)):

{n:§_ = £} € F*,
n

esto es imposible ya que 6n # 5k para n # k (absurdo!).
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EJEMPLO 3. Sea £ un nimero

1€
infinitesimal positivo como en el
ejemplo anterior, se define £:R > R £
1 3
={Tt+€) si -e £ T 0
- - 0 €
£(1) = ‘éf(r—e) si0<T<KE
0 en otra parte , Figura 2

entonces f € G. En efecto, es ficil comprobar que f = gen (fn)
donde

2 .
(x+en)/(en) si -e €x<0,

/N

fn(x) = —(x—en)/(en)2 si 0K x<e

n

0 en otra parte

pero no es la extensidn natural de ninguna funcidn real.

EJEMPLO 4.
A/ ce
P
-4 o 1
R A A
Figura 3
Sea
n 1 ; 1
o — < =
g exp(l_n2x2 ) si |x| =
Dn(x) =
0 en otra parte
donde
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1 1
c = f exp(- ———75)dt ,
i 1-t
(o]
entonces sabemos que S (T )y ¥
5 1
[ p_(x)ax = fnp (x)dx = 1 para todo n.
2 B AR
-
Sip = gen(pn) entonces:
i

1-x212

0 en otra parte.

1

%-exp*b- ) si |1 <3

o(t) =

donde A = [(n)] es un nfmero infinito.

Existen funciones no-estdndar de R en R, que
no perntenecen a £a clase G. En efecto, el siguiente teorema
nos da una condicidn suficiente para que una funcidn no-estén-

dar no pertenezca a G.

TEOREMA 1. Sea £:R° +R* wa funcibn no-estdndarn. SL
existe un intervalo no-estdndarn [o,B] tal que su imagen inver-
sa pon f es no-vacia, acotada superionmente (resp. inferion-
mente) pero no posee el extremo superiorn (resp. ingerion) en-
tonces La funcibn £ no pertenece a G.

Demostracidn. Supongamos que f € G, sean

£ = gen(f ), a = [(a)], B = [(b)]
con a_ < b_ para todo n. Sean:
n n
An = {X e1R/an < fn(x) < bn} s ng = 1’233a° LI

como la imagen inversa del intervalo [a,B] , B = f_l([a,B]),
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es no-vacia y acotada superiormente entonces se tiene que:

ot

T={n:A_#¢ vy A es acotada superiormente} € F

1"

Se define O [(xh)] € R’ como sigue:

Sup AL si neT
n

17'si ne¢T "

entonces evidentemente O es una cota superior del conjunto
B = £ 1([a,8]).

(a) Supongamos que 0 € B. Como 0 no es el extremo del
conjunto no-estédndar B existe g = [(ynﬂ e R* tal que g e B,

o < 0, O sea:
< H < < y (== F*

ésto es imposible puesto que X = Sup An’ V€ An (absurdo!).

Por lo tanto, se tiene que O €& B.

(b) Supongamos que g ¢ B. Como ¢ no es el extremo supe-
rior del conjunto no-estadndar B, existe T = [(;n)] tal que
T<o0 y T es una cota superior de B. Sin pérdida de generali-
dad, podemos suponer que ;n < X para todo n. Por la defini-

cidn del extremo superior, existe ¥ tal que

X <y, €x, a <f (y.) ¢ b sine T,

n
Sea 0 = [(yn)] entonces:
T<0<KO0 (esto es, 0 & B),
ag "6 £B (esto es, 0 € B).



De (a) y (b) hemos llegado a una contradiccidn, por lo tanto

se debe tener que f ¢ G. ®

Del Teorema 1, se ve inmediatamente que £a funcibn ca-
nactenistica del conjunto de todos Los nlmernos Anginitesimales

no pertenece a la clase G.

TEOREMA 2. Sea f = gen(fg). S& fn(x) > fo(r) und gon-
memente en [a,b] entonces £(T) = £,(1) para todo T €R,
a<T<«<b.

Demostracidn. Supongamos que fn % fo uniformemente en
[a,b] , sea

M= Sup |f (x) - £,(x)]
xe[a,b] 0

entonces M_ > 0 (n >, . Si 1T 5 [(xn)] e [a,b] entonces
A = {n:a < x < b} sF -

Tenemos [fn(xn) - fO(Xn)| <M para todo n € A, o sea
|£(T) - fO(T)I < [(Mn)]. Como M_ > 0 se tiene que [(Mn)] 20,

por lo tanto f(T) = fO(T).

EJEMPLO 5. Sea f = gen(fn) con

£ (x) = 2288 (n =1,2,3,...) -
n n

Como fn + 0, uniformemente en R, se tiene que

f(T) = 0 para todo T €R".

EJEMPLO 6. Sea f = gen(fn) con (ver el Ejemplo 1)
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n en (O,%J
£ (x) =
0 en otra parte.

Se ve que fn(x) > 0 puntualmente para fodo x neal. Pero:
. 1
A si 0<T <X

(1) =
0 en otra parte,

donde A

0 <agc L

[(n)] (un nfmero infinito), esto es, £(T) # 0 para

>Rl

§3. Continuidad de las funciones de la clase G. A

partir del presente pardgrafo se trata solamente de funciones
no-estandar de la clase G.
Sea f:R + R una funcidn real, si f es continua en a es

bien conocida la siguiente propiedad:
£ (ate) x £(a) para todo € = 0, (1)

donde £ es la extensién natural de la funcidn real f£. Ahora
bien, sea f = gen(fn); si la sucesidn de funciones reales
(f) es equicontinua en a €R entonces dado r > 0 neal cual-
quiera, existe h > 0 neal tal que lfn(a+x) - fn(a)l < r para
todo x €R con |x| <h. Sieg = [(en)] X 0 entonces

{nzlenl < h} :F*, luego

{n:lfn(a+en) = fn(a)l <r}ef >

de esto se desprende lo siguiente:
f(a+e) = f(a) para todo € = 0. (2)
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De las observaciones anteriores, extraeremos la siguiente de-

inicidn:

DEFINICION 2. Sea f:]R* > IR* una funcidn de la clase G.

Decimos que f es continua en o €R" si
f(ate) = f(a) para todo € = 0. (3)

De esta definicidn, se ve que la extensidn natural de
una funcidn real continua es continua, también la funcidn no-
estdndar generada por una sucesidn equicontinua de funciones

reales es continua.

OBSERVACION. Si f € G es continua en O ER“, entonces

oo
f es continua en B € R con o = B.

La continuidad de f = gen(fn) no implica que las funcio-
nes reales fn (generadoras de f) son continuas como se ve en

el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 7.

f (x)
n £(1)

ten te

Figura 4

Sea f(0) =0y f(t) =€ si T # 0, donde € = [(en)] es un nlmero

infinitesimal positivo, entonces tenemos que f gen(fn) con:

"
o

0 si x
f (x)=
n

& Mgiiu g # O
n

Evidentemente fn es ddscontinua en x = 0 (para cualquier n),
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pero la funcidn no-estdndar f es continua en 0 segin la defini-

cidén 2.

Obsérvese que la funcidn no-estandar generada por una
sucesidn de funciones (reales) continuas no siempre es conti-

nua.

EJEMPLO 8. Sea f = gen(fn) con fn(x) = sen(nx) (n = 1,
248 1L o811 = [(ﬂ/?n)], entonces T = 0 puesto que (m/2n)~> 0.
Ademas :

£(1) = [(£ (m/20)] = [(1)] = 1.

Asi

£f(0+t) =1 = 0 = £(0)

o sea que f no es continua en 0. De la misma forma, podemos
demostrar que f no es continua en a para cualquier a € R. Por
lo tanto, f no es continua en & «R (para cualquier a finito).

Notese que fn(x) = sen nx es continua en R (n = 1,2,3,...).

De la definicidn de la continuidad, se comprueban inme-
diatamente las propiedades conocidas para funciones continuas
reales, entre otras: si f,g € G son continuas en o R’ en-
tonces f+g, B f (B e:R*) y fg son continuas en 0; también

f/g es continua en a si g(a) # 0.

TEOREMA 3. f €6 es continua en ® = R* 8¢ y 5680 54
dado r > 0 neal cualquiera existe h > 0 real tal que

| f(ate)-f(a)| < r para todo ¢ eR* con |e| < h. (1)

Demostracidn. (1) Supongamos que f € G satisface la con-
dicidn enunciada en el Teorema. Si € ® 0, entonces lel <h

para cualquier h > 0 neal, luego | £(a+e)-f(a)| < r para cual-
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quier r > 0 neal, o sea que f(a+e)-f(a) es un Lnginitesimal,
esto es f(a+e) = f(a).

(2) Supongamos que f & G es continua en o e:R*. Sean
f = gen(fn), o = [(an)]. Dado r > 0 #eal, definimos dn(r) >0

neal como sigue. Sean

A = {|x|;|fn(an+x)-fn(an)| > r},

Inf An si An F)

4. (2} = 1 T4y
si A = @.
Ndtese que si dn(r) > 0 entonces
- < 1 <
Ifn(an+x) fn(an)] r para cualquier x real con (s)

|x| < dn(r).

Sea 8(r) = [(dn(r))] = R*, vamos a demostrar que 8(r) % 0 pa-
ra cualquier r > 0 7eal. Supongamos que §(r) = 0 para algin

r > 0 neal. Notemos primero que {n:An # g} F*. Para n con
An # @, por la definicidn del extremo inferior, existe X real

con dn(r) < Ixnl < dn(r) + 1/n tal que lfn(an+xn)-fn(an)l >r

(para todo n con A £ @). O sea:

|flat+t) - £f(a)| > r (6)

donde T = [(xn)]. Como |t]| < &8(r) + [(1/n)] = 0, se tiene que
T * 0, pero, por la continuidad de f en a, se debe tener que

f(a+t) = f(a); esto contradice a (6) (absurdo!). Por lo tanto:
8(r) * 0 para cualquier r > 0 freal.

Sea h(r) > 0 neal tal que h(r) < Est &(r). Si € = [(en)] <R
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con |e| < h(r) < 8(r) entonces:
B, = {n:le | <h(@} N {n/n(r) < a (M} <F.

De (5), Ifn(an+en)-fn(an)| < r para n e€B; por lo tanto

| f(ate)-f(a)| < v. ®

Decimos que f € G es continua es un intervalo no-estén-
dar [a,B] si es continua en cualquier punto de [a,B]. Tenemos

el siguiente teorema de continuidad uniforme.

TEOREMA 4 (continuidad uniforme). Supongamos que
fe G es continua en un interwvalo finito [aB] (o, = R*, ay
B son finitos) entonces: dado r > 0 real existe n > 0 real
tal que |£(1)-f(0)| < r para todo 1,0 € [a,B8] con |t-0| < h.

Demostracidén. En caso de que a ¥ B el Teorema 4 es tri-
vial, asi podemos suponer que 0. # 8. Sean a = Est o, b = Est B
entonces a < b, y tenemos que f es continua en el intervalo
[a,b]. Por la compacidad del intervalo Zeal [a,b] se puede de-
mostrar el Teorema 4 en forma casi idéntica al caso de la con-

tinuidad uniforme en el andlisis real.

OBSERVACION. En el Teorema 4, el intervalo [a,B] pue-
de ser reemplazado por el intervalo (a,B). En efecto, f es
continua en O ya que es continua en O+€ para € infinitesimal,

y f es continua en B ya que es continua en B-€ para € infini-
tesimal (ver la observacidn después de la definicidn 2), o sea

que f es continua en [a,B].

EJEMPLO 9. Sea f € G continua, de valor finito en un
intervalo finito [a,B], entonces la funcidn real %:R.*'R defi-
nida por £(x) = Est f(x) (x €R) es continua en [a,b] donde
a =Esta, b = Est B.
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EJEMPLO 10. Sea f € G continua, de valor finito en
un intervalo finito {a,B], entonces f(T) es acofada en [a,B]
(en el presente trabajo, decimos que una funcidn es acotada
si posee una cota gnita). En efecto, f:R + R definida en el
Ejemplo 9 es continua en [a,b] con a = Estayb = EstB, por
lo tanto la funcidn real f es acotada en [a,b], de esto se

desprende inmediatamente la acotacidn de f en [a,B].

EJEMPLO 11. Sea feG continua, de valor finito en un
intervalo finito [a,B]. Si g = (£)* (la extensidn natural de
la funcidn real f definida en el ejemplo (9), entonces se tie-

ne que:

f(t) = g(t) para todo T €R", a<T<B.

144

144

En efecto, f(x) % g(x) para todo x #eal, x < [a,b] donde

Est B. Como f y g son continuas en [a,B] se

a=Esta y Db

obtiene el resultado pedido. @&

§4. Derivada de las funciones de la clase G. Sea

£z gen(fn). Decimos que f es derlvable si
{n:frl es regular a trozos en R} € F'o (1)

fn es negwlarn a thozos en R si fn es continua en R y derivable
con su derivada continua a excepcidn de un nimero ginito de
puntos. Si c es uno de estos puntos donde no existe la deri-

vada de f , consideramos que f (c) = lim £'(x).
n n n
x>ct

La definicidn de la derivabilidad evidentemente no de-
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pende de la sucesidn que genera a la funcidén f. Asi, si
f = gen (fn) es derivable podemos suponer, sin pérdida de ge-

neralidad, que
fn es regular a trozos en R para todo n. (2)

DEFINICION 3. Si f = gen(fn) es derivable, la funcidn
f' (6 Df) dada por

£ = Df'= gen(f;) (3)

se llama la derdvada de f. Obviamente la funcidén f' € G estad

bien definida.

EJEMPLO 12.

H'(T)
H(T)
A
)1
ol 1 T 0 g T
X A
Figura 5
Sea H = gen(Hn) con
A R l-s X
n
= i 0 < x K s
Hn(x) = nx si $X <3
0 en otra parte,
entonces
e
1 .81 X—s T
1
H(T) ={ At si 0< TSy (=[]

0 en otra parte,
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Tenemos

1
. p 0<T<—X
H (1) =
0 en otra parte.

Ndtese que H es derivable, pero H no es continua en 0 ya que

H(0) = A # H(-) =0 y -y 3 0.

> =

EJEMPLO 13. Sea f = gen(f ) con f (x) = sen nx,
f no es continua en ningn punto de F., pero f es derivable,

y f' = gen(n cos nx).

COs nXx
n .

Sabemos que f(T) * 0 para todo T e]R*; f es derivable, y

EJEMPLO 14. Sea f = gen(fn) con fn(x) = -

f' = gen(sen nx). Nétese que f' € G es acotada por 1, pero

no es continua en mingn punto de R”.

Decimos que f = gen(fn) es de la clase (Cl) si
1 %
{n:f =(c )} F

En este caso, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que f e (C ) para todo n. De la misma forma, se habla de

las clases (C ¥, L0 ),...,(Cm).

EJEMPLO 15. Sea f « G de la clase (C'). Si f'(1)
es siempre finito, entonces f es continua en cualquier punto.

[(an)] < IR*; € = [(en)] un ni-

Veamos una prueba. Sean a

mero infinitesimal. Si f = gen(fn) entonces:
'
fn(an+en)-f(an) =, 8y fn(an+nn)’

donde |nn| < |en| para todo n. Asi
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flate)-f(a) = ¢ f'(a+n) s (4)

donde n = [(nn)] es un infinitesimal, puesto que |n]| < lel. Co-
mo f'(a+n) es finito, el producto £ f'(a+n) es un infinitesimal,

luego f(a+e) = f(a), o sea que f es continua en a.

EIBOLD 16. Sea £ 'G'de 1a clase (CT). 8i‘F' ef don~

tinua en 0 = R entonces tenemos:

f(at+te)-f(a)
€

x f'(a) (5)

para todo € # 0 infinitesimal. En efecto, en (4) se tiene que
f'(otn) = f£f'(a) por la continuidad de f' en a, por lo tanto se

obtiene inmediatamente el resultado (5).

OBSERVACION. Dada una funcidn real f:R = R, por un
proceso de La suavizacidn se sabe que existe una sucesidn de

funciones (fn) tal que fn e (C®) para todo n y

fn(x) — f(x) puntualmente en x,
(o)

o sea [(fn(x)] ¥ f(x) para todo x #eal. Si £, = gen(fn), en-
tonces f es de la clase (CO) y f (x) = f(x) para todo x real,
o sea que f lR y f difieren en una cantldad infinitesimal.
Naturalmente, la diferencia de f (1) y £ (T) (la extensidn

natural de f) NO siempre es 1nf1n1te51mal para T # real.

§5. Integral de las funciones de la clase G. Sea

f = gen(fn) € G. Si
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{n:fn es integrable en cualquier intervalo} € F* (1)

entonces decimos que la funcidn no-estédndar f es {nfegrable.
Evidentemente, la integrabilidad de f € G no depende de
la sucesidn que genera a f €G. Asi, si f = gen(fn) es inte-

grable, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

£ es integrable en cualquier intervalo (para todo n) (2)

puesto que si fn no es integrable (para algln n), ésta puede
ser reemplazada por cualquier funcidn integrable (por ejemplo
por la funcidn nula) sin alterar la funcidn no-estandar f.

Si f,g = G son integrables es evidente que f+g, fg, lfl

y maximo (f,g) son integrables.

DEFINICION 4. Sea f = gen(fn) € G una funcidn integra-
ble, para a = [(an)] y B = [(bn)] con a < B se define la Anfe-
gral defginida de f como sigue:

B by

[ f(tydt = [(f £ (x)dx)].
n

o %n

- EJEMPLO 17. Sea

. 1.
A g 0<T<‘X

8(t) =

0 en otra parte

donde A es un nimero infinito positivo, entonces:

B B,
[ 8(tyar =1, [ 8%(t)at = A
a o

para cualquier o < 0 no infinitesimal, B > 0 no infinitesimal.
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De la definicidn de la integral, es ficil comprobar las mismas
propiedades y formulas de integracidn conocidas de la integral

en el cldlculo real, incluyendo integracidn por partes.

TEOREMA 5. Sea f =G integrable. S{ f(T) es Anginite-
simal para todo T €R¥ en el intervalo finito [a,B] entonces

B
[ £(t)at = o.
a

Demostracidn. Dado c > 0 neal cualquiera, tenemos

|f(T)| < ¢, por lo tanto:

B B B
|[ £(t)ar| < [ [£(1)]dt € [ cdt = c(B-a).
o o o

Como ¢ > 0 es un real cualquiera, se tiene que

B
[ £(t)ar = o.
o

ANTIDERIVADA. Si f € G es integrable entonces la fun-

ot ofe
cidn F:*R -+ R definida por:

T
F(t) = [ f(1)dt (o €R) (3)
a

pertenece a G. En efecto, si f = gen(fn), a = [(an)}, :

[(xn)] entonces F = gen(Fn) con

X
F(x) = [ £ (t)dt (n = 1,2,3,...).
°n
Si F es derivable, tenemos inmediatamente que F' = f o sea que

la funcidn F € G dada por (3) es una antiderivada.
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Por otra parte, si h € G satisface
h' =0 (4)

entonces h es una funcidn constante no-estidndar. En efecto:

1

sea h gen(hn), entonces la ecuacidn (4) implica que

ofe ole
{n:h =0} €F", oseaA ={n:th_ =c_, c_ es una constante}l=F".
n n n’ n
Si escogemos hn = la funcidn nula para n & A, entonces se tie-
ne que h es la funcidn constante del valor c con c = [(cn)].

De lo anterior, se tiene la siguiente propiedad. Dos
antiderivadas de una funcién no-estdndar de la clase G di-
fieren en una constante (no-estdndar). Una (cualquiera) anti-

derivada de la funcidn f € G se denota por p~1f.

TEOREMA 6. Supongamos que £ € G posee una antideri-
vada de valorn infinitesimal, entonces para todo ge G de va-
Lon finito y derdivable con derdivada finita, se Liene que

8
[ £(1) g (1)at = 0.
o

Demostracidm. Sea F(T) una antiderivada de f del valor

infinitesimal: F'(t) = f(t). Aplicando integracidn por par-

tes:
g B
[ f(t)g(t)ar = [ F'(1) g (T)drT
o a
B B
=F(t)g (1) - [ F(1)g' (t)dT = 0
i

puesto que F(T)g(t) y F(T)g'(T) son de valor infinitesimal.

EJEMPLO 18.Si f = gen(fn) con fn(x) = sen nx enton-

ces:
COsS na - COS nX
n

-+ 0 (n+oo)

X
£ fn(x)dx =
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wilgornmemente en R, o sea que f posee una antiderivada g de va-

lor infinitesimal. Aplicando el Teorema 6, tenemos:

B
f g(1) {gen(sen nx)}dt =~ 0 ,
a

el cual es una adaptacidn no-estandar del Lema de Riemann-Le-

besgue.

§6. Modelo no-estandar de la funcidon delta de Dirac.

Decimos que una funcidn § € G es un modelo no-estdndar de la

funcidn delta de Dirac si § satisface las tres condiciones:

(i) 8(T) > 0 para todo T R
(ii) 6(t) = 0 para todo T % O.
AP
(iii) ["§(t)dT * 1 para algin o < 0 no infinitesimal y algln
o

B > 0 no infinitesimal.

Tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 7. S{ f € G e de valor ginito y continua en
0 entonces

d
[ £(1) 8(1)dt = £(0) (1)
C

donde Est ¢ < 0 y Est d > 0.

Demostracidn. Sea g € G tal que

g(t) = £f(1) - £(0) T ®R (2)

entonces g es de valor finito, y continua en 0, es decir

g(t) * g(0) =0 si T=0. Por el Teorema 3, dado r > 0 real

139



existe h > 0 neal tal que -r < g(T) < r para todo T eR” con

|T] < h. Como &8(T) > 0 para todo T eR" tenemos:

-r6(1) < g(1)é(T) < ré(1),

luego

h h h
-r[ 8(t)dt < [ g(1)8(t)dt < rf S(t)dr.
“h “h “h

Como 8(T) ® 0 para todo T # 0 se tiene:

h B B =h
[ 8(t)dar = [ 8(t)at - [8(T)dt - [ &(t)dr
-h a h a

B
z [ §(1)dt = 1.
[0
De la misma manera:

h d
[ g(t)8(t)dr = [ g(t)s(t)dr
-h c

(3)

(%)

(5)

puesto que g(1)8(t) =~ 0 para todo T # 0. De (3), (4) y (5) te-

nemos:
d
-r < [ g(t)8(T)dt < r (para todo r > 0, 4eak),
c
o sea:

d
[ g(t)8(t)dT = 0.
Cc

Por lo tanto

d
[ £f(t)8(1)dt

Cc

n

d
[ (g(T)+£(0))8(T)dT
C

d d
[ g(r)8(T)dt + £(0)f 8(1)dr = £(0).
(o] C
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Todas las funciones no-estdndar dadas en los ejemplos 1,
2,3,4 de los pardgrafos 1 y 2 son modelos no-estandar de la

funcidn delta de Dirac.

Una antiderivada de §:

T
-1
(D°8)(t) = [ 8(t)at  (Est c < 0)
c
satisface evidentemente las siguientes propiedades:

D-16 € G es acotada,
(0~ 18)(1)
(0~ 18)(1)

ofe
0 si TER , negativo no infinitesimal.
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1 si Te R", positivo no infinitesimal.

Y

Una funcidn acotada y derivable H(T) € G que satisface
las dos condiciones siguientes se llama un modelo no-estdndar

de La funcidn de Heavdisdide:

G H{T)is0s5 T E'Rx, T €,, para algln infinitesimal ne-
gativo €, -
%

(ii) (1) * 1 siTe R, T > €,, para algln infinitesimal po-

sitivo 81.

La funcidn H dada en el Ejemplo 12 es un modelo no-estan-

dar de la funcidn de Heaviside.

El siguiente teorema nos muestra que H' también satis-
dace la férmula (1) a pesar de que H' no siempre satisface
las condiciones (i) y (ii) de la funcidn §, dadas en la defi-

nicidn de §.

TEOREMA 8. Sea f € G de valor ginito, derivable con
derivada acotada. S4 £ es continua en 0 entonces

d
[ £(T)H'(1)dT = £(0) (6)
c
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donde H es un modelo no-estdndar de La funcibn de Heavisdide y
Est ¢ <0, Est d > 0.

Demostracidn. Aplicando integracidn por partes,

d d
[ £(T)H'(1)dt = £(d)H(A)-f(c)H(e) - [ £'(T)H(T)dr
C C
d (7)
~ £(d) - [ £'(DH(T)d .
Cc

Tenemoss por otra parte,

d 54 w2
[ £'(T)H(T)dt = [ £'(T)H(T)dt + [ £'(T)H(T)dT
c c €1
d
+ [ £'(1T)H(t)dt.
€2
Pero
E2
f fr(t)H(T)dT * 0, puesto que f'(T)H(T) es acotada.
€
1
By
f f'(1t)H(T)dT = 0, puesto que f£'(T)H(T) = 0.
c
d d

j £'(1)H(T)dt = [ f'(t)dt, puesto que H(T) ® 1 y f' es acotada.
82 €9
Por lo tanto

d d
£ £1(DH(T)AT = [ £'(1)dT = £(d)-f(e,). (8)

&2
Reemplazando (8) en (7):

d
J £f(OH' (1)dt ~ £(e,) = £(0)
C

ya que €, ¥ 0 y f es continua en O. .
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EJEMPLO 19. Sea H = gen(Hn) con

%_sen nx (x # 0)
X

X
H (x) = _flhn(x)dx, h (x) =
(x=0)",

3D

entonces H es un modelo no-estdndar de la funcidn de Heaviside.
En este caso, (6) es una adaptacidn no-estdndar del teorema de

Jordan. 8

5§8. Representacién no-estandar de las distribuciones.

o
Sea D el espacio de todas las funciones reales de (C ) con so-
porte acotado. Una sucesidn de funciones (reales) en D, (fn),

converge a fo en O si:

(i) Existe M > 0 tal que fn(x) = 0 si |x| > M, para todo n,
5% k Kk
(i) £ + £, y DM »Bf

cada k =1,2,3,... .

0 und jormemente en [—M,M] para

Un elemento T €' (el espacio dual de D) es una distai-
bucibn, o sea, T es una aplicacibn Lineal continua de ¥ en R.
Denotemos por <T,f> el valor de la distribucidn T aplicada a

fed.

Segln el Teorema 7, una funcidn §& G, que sea un mode-
Lo no-estdndar de La funcibén delta, determina la distribucidn
delta por:

oo

<8,£> = Est [ §(T)E*(1)dr. (1)

-~

donde f es la extensidn natural de f€ 9. (La notacidn
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© M

f ...dT significa la integral f ...dt para un M > 0 donde
—00 -M
[—M,M] contiene el soporte de la funcidn f.)

En forma mds general, tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 9. Sea h G una funcidn no-estdndarn tal que
dado un intervalo ginito existe alguna antiderivada (de on-
den k para alglin 'k > 0) acotada en L. Entonces La funcién h
deteumina una distribucién (La denotamos también porn h) pon:

oo

<h,£> = Est [ h(T)£ (T)dr (2)
e . ]
donde £° es La extensibn natwwl de f.
Demostracitn. Dado £ € ¥, sea [—M,M] un intervalo que
contiene el soporte de f. Supongamos que D h es acotada en
[—M,M] entonces aplicando k veces integracidn por parte tene-

mos: 5 M
[ n(o£(tdr = [ h(T)f (1)d
o "M

-1 % & P %
= (D RN(DE ()], - [ (@ )(T)(DE ) (T)dr
-M
— Kl sk k %
= (-1)° f (DR (@D ) (1)ar, (3)
-M

puesto que f“(T),(Dfx)(T),...,(Dkfx)(T) son nulos en T = *M.
Por la acotacidn de la funcidn (D-kh)(T) en el intervalo
[-M,M], la integral en (3) toma valor finitoy

(oo}

Est f h(T)f“(T)dT es un nUmero real.
[ o]

Por otra parte, si fn -+ fO en 9, entonces existe un intervalo
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[—M,M] tal que los soportes de fn (n =1,2,3,...) estédn con-
. » k ]

tenidos en &l. Como D frl - D fo uniformemente en [—M,M], en-

tonces la foérmula (3) garantiza la continuidad de la aplica-

cién h:) * R. =

Si la funcidn no-estandar h € G determina la distribu-

cidn h €9', entonces la derivada Dh € G determina la deriva-

da de la distribucidn h' €9'. En efecto, para f €9 tenemos:
S ofs M )
[ (Dh)(1)f (1)dt = [ (Dh)(T)f (T)dr

- 00 M

. MM
h(r)f“m‘ - [ h(D) () (1)t
e

" th(T)(f')*(T)dT ,

nétese que (£')” (la extensidn natural de la funcidn f') es
igual a Df (la derivada no-estdndar de £f° € G). Por lo tan-

to, tenemos

oo}
<Dh,f> = Est [ (Dh)(T)f (T)d
-0
oo .
= - Est [ h(T)E') (1)d = - <h,f'>.
-00

Por la definicidn de la derivada de una distribucidn se ob-

tiene que h' = Dh.

Aplicando la integracidn por partes varias veces, se

obtiene inmediatamente el siguiente teorema.

TEOREMA 10. Sea h € G una funcidn no-estdndar de La
clase (C) que satisgace La condicién dada en el Teorema 9.
La i-ésima derivada de La distribucibn h dada por (2),

145



p¢d) €', es igual a La distribucibn determinada por La fun-
cibn no esténdar D'h € G, esto es:

(o]

a6 = Est [ M) (D (T)at (4)

0

donde £ es La extensibn natural de La funcién £ 9.

Existen funciones no-estdndar que no son distribuciones,
por ejemplo, si § es un modelo no-estandar de la funcidn del-
ta de Dirac, 62,63,... son funciones de la clase G pero no son
distribuciones. Sin embargo, tenemos el siguiente teorema que
garantiza que toda distribucidn es funcidn no-estdndar de la

clase G.

TEOREMA 11. Sea T una distrnibucion, entonces existe
wa funcidn no-estindar h € G tal que

[ee]

<T,£> = Est | h(T)£ (T)dT (5)

-0

para todo £ e, donde £ es La extensibn naturnal de £. Ade-
mis, se puede escoger h en La clase (CV).
Demostracidn. Sea pn(t) la funcidn real dada en el ejem-

plo 4, o sea:
n/ce

p_(t) € (™)

Dn(t) > 0 para todo t

p (t) =0 si [t] >%

Si T<®d' (una distribucidn) y f €9. Es conocido y se demues-

tra en los libros de teoria de distribuciones que
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[ee]

lim [ <T

n>e —©

t,pn(t—x)>f(x)dx = 4T £ » (6)

donde Tt denota aplicacidn de T a pn(t—x) como funcidn de t.

Sea

<Tt,pn(t-x)> = hn(x)

entonces el limite (6) puede escribirse como:

oo}
<T,f> = lim [ h_(x)f(x)dx,
n—>c ~oo .
O sea que
0 e
<T,f> = Est [ h(T)f (T)dT
-0

donde h = gen(hn) vy £ es la extensién natural de f£. Notese
que es facil demostrar que h € (c”) para todo n, o sea que

h € G es de la clase (Cm). L]

59. Algunas aplicaciones.

EJEMPLO 20. Resolver la ecuacidn diferencial
f" + 3f' + 2f = §(x) (1)

En la teoria de distribuciones es necesario emplear el proce-
dimiento relacionado con la transformacidn de Fourier y la
convolucidn para obtener la solucidn de la ecuacidn diferen-
cial del tipo (1). Sin embargo, podemos resolver directamen-
te la ecuacidn (1) al aplicar el concepto de funciones no-es-

téndar de la clase G. Supongamos que § = gen(én) con:
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n en (O,%—)

5n(x) - (2)
0 en otra parte

Si fe6, £ = gen(fn), entonces la ecuacidn (1) se convierte
en:
n 1 - -
(fn) + 3(fn) + 2fn = én(x) (n=1.2,.4:) (3)
asi se obtiene:
_ -X -2x -X —2xh
f(x) =A e +Be +e g (x)-e (x) (4)
n n n n n

donde An’ Bn son constantes, y

0 six<O0
Xt 1
gn(x) = f e Gn(t)dt = n(e*-1) si 0<x< =
— n(el/n-l) si x >~%
% 0 six<0
hn(x) =4 e2t6n(t)dt = %feQx—i) si 0 €£x< %
- n 2/1’] B 1
§(e -1) si x > &
Sean g = gen(gn), hi'= gen(hn), A= [(n)], entonces:
0 si T 0
g(t) ={ MeT-1) = At siO<TSZ %
1/A K 1
Ale -1) 21 siT Z'X
0 TLO
h(t) ={ 3(e’T-1) = Mt si <t <}
2/A 1
Mile™ 1) . 18l % >3

Por lo tanto, tenemos la siguiente solucidn general de la
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ecuacidn diferencial (1):

= 2 = i
£(1) = Ae T+Be 2T+e Tg(1)-e 2Th(T) (1)
donde T € R" y A, B son constantes no-estindar. Obsdrvese que
g(1) y h(T) son modelos no-estindar de la funcidn de Heavi-

side; si se define H € G por

0 siT<O
HT) = { At sio<tT<k (5)
1 siT 2 %
entonces
1+
H(T) '
0 1 T
X
Figura 7
g(t) = H(T) h(t) = H(T).
De (4) tenemos:
eCRrcLomiFT 867 L e N e~ (6)

K -T -2T . .
Notese que e y € son extensiones naturales de las funcio-

. -X -2x .
nes exponenciales e y e , respectivamente.
EJEMPLO 21. Resolver la ecuacidn diferencial
2
1 + 3f' + 2f = (6(xr)) (7)

Esta ecuacidn no tiene significado alguno en el marco de la

teoria de distribuciones, pero si podemos resolverla en nues-
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tra teoria precisando 8 como una funcidn no-estandar de clase G.

Supongamos que

1
A en (0, )
§(t) = X (8)

0 en otra parte,

donde A es un nlimero Anginifo positivo. Haciendo un cdlculo si-

milar al caso del ejemplo 20 se obtiene por solucidn de (7):

f(t) = Ae-T+Be—2T+A{e-T-e—2T}{H(T) + (1)} (9)

donde €(T) es una funcidn de valor infinitesimal para todo

T e:R*, A,B E:R*. Es interesante observar que la solucidn de-
pende de la escogencia del nimero infinito A (es decir, la so-
lucidn varia seglin el modelo escogido para la funcidn delta de

Dirac §).

EJEMPLO 22. Resolver la ecuacidn diferencial

ofa
«w

f" + 3f' + 2f = T((S(T))2 5 Te R (10)
donde 6:R” +R" es la funcién no-estandar dada por (8).
Haciendo un cdlculo similar al caso del ejemplo 20 se

obtiene por solucidn

£(1) = 8672 4 & Tty v e 4w (11)
donde
0 si.T<.0
2
p(1) = k2{TeT+(1—eT)} % 1/2)\2'[ si 01K %

1/X

J+% % . gl T

T
et A 2(1e L
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0 S 0 =2
2 2T
a(1) = { M Prre T 1-e"N} 2 212 s1 0 s T < 3
2/A
a2 t1-e™ 5 k& siT 35 .

Utilizando la funcidn H € G definida en el Ejemplo 20, podemos

escribir la solucidn (10) como sigue

£(1) = Ae T4Be T ag{H(1)} (e T-e" 2Ty | (12)

Obsérvese que H2 € G es también un modelo no-estadndar de la

funcidn de Heaviside. 1§
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