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SUR LA LOGIQUE DE PREMIER ORDRE
, , *ET LA THEORIE DES CATEGORIES

par

Jorge HERRERA

RESUMEN. Dada una teoria de primer orden T, se es-
tudia la categoria M(T) de modelos de T agrupando resul-
tados dispersos de teoria de modelos y se establecen
equivalencias entre las propiedades categoricas de M(T)
y las propiedades sintacticas de T. Por ejemplo, se
muestra que el functor olvidadizo G:M(T) + Conjwtto~ es
mon§dico (tripleable) si.y solamente si T es Horn con-
vexa positiva, se dan tambien condiciones necesarias y
suficientes sobre T para que M(T) sea una categoria abe-
liana.

§o. t n t ro d u c c ion . Kan a introduit la notion de Foncteur Ad-
joint [Kan D.N., Adjoint Functo~, Trans. A.M.S. 87 (1958),
294-329] et Freyd [Abetian Catego~~, Harper and Row 1964J a

* Version escrita de una conferencia presentada en el V Sim-
posio Latinoamericano de Logica Matematica, Bogota, Julio
de 1981.
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trouve Ie Theoreme du Foncteur Adjoint. D'autre part, Mal'cev
introduit les quasivarietes et avec Gratzer developpe l'al-
gebre universelle. Le pont entre les idees de MacLane, Kan,
Freyd et celles de Mal'cev et Gratzer est fait grace aux
theories convexes de Bacsich etHughes, [3]. Les resultats sont
les suivants. Soit L un langage de premier ordre, T une
theorie de L, M(T) la categorie de modeles de T et G Ie fonc-
teur d'oubli de M(T) vers les Ensembles; a des fonctions de
Skolem pres, on a les equivalences suivantes:

Propriete categorique Propriete syntaxique

M(T) est complete et G a un Adjoint
M(T) est presque complete

Test une quasivariete
T est Horn convexe ou T
est Horn universe lie

G est monadique T est Horn convexe et po-
sitive ou Test une va-
riete

etc ...

Soit L = {R, ...F,...c, •..} un langage de premier ordre,
les symboles de relations sont R, •.. , les symboles des fonc-
tions sont F,..., les symboles de constants sont c, ..• Soit
Tune theorie de L. Les notations· sont celles de Chang-Keis-
ler [1973J, un mode.le de L ou une realisation de L crest la
meme chose.

0.1. DEFINITION. Soit M(L, T) la cat egor ie de f.i n Le
de la maniere suivante. Les objets sont les modeles de T. Si
A et B sont deux objects de M(L,T), les fleches f:A + B sont
les applicctions eusemblistes de A dans B, verifiant:

(a) pour tout symbole de relation Ran places et tout n-uple
n(a

1
, ... ,an) E A :
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(b) pour tout symbole de function Fan variables et tout n+l-
uple (al, ... ,an,b) E An+1:

(c) pour toute constante c (realisation de c): f(c) = c.

On ecrira parfois M (T) a la place de M (L,T) .

0.2. DEFINITION. On appelle non~~eu~ d'oubf~
G:M(T) -to Ens Le fonc teur- defini par G(A,R, .. ,F, .. ,C, ... ) = A
et G(f) = f.

§1. Objets initiaux de H(T).

1.1. Nous appellerons objet ~nitiaf de M(T) tout objet
A de M(T) tel que pour tout modele B de T il existe un et un
seul homomorphisme h de A dans B.

1.2. Nous appellerons nonmufe p~, toute formule ¢(x)
de la forme

1.3. DEFINITION. Nous de f inirons Le modele ALT de
la fagon suivante: soit

A = {¢(x) E LI¢(x) est pure et T I 3lx¢(x)}
43



au 3lx<!J(x) est 3x[<!J(x) A I/z«1><z) = <!J(x) -+ z = x)]. Soit'V la

relation d'equivalence sur A suivante:

Soit n:A -+ A/'V la projection canonique. On definira ALT par:

g(ALT) = nCA},

(a) ALT F R [rr<!Jl"" ,rr<!Jn] si et seulement si

(b) F(rr<!Jl, ..• ,rr<!Jp) =n(<!J(x», au ¢(x) est la formule

(c) c = n(x = c).

1.4. PROPOSITION. On a. ,e.u pJtopJL-i.Uu de. ALT:

t[rr<!Jl, ... ,rr<!Jn] = rr(<p(x»,

ou. <!J(x) est: fa. ooJtmule. 3xl .•. xn(<!Jl(xl)A ... A<!Jn(Xn) A

(x = t(xl, ,xn»).
(II) Soit <P(x

l
, ,xn) une. ooJtmule. atomique. de. L, a.lo~

,

n
.6i ei: .6eLlleme.rz:t.6i T ~ 1\ <!J.(x.) -+ <P(xl' ... , xn) .

i=l 1 1

(III) Si ALT 1= T, e.t <P(x) e: A alo~ ALT F <!J[n<P].

(IV) Si ALT 1= T, a.lOM ALT est: un obje.t initial de. M(T).
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1.5. PROPOSITION. S-<' M(T) a un mode.te. ~a1. AO'
a1.0tU; AO eAt -WoYnOJt.phe.;r ALT.

Demonstration. La demonstration est implicite dans Krei-
sel: Model the.oJt.e.t-i.e -<.nv~~, the Theory of Models, Addison,
Henkin, Tarski editors, North Holland 1965 .

1.6. THEORt:ME. M(T) a un objet -<'nil-i.a1. -6-<' et: -6e.ule.-
me.nt -6-<'ALT 1= T.

1. 7. Nous appellerons consxard« i.mpUe;;te. de T toute
formule ¢(x) c A.

1.8. Soit X un ensemble. On definit Le langage
LX = L + {CA I A e: X} avec C A nouveau symbole de constante. On
definit la theorie TX par

1.9. THEOREME. LeA pJt.OP0-6;U0n-6 -6LLivanteA soni: e.qLLi-
va1.e.nteA :
(a) G:M(T) -+ Ens a un adjo-<.nt,
(b) ALXTX 1= TX' po uJt chiu; ue. ens e.rnb£.e. x.

§2.Sur Jes theories Horn convexes.

2.1. Les definitions de Um;te., c.o.t..i.mU.e., noqau, c.ate.-
goJt.-i.e., categorie c.omp£.ete., ••• sont celles de la theorie des
categories [Pareigis, 1970J. On dira qu'un produit (resp. no-
yau, resp. limite) de M(T) est eanon-<.que. si Ie foncteur

G:M(T) -- Ens
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Ie preserve. On dira que M(T) a des p~~que p~od~ si M(T)
a des produits, sauf eventuellement Ie produit de la famille
vide. On dira que M(T) est p~~que c.ompfUe si M(T) a des
presque produits et des noyaux. Un produit (resp. un presque
produit, un noyau) est Qanonique si Ie foncteur G Ie preserve.
On dira que M(T) est canoniquement c.ompfete (resp. eanonique-
ment p~~que c.ompfete) si M(T) est complete (resp. p~~que c.om-
pfete) et si G preserve les limites (resp. presque limites).

2.2. PROPOSITION. Soil M(T) c.ompfde. Lcu, c.onc£.i.,t.i.on.6
.6 uA..vantes .6 0ni; eq iu.vale ntcu,
(a) G a un adjo~ntJ
(b) M(T) est. c.anoMquement c.ompfde.

Demonstration. [Freyd, 1964J et [Freyd, 1965J.

2.3. M(T) est appelee c.onvexe si les conditions suivan-
tes

A,B,C 1= T, Ace, Bee,

entralnent An B t= T. Test conve.xe si M( T) l'est.

2.4. PROPOSITION. S~ M(T) a des p~cu,que pMd~ cane-
. MqUe.-6, aions f~ c.on~on.6 siuvanxe» .6 ont: equA..valentcu,:

(a) M( T) a des noqaux. c.anoniq ucu,,
(b) M(T) cu,;t c.onvexe·

Demonstration. Exercice.

2.5. REMARQUE. Soit M(T) presque complete et soit
f:A + B une fleche de M(T). Soit C l'ensemble de classes d'iso-
morphisme de monomorphismes

h.:A. -~B
l l
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tels qu'ils se factorisent par f:

f gi h ,
A~B=A-A.~B

.i

alors Image(f) = produit fibre des h ..
.i

2.6. PROPOSITION. Soil M(T) p!l.uque c.omptUe ex
f,g:A ~ B deux 6tec.h~ de M(T). S'il exi6te h:B + C avec.
C 1= T et: hf = hg , atOM il exi6te Coker(f,g) dans M(T).

Demonstration. Soit Ie diagramme suivant:

On a h2 mono, hi epi et h1f = h1g. M(T) est co-w~ll powered
[Freyd, 1964J. Soit C Itensemble d'objets quotients p de B
tels que pf = pg. Soit but(p) Ie but de Ia fleche p. Soit
Ie diagramme suivant:

alors Coker(f,g) = Image( [pJ).

2.7. PROPOSITION. Soil M(T) p!l.uque c.omptUe e;t

f,g:A ~ B deux 6te.c.h~ de M(T). Sril eU!.>te h:C -+ A avec.
t 1= T e;t fh = gh, atO!L6 il exi6te Ker(f,g) dano M(T). M(T)
P!l.e..6quec.ompiUe veui: ciUte que M(T) a des c.oLi.JnUu, .6au.6

peut UJz.e t' 0bj e;t irU:ti.ai..
x·

2.8. Etant donnee une famille F = (A. ~ C) des fLa-
l

ches de M(T), on dira qu'un sous-objet C' ~ C !l.eduil F si
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chaque x. se factorise par x:
1

X·
A. ~C = A. -C' ~C
1 1

F engendAe C si aucun sous-objet propre de C ne reduit F. On
dira que {A.} engen~e C au moyen de {x.} si x.:A. ~ C engen-

1 1 1 1

dre C.

2.9. PROPOSITION. Soil {A.} une 6a.rnii.le de modUcu> de
1

T. AtoM fa cf.a.6-6e C = {c I il ex"i,6te. une 6a.rnii.le x. tel.. que
1

{A.} engen~e c au moyen de {x .H a une -60UO-c1a.Me C' c C
1 1

te.Lte que.

(a) C' ess: une eM e.mble,
(b) -6i.-c' E C' atoM il ewte ce: C tel.. que c est: i.--6omDltphe

a c'.
Demonstration. 11 existe une famille x. :A. ~ C Sl et

1 1

seulement si C 1= T + U6. (A.); il en resulte que pour toute
. i + 1

famille x.:A. ~ C telle que I C I >" II LII + ID. (A.) il existe
1 1 . + 1

1C' < C avec

, [c: I ~ Ilq + II6. (A·)I. + 1
J.

tel qu'on a
XiA. ) C

J.~ /

c'

2.10. PROPOSITION. Soil MeT) pltcu>que c.omplUe e:t
x'

F = (A. ~ C) une 6amille de 6le.c.hcu> de MeT); atOM il ewte
J.

un -6ouo-obje:t C' ~ C e:t une 6am.iLte y.:A. ~ c ", tw que C'J. J. _

Iteduil C e:t {A.} engendlte c' au moyen de {y.}; en outlte on a
1 J.

le di.-ag!l.aYYtrlec.orrmutati6 -6ui.-va.n:t:
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C'

Demonstration. Soit C l'ensemble de sous-objects h.:C.~ C
l l

tels que h. reduit F. Alors C' est le produit fibre des h ..
l l

une fia.miLe.ede modUe.6
fe.6 fif~c.he.6f.: A. ~ B,

l l

2.11. PROPOSITION. Sad M(T) pJz.e.6que c.ompfUe, A.a
de T. S'il exi.6te un modele B de T et:

a1.oM fa. .6omne. de.6 A. exi.6te da.n6 M( T) .
l

2.12. REMARQUE. Ca1.c.u£. des t.i.mUe.6pM je.c.:0t.ve.6 darz..6
M(T). Soit F:D ~ M(T) un foncteur et ~ une categorie petite.
Si M(T) a des noyaux et des produits, la limite projective de
F peut etre calculee de la fagon 8uivante. Soit x:C ~ D une
fleche de V avec .6ol.LJz.c.e(x)= C et but(x) = D. Soit le dia-
gramme commutatif suivant:

x__ +" II F( but (x)) +~--"y,---

XE:F1(V)

F(but(x))

,
avec Px = Pbut(x)' Alors on a

lim F = Ker(x,y).
+-

11 Y a un calcul analogue pour les colimites.

2.13. PROPOSITION. S,( M(T) e.6t pJz.e.6que. c.ompfete,

a1.0M M (T) a des .f.hn.Ue.6,(nduc.:0t.ve.6 fiiltJta.nte.6.

2.14. THEOREME. Le.6 c.ondft,(orz..6 .6MVante.6 .6ont ~qM-
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vale.n.t:e..6 :
(a) M(T) est: Cil.n.o.u.que.me.n.t: pJte..6que. c.ompie..te..
(b) LI: exisre. Me. theoJu:.e. T1 HOM conve xe te.Le.e. que. I- T ~ T1·

Demonstration. (a) ~ (b). Soit I un ensemble, D un fil-
tre sur I et A. F T. On veut prouver que

l

ITA. FT.D l

On definit Ie foncteur F:D ~ M(T)

F(X) = IT A .•
ie:::Xl

Si X ~ Y alors F(X ~ y) est defini par

F(X ~y)

On soit que ITA. est isomorphe a lim F. D'apres 2.13. et Rich-D l ~

ter, [1971J on a ITA. F TD l

3. Caracterisation des formules horn convexes.

3. 1. Une theor-Le Test n04te.me.nt. C.OI1Ve.xe. si les condi-
tions suivantes:

A. 1= T,
l

A 1= T, A. c A,
l

nA.f-¢
l

entralnent n A. 1= T. Soit T fortement convexe et AFT. A
l

est appele model.e. c.ae.u.n si A n'a pas de sous-modele propre
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3.2. PROPOSIT ION. Sod r un eI1M!.rriJ-te de 6oJunu.fel>ato-

miqUel> ge.I1e.~e.el> [Keisler, 1960J es: A 1= L. Poun: toute. n0ft-

Yl'llLte a ( x ) et: to ut vecteu». a e: A, -tel> coI1eUti.O YlJ.J ~ lLi..vantel> ~ 0nt

e.q lLi.. va..tel'Ltel> :

( .i ) T + 6r (A) I- a(a) .
(ii) A 1= 6(a) POWl.que.tque B(x) e: 3 J\ r (ou 311'J\ F) teile que

T I- 6 -+ a.

Demonet.rat.ion, [Bacsich et Hughes, 1974].

3. 3. Soit L' une extension de L, a e: L' est peMJAta.nte

~upe.ftieWl.ement si les conditions suivantes:

A,BI=T, A c B, a e: A, A 1= aC3.)

entrainent B 1= a( a); a e: L' est peM.-Utante VI MftieWl.ement

si les conditions suivantes:

A,B 1= T, A c B, B 1= a( a) , ae:A

entrainent A 1= a( a) .

3.4. PROPOSITION. s, a( x) = Va. (x) el>t peMJAta.n-
i e: I l

te. .6upe.JUewe.eme.nt(ftel>p. il1MftieuJtement) aions if ex.-i./.:,te

y / x ) e: 3 1 (Jz.el>p, Y j (x) e: V 1) te.t que

Tt- V a.(x)-. V y.(x).
ie:Il jE:J]

DemonstrQtion. Irnplicite dans [Robinson, 1963J.

3.5. Une formule est bMique, si elle est atomique ou
negation d'une atomique. Une fOrIDule 8(y) est p~ve si
elle est de la forme

n3a i\ 8.(~,Y»
i = I l



avec 8. basiques.
l

3.6. Soi t B ~ T, A c B et b E B. Best a1.ge.bJuLique.
~~ A dan~ B s'il existe un entier n, une formule primitive

8(x,z) et un vecteur a E A tel que B F 8(b,a) et

T r vi 3~nx 8(x,z).

.. ...
3. 7. THEOREME [Robinson, 1963]. Soil T une the.OlUe.

6oJLte.ment C.OI1Ve.X.e.et: A un modele. c.oe.uJ1.de. T; a1.0!L6 c.haque. Ue.-
me.nt de. A ut a1.ge.bJta.ique. (~uJ1. <p da~ A).

3.8. DEFINITION. Soit B t= T, Ac B, b E B alors

b E DOM(A,B)si et seulement si la relation

a pour consequence feb) = g(b).

3.9. THEOREME. b E DOM(A,B)~..t e.t ~e.ule.me.nt ~..t il e.xcs-
te. une. 6oJw1ule. p~e. 8(x,z) et un vecteun. a E A .te.a que.
B F <p(b,a) e.t T I- V"Z 3~1 x 8(x,z).

Demonstration. [Bacsich, 1974J,
... 1'hypothese T univer-ou

selle est superflue.

3.10. Soit B ~ T, Ac B, b EB. b est appele n-puA.--

Mant ~uJ1. A dans B si chaque fois qu'on a

fO
A--B

fn
A--B -c - ... - ~c

avec les f. des injections, il existe .i , j ~ n, i ~ i tels que
l

f v Cb ) = f.(b).
l ]

3.11. THEOREME. b est. n-p~~ant ~~ A dan6 B -6..t et:
J.>e.uleme.nt -6..t il excst:e. une. 60Jm1ule. pJri..mi;(::.,Lve.8( x , z), un ve.c.-
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-:te.wz. a E: A, :tel que.

B 1= e(b,a)

Demonstration. [Baesieh, 1973].

3.12. PROPOSITION. Soli A + B une. ,[nc1.U6,[on de. T,

b alg~bJUque. .6 wz. A daM B. S,[ M(T) a de..o ptLe..oque. pIWdudA,
alOM b es« d~Mn,[ pM une. 6oJrmule. pWte.un,[vale.n:te. (c.'e..o:t-a.-

- ~1cLUte. T r 1/z 3 x e(z,x».
Demonstration. Soit b n-puissant mais non 1-puissant,

alors il existe deux injections f,g:B + C tels que

f/A = g/A et f(b) f g(b),

pour 0 ~ i ~ n soit h.:B + Cn+1 definit par
J.

h.(x)(j)
J.

= {f( x)

g(x)
i 'f j

i = j

et K:A + Cn+1 definit par K(a)(i) = a
i f j, h i f b ) f h.(b);

J. ]

u,v:B + C deux homomorphismes de
Soit u*(x) = (x,u(x» et v*(x) =
d'ou u*(b) = v*(b), done u(b) =

alors h.1 A
J.

done b n'est pas n-puissant.
= h./A

]

Soient
et

M(T) tels que u(A) = viA.

(x,v(x». On a u*/A = v*/A

v Cb }. Finalement be::DOM(A,B)
et on peut appliquer Ie theoreme 3.9.

3.13. PROPOSITION. Soli T une. :theoJL{e. 6oJLteme.n:t con-

ve.xe HOM et: A I.LYl. modele. c..oe.W1.de. T, atoM c..haque. U~me.n:t b

de. A e..o:t alg~bJL{que. (.6 wz. ¢ dans A) et. it e..o:t d~Mn,[ pM 1.LYl.e.

6oJrmule. pWte. univale.n:te..
Demonstration. La demonstration est analogue a celIe de

la proposition preeedente.
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3.14. THEOREME. Sad T une :the.ollie 6oJd.eme.nt conve.xe.,
Honn . AfoM .-if.. ew:te des 6oJm1Ll£e.6a., :teUe.6 que pOuJ!. tout

J.

A 1= T

A 1= Vx(CA(x) +-+ V a.(x)) ;
ie::I·1

fe.6 a. peuvent eoie. c.ho"u,.-i.e.6 un.{veMeUe.6 au pWl.e.6, -6.-i. i e:: I
l ~lon a. T f- J x a/x). CAest: un nouveau pJr..ed.-tc.at una.{Jr..e de.{yiYU

paJr.. fe c.aeuJ!..

Demonstration. Soit R un nouveau predicat unaire. On sait

que M(T) est canoniquement presque-complete. On a

(1) CA = {a e:: A I pour tout h:A ~ C, h e:: M(T) et B c C
avec B 1= T on a ht a ) E:B}.

En effect, soit D Ie produit fibre suivant

h--~--'~~ C
1

On a j) 1= T et D = ((a,b) I ht a ) = b e:: C}. TIl est une injection

donc CAc D, d'ou (1). Soit L~'; = L U{R}U{C} A. D'apres (1)a ae::
on a

\ TRou = (JR etant la relati visation de (J. D' apres

3.2. on a:

= {a e:: A I il existe Y(X) pure telle que A F y(a)

et T TR f- y( x ) -+ R(x ) ]

Soit a e:: CA' d'apres Ie corolla ire 3.13 il existe une formule

pure ¢(x) telle que
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~1 (T ~ J x a x ) et CA 1= ¢( a) .

Soit a(x) = Y(X) A ¢(x). Alors on a

~1 (T ~ 3 x a x) , A 1== a(a) , T ~a(x) -+ Rf x)

done

= {a e: A I il existe a(x) pure telle que A 1== a(a),
T I- 3~1x a(x) et T I- a(x) -+ R(x)}.

Soit

{a.(x), i e: r l =
1.

{a(x) pures telles que T I- a(x) -+ R(x) et
~1 ( }T I- 3 x a x)

done

A 1= Vx( C A (x) ~ Va. ( x) ) •
i e: I 1.

Soit A c:B, A,B F T, a e:A et B 1= Yai(a). On a CA = CB
1.

d' ou A F Va. (a) . D'apres 3.4 il existe des formules uni ver-
• 1.

selles S. felles que T I- Va. (x )1r+ VS.(x) .
] i 1. -; ]

J

3.15. TH~OREME. Soil T 6oJLteme.nt conve.xe , HOM, a.ve.c.

un .6e.ui. modUe. c.oeWL. Ave.c. le..6 no:taU:.on.6 de. 3.14 .6oil
a e: {a.}. MOM il exist»: un e.n.6e.mble. {S.} .tel que.

1. ]

le..6 13. .6ord: pWLe..6 e..t
]
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3.16. DEFINITION. 0" est appeLe ls I -pWte. UYLiva1.e.Vl.-te.si
0" est pure univalente et s'il existe une formule y universe-

Ll,e telle que T I- O"(x)~ y(x).

3.17. PROPOSITION. Soil T noJz.:te.me.n:tconvexe , HOM,
ave. e. un .6e.l.ll rnac:le.-fe. co e.uJl., .6oil a et: {S.} e.Otmle. dans 3. 15 •

]
MOM il e.x.j./.)t.e. B E: {S.} t.e.Lte. que. T I- S(x)H- aR(x) et: Sex)

]

est: fj' - pwr..e. un.iva1.e.Vl.-te..

3.18. PROPOSITION. Sod T noJz.:te.Jm.nt convexe , HO/z.n
avec. un .6el.ll mJdU.e. c.oe.Wt, a1.oM il e.x.j./.)t.e. un e.Y1J.le.ni>1e.de. no/z.-
mulU {s.} pWtU un.iva1.e.ntu t.e.ilu que. T I- R( x ) -e-e- VB. (x ) .

l i l

3.19. PROPOSITION. SoU T noJz.te.me.nt ccnvcxe., Holtn
avec un .6e.ul modele e.oeWt, y(Y) une. nOJ1·mule. .6aY1J.lqu.a.n:t.iMc.a-
t.e.u.M telie. que T 1-3y y(y), aeons il e.xi6t.e. que. 6oJrmule. ].l(Y)

1- - -fj, - pWte. uni va1.ente. t.elie que. T f- 3 y (y (y) A u(y ) ) .

Demonstration. Soit C Ie modele coeUr, C E C avec

C I=:Y(c) si c = (c1' ... ,cn). Soient B1, ... ,Bn formules fj'-pu-

'r-e s uni valentes telles que C F S. (c.), alors ].l(y) est
l l

3.20. PROPOSITION. SoU l' noJz.te.me.n:t conve xe , HOltn et
C un modUe. e.oe.Wt de. T, a1.oM il e.xi6t.e. un e.n6e.mble. P de. no/z.-

ml.llu c.lO.6v, unive.Me.Uv, t.e.Uv, que. A F T+P .6-<- et .6e.ule.me.nt
!.>,t CA = C.

56



Demonstration. Soit P = {13 E:\f!T+L'iO(C)1-13} ouL'iO(C) est
le diagramrne cornplet de C.

3.21. THEOREME. Sod T HOM convexe . POWL ;toate. tioJzmu.-
i.e a(x,y) l.laIU quantiM-c.a;teuM ;tel qu.e T J- !,Jx3y a(x,y) .u.. e.xJ.J.>-

- - - I __

te. un. e.ntieJL r et de.l.l tioJtmute.l.l Y. (x), u , ( x ,y), u . (x,y), i ~ r,
l l l

r
T J- V y.(x)

i=1 l

1- --T J- y.(x) -+- 3 y(a(x,y) A l.!.(x,y))
l l

oU. y. e.I.lt wU.ve.!l..6e1.i.e., u.
l l

Demonstration. Soit
es: pwz.e et: u t. est: wU.ve!l..6e1.i.e.

l

T J- Vx 3y a(x,y) avec a sans quan-
tificateurs; si x = (x1' ... ,xn) alors soit e = (e1, ... ,en) de
nouvelles constantes. Soit T(e) = T + {e1 = e1,··· ,en = en}'
T(e) est forternent convexe Horn et

T(e) J- 3y a(e,y).
Soit {C.}. un ensemble de modeles coeur de T(e) contenant un

l l

representatif de chaque classe d'isornorphisrnede t81s rnodeles
coeur. D'apres 3.20 on a {Pi}I tel que

A F T+Pi si et seulernent si CA ~ C .•
l

on a

(2) T(e) J- V"P. et T+P. J- 3y a(e,y).
. l l
l

(3) 11 existe T1 Horn forternent convexe tel que
J- T+Pi++ T1

d'apres 3.19 il existe {lJ.} tels que
l

par cornpacite, on aura la resultat.
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3.22. REMARQUE [Keisler, 1960J. M(T) est stable par
lim filtrantes si et seulement si ~ T~ T1 ou les crE T1 sont
de la forme

r;

o = >t'x1·..xn [j~1 (1g/ "i ' ... ,xs) v (3 xs+1 ..xthj (x1 ..xt)) J

avec g.,h. e:: V AL (sans quantificateurs ni sLgne Fl); les
] J

peuvent ne pas figurer. On peut supposer que les g. e:: AL
]

jonction d'atomiques), pour cela il faut refaire la demonstra-

h.
]

(con-

tion de Keisler.

3.23. PROPOSITION. SoU T HOlm conve xe , ai.OM

f- T -H- T1 au leA o E T1 .6 on. de. la. noJtme.

Demonstration. D'apres 2.13 et 3.22 on peut supposer
cre:: T de la forme

avec g et h. conjonction d'atomiques (ou les h. peuvent ne
l l

pas figurer). Comme M(T) a des presque-produits, on peut de-
montrer qu'il existe un 1 ~ i ~ n tel que

3.24. PROPOSITION. Lu c.on.cii.;tiOn6 .6lU.va.nte.6 soni:
e.qlU.vaie.ntU:
(a) T e.6t HOlm c.on.ve.xe..
(b) (i) I- T~~ T1 au teA o E T1 sow: de. ta. &OtarrL
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avec g(x) conjonction d'atomiq~, h(x,y) conjonction d'ato-
rri-qUeA e.t h( x.y) peut ne paJ.> MgWte.Jt.

(ii) Voe::.T il e.xcsre. r < u, 60llmuleA y.(x), ]..I.(x,y),
l l

i < r, te.Uu que
:y>

T I- V Yi(x)i=1
T I- y.(x) -+ 31y(O(x,y) 1\ j..I.(x,y»

l l

1- --
T l-y.(x) -+3 Y]..l.(x,y)

l l

avec res y. Ul'U.veMe.UeA et: ]..I. pWte.
l l

3.25. La proposition 3.24 est une caracterisation des

theories Horn convexes "a la Bacs ich - Hughes It. On donnera une

autre caracterisation, "a la Mal'cev".

3.26. PROPOSITION. Soil T ~oJLtement convexe., HOM,

avec .teA noxacion» de 3.14; .6oil a e::.{a.} a.ioM il eJ<A:6te un
l

eM etrb.te {S.} tel que:
J

T l-aR(x)*-+VS.(x)
j J

.teA (3 . .6ont puJteA et: T I- 3~lx S .(x).
J J

3.27. PROPOSITION. Soil T to!l.tement conve.xa, HOM.

Soil a e.t {(3.} co~ dans 3.26, WM il exist». S e: {S.} tel
l R J

que T I- S(x)+-+ a Cx) et. Sex) est: /),' pWte Ul'U.va.iente.

Demonstration. Soit c une nouvelle constante. On a

T + aR(c) I- VS.(c)
j J

par compacite
n

T + aR(x) I- V S.(c)
j:::l J
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mais T + aR(e) est Horn et les S.(e) sont positives, done il
R J

existe jo tel que T + a (e) ~ Sjo(c).

3.28. PROPOSITION. Soil T 6olVte.me.n:t convexe , HOM,
afoM il e.x.iAte. un e.I1.6e.ni>le. de..6 6o!U1'lUte..6 {S i}I pWte..6 wu:.vafe.n-
xes -te.Ue..6 que. T ~ R( x)~ V S. (x ) •

• J.
J.

3.29. PROPOSITION. Le..6 c.DncLi...:Uol1.6.6u-ivante..6 sord: equ-i-
vacenxes :
(a) T e..6t Ho~n c.onve.xe..
(b) (i) t- T~ T1 oU. le..6 6o!U1'lUte..6 de. T1 sent: de. la 6oJzme.

g(x), h(x,y) ~ 1\ L; h(x,y) pe.1Lt ne. pM M9Wt~,
(ii) pOM ehaque: a e: T1 il e.x.i6te. jJa(X'y) ,tel que.

- 1- - - - - -T t- lJx 3 y«g(x) -+ h(x,y) 1\ jJa(x,y})

T H1y(jJ (x,y»J\(p (x,y) -+ jJ'(x,y»

° °
OUjJ' est: une. 6oJzmule. wu:.ve.!L6 e.lle..

Demonstration. Exereiee.

et A

3.30. REMARQUE. Soi tTl comme dans 3.29, a e: T1
1= 'T' •

"1

o = l.Jx 3y 0l(x,y) au 0l(x,y) = g(x) -+ h(x,y)

x = (xl'··" xro)' Y = (y 1 ' ... ,y SO) •

On peut definir

60



a - 0-
(h

1
(x), ... ,h (x)sO

tel que

SoH

L* = { a aL U h1,··· ,h } T
SO O£1

et
s,

T~ =

Alors il existe un isomorphisme des categories.

... .
tel que G"</> = G, T~ est Horn universelle; en plus T1 est po-
sitive si et seulement si T~ l'est.

3. 31. TH~O~ME. A j)on.ction.f.Jde. SEwte.rn de.6.{.n-i,MableA
pJtu, Les c.on.cUtioM f.Juiva.nteA f.Jont ~quiva..e.e.nteA:
(a) T ess: HoJtn. coavexe.,

(b) T est: HoJtn. wu:.ve.Me.Ue..

Exemple typique: la theorie des groupes.

3.32. THEOImME. A j)On.CU.OM de. Sfcole.m de6~.6a.ble.;.,
pJtU, leA c.On.cUtioM suivanxe» sont: ~quiva..e.e.nte.;.,:
(a) T eAt HoJtn. c.on.ve.xe. POf.J~ve.,
( b) T est: un e. va.JT.,[U~.
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§4.Sur les formules Horn convexes positives.

4. 1. PROPOSIT ION. Sod T une. th~oJUe. P0.6.it.ive.. Lu
c.ovuUU,OI1.6 .6 uivantu .6 oni: ~quiva1.e.ntu:
(a) G:M(T) + Ens a un adjoint,
(h) a e.Wte. une. th~oJUe. T1 HOM conve.xe , tette. que. I- T ~ Tr:

Demonstration. (b) + (a) 3.32 et [Gratzer, 1968].
(a) + (b). (1) M(T) a des presque produits. Soit AFT,
B F T et AXB Ie produit de A et B dans M(L,~). Soit F I'ad-
joint de G. On a Ie diagramme suivant:

q

G(AxB) B

au ~ est determine par l'adjonction. On a

Les conditions suivantes:

FG(AXB) F T, P1xQ1 homomorphisme surjective et T positi-
ve, entra!nent AXB FT.

(2) M(T) a des noyaux. Soit f,g:A ~ B deux fleches de
M(T) et Ker(f,g) Ie noyau de f et g dans M(L,~). Dans Ie dia-
gramme suivant:

f
yKerU,g) -A ======~J:B

FGKer(f.g)~ I g

GKer(f,g)
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on a W¢ = 1. Les conditions suivantes: FGKer(f,g) ~ T,
~ homomorphisme surjectif et T positive, entrafnent:
Ker(f,g) ~ T, donc M(T) est presque complete et on peut
appliquer 2.14.

4.2. PROPOSITION. Soft G:M(T) -+ Ens un. noncte.U!t mona-
clique. [Pareig.is,1970J. AlolL6 M(T) est: e.oe.ompLUe. es: p!l.e.6que.
c.ompLUe..

D~monst~ation. On sait [Pareigis, 1970] que M(T) est
cocomp Lete . Soit A et B I: T, on a deux fleches de M(T):

FG(AXB);"A B

D'apres 2.11 (version co), il existe un produit de A et B dans
M(T), de meme si f et g sont deux fleches de M(T) Ie noyau de
f et g existe dans M(T).

4.3. PROPOSITION. Soft G:M(T) -+ Ens monaeU:..que.e.:t
f: A -+ B un.e. nL~che. de. M(T), ai.on» ~U!t L' .bmge. e.Me.Yl'iJLi6:te. f(A)

if e.xiA:te. un. modUe. de. T ei: un. diagJta.YrtrJe.e.OYrn1u:taU:n

A f ~B

~f(A) /

Demonstration. Implicite dans [Pareigis, 1970].

4.4. THt:O~ME. LeJ.> c.oncii;t.[onl> ~uivan:te.6 ~on:t ~quiva-
le.n:te.6 :
( a) M( T) est: c.omptUe. et co e.ompLete.,
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(b) M(T) est: c..ompiUe,
(c) M(T) est: pJteAque c..omplUe et: a un objet &£nal,
(d) a. une 6oncUon de Skoie.m pJtu, T est: une qUfL6-<-vaJL.i.U€.

[Mal'cev, 1973].
D~monstration. Soit ~ Ie foncteur de la remarque 3.30:

il est un isomorphisme, donc M(L,T1) a un objet final si et
seulement si M(L,T~) en a. Aussi on ales resultats:

(i) M(T) est stable par presque produits, par sous-structures
et a un objet final si et seulement si M(T) a un syst2me d'-
axiomes T' de la forme

avec g., g atomiques [Mal'cev, 1973].
l

(ii) Si M(T) est presque complete et a un objet final, alors
M(T) a pes sommes et des conoyaux (2.11 en version co); l'ob-
jet initial est FG~.

4.5. TH1!:OREME. LeA c..oncUlioYLO .6tU.vanteA .6ont €.qu-<-va-
leYl:te.6 :
(a) G:M(T) ~ Ens eAt monadique,
(b) T e.6t HoJtYl., c..onvexe et po.6,{.:t,{.ve,
( c) a. des 6oncUon.6 de Skolem pJtu, T est: une vaJU..U€..

§5.Sur les epimorphismes d'une variete.

5.1. Soit T une variete, K une sous-categorie pleine
de M(T); R = M(T) ~ K un adjoint de E:K ~ M(T) et
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<pA:A -+ ERA !jJA : REA -+ A

les morphismes diHinissant I' adjonct ion. K est appelee une
ME-en ve1,oppe de M(T) si
(a) les ¢A sont des monomorphismes de M(T),
(b) si f est mono de M(T) alors R(f) est mono de M(T),
(c) si fest epi de K alors f est surjective.

5.2. Soit ME l'ensemble des monoa-fipis de M(T). On dit
que ME est ~anJ6~~le dans M(T) si Ie diagramme suivant:

f
A -B

gl ig'
c - -- - - -1' - ----+ D

f ,f' e:: ME

peut etre complete.

5.3. PROPOSITION. S-i. M(T) pOMede une ME-enveloppe K
atoM:

(1) Lei.> ¢A .6ont: del.> ~p-imoltph.-L6tmf.J de M(T) •

(2) S-i. ¢A = he f avec. f et: h deux. monomoltrfU.6mel.> a..t.OM

f 0::: ME eX. on a un d-iagJta.nfYJec.onmutati6

A <PA )0 ERA

fl~ 19
B '> ERE

¢B

avec. g un -i..6omOltph-i..6me.

( 3) Sod m: A -+ C e:: M( T), une c.ond.{;t,[on n~c.eI.>.6a.,ilte et

-6u.66-i..6a.n.te paUll. que m .6od un ~p.bnoltpfU.6me de M(T) e.6,t l' e.xcs-
te.nc.e. de. f,h,p e..t un d-i.a.gltanme. c.onmutati·6
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avec f, h 100110-6ei: P -6U!Lje.c.;t..,Lve..
(4) ME est: -tlta.n6 6Vta.ble. dans M(T).
Demonstration. (1) et (2) sont exercices.

(3) Soit Ie diagramme commutatif suivant avec m un epi-
morphisme

ou Ie diagramme (I) est un produit fibre canonique dans M(T)
"-ER(m) est epi dans K, done surjective; d'ou p est surjective.

(4) Soit f£ME, geM(T), on a Ie diagramme suivant:

, ¢
A A ~ERA

----_~ h ------

I
~ - - - - ~ D - - - - - - ER( i) /'1

g~ f~BP'" ¢B ~ ERB:7 ER(g)
C ¢c ')ERC

ER(f) est iso, done p I'est aussi.

5.4. Df:FINITION. D ~ M(T) est appe Lee ME-..tl1je.c.;t..,L6si

(x,D) :(B,D) + (A,D) est surjective pour tous les x:A + B~ ME.
f E: ME est appe Le ME-U-6e.~e.l si gf ~ ME entra!ne g e: ME.
Une IvlE-e.YLVe.loppe...i.nje.c;t.tve.de Ae= M(T) est un morphisme f:A -+ B.

ME-essentiel avec B ME-injectif.

5.5. TH~OIttME. Sod T une. vaJUU~. Son-t ~QtUval~:
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(a) M(T) a une ME-e~veloppe ~jective,
(b) tu ME .6ont tJum.6 6Vz.a.btu dans M(T) ,
(c) ehaque A~ M(T) a une ME-e~vetoppe i~jective.

Demonstration. (a) ~ (b) [5.3 (4)]j (c) ~ (b) exe r-c i ce ,

(b) ~ (a) et (b) ~ (c):

(1) si f ~ ME alors fest ME-essentiel. En effect, soit
gf ~ ME. Alors il existe h ~ ME et j ~ M(T) et un diagramme
commutatif

Alors g E ME.
(2) Soit A E M(T). On peut demontrer par induction infi-

ni e l'existence d'un B e: M(T) et d'un x:A ~ B ~ ME tel que si
y:B ~ C e: ME alors C = B. Soit B = ERA et x = ¢A alors ¢A est
une ME-enveloppe injective de A.

(3) Soit f:A ~ B e: M(T) alors Ie diagramme suivant peut
etre complete

¢AA ----.;..:....--~~ ERA~1 I~ :ERf
{-

B ~ ERB
¢B

car ERB est ME-injective. Soit K = {ERA}A ~ M(T).
(4) D'apres [Pareigis, 1970J Ie foncteur E:K ~ M(T) est

monadique. Soit f:A ~ B ~ M(T). On a Ie diagramme suivant:
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et on a (ERf)(ERA) = ER(fA) . Si fest epi de M(T), ERf et ERi
Ie seront aussi; d'ou ER(fA) = ERB eT ERf est sur j ctif. Si f
est mono alors g est un iso, done ERg I'est aussi, done ERf
est injectif.

(5) Soit f:A -+ B epi de K alors E(f) est epi de M(T)
done RE(f) est surjective et d'apr~s Ie diagramme eommutatif
suivant:

REfREA -------~> REB~Al l~B
A f ~ B

on a f surjective.

5.6. COROLLAIRE. S-i. M(T) a une en.ve.£.oppe K ai.on» e.lle

est: un-i.que.

Demonstration. Soit A ~ M(T). On aura
<PAA -------_)r ERA

E'R'A

hh' = 1 = h'h car ERA et E'R'A sont ME-injeetifs.

5.7. LEMME. Sod M(T) avec. leA ME tJtaM MJt.a..bleA. AloM
).)-i. f:A -+ B e: ME et: a,b:A -+ C e: M(T), alOfL6 -i.l e.xisre: e,d:B -+ D

e..t g:C -+ D ~ ME avec. ef = ga e..t df = gb.

5.8. DEFINITION. Soit

~(T) = {8(x,y) I T I- Vx 3'::;ly 8(x,y) et 8(x,y) pure}

i\(T) = {8~ ~(T) I 8 est eonjonetion de formuies at om.iques].

5 .9. LEMME. Sod M(T) avec. leA ME tnan: MJtableA. Si
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f:A -+ N E:ME e:t b e: B a1..0!L6 il e.xcsre. a E: A ei: 8 E: J\( T) :tw
que B ... 8(a,b)

Demonstration. On abE: Dam(A,A(b)) par le lemma prece-
dent, d'ou le resultat.

5.10. REMARQUES. Soit M(T) une variete et F l'adjoint
de G:M(T) -+ Ens. Si K est un ensemble, GK:M(T) -+ Ens est le
foncteur

KG (A) = HomE (K,GA).ns

Une transformation naturelle A:GK
-+ G est la dannee pour cha-

que A 1= T d'une fonction AA:AK -+ A telle que si f:A ~ BE: M(T)
alors on a un diagramme commutatif:

5.11. Par le lemme de Yoneda, on a une bijection

K YHome (G ,G) ~ GF(K)at

definie de la fa~on suivante. Si A:GK
-+ G alors on a

A:F(K)K -+ GF(K); soit ~:K -+ GF(K) l'inclusion de K dans GF(K),
alors YeA) est defini par A(~). Reciproquernent, sait a e: GF(K).
On definit A:GK

-+ G par: si f:K -+ GA e: Ens, alars on a un
diagramme cornrnutatif

A

GF(K) f ~A

~l~
et A(t) = f(a).
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5.12. Soit F un symbole de fonction du langage L de T,
d t ari t e p , Si A. e: Horne (GK,G), i = 1, ...,p, on de f init

l at
F(A1, ...,Ap) par

Si c est une constante de L et a est sa realisation dans
F(K), alors on definit la realisation de c dans Homeat(GK~G)

Y-1(a), dpar onc on a:

5.13. Supposons qu'on a bien ordonne K; i(:{KAI A Ii: K} ,
Ket soit PA la projection PA:G -r G definie de la fa<son suivan-

te: si A F T alors PA(bj) = b~.Alors on a Y(PA) .- KA·

5.14. Soit a e: F(K), alors il existe un terme t tel que
a = t(Ki ,...,Ki ), drou

1 a

Y-1(a) ( )= t Pi ,···,Pi .1 a

Dans la suite, on identifiera HOmeat(GK,G) et F(K).

5.15. DEFINITION. Soit reT) l'ensemble de formules
8(x,y) de la forme

w
1\

i=l
8.(x,Y)

l

avec 8.(x,Y) conjonction d'atomiques:
l

8.(x,y) = (p.(x,y) = 'IT.(x,y))
l l l

- ~1- --T r lJx 3 y 8(x,y);

8(x,y) est bien defini (remarque 5.14),car on se place dans
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wHomC (G ,G).at

5.16. Enve1.oppe.. hnpt,lcfte.. deMiUe.. paJ!.. e E )\(T) (on a

une definition analogue pour e E reT»~. Soit e(~,y) E }\(T)
avec x = (xO,···,xn_1) et y = (Yo" "'Ym-1)'

Si A 1= T soit

yeA) = C3. E A I ]b E A et A I:: e(a,})}.

Si f:A + BE meT) soit V(f):V(A) + V(B) la fonction

Alors Vest un sous-foncteur de Gn:

yeA)
V(f)!

V(B)

------~~ ~(A)t Gn(f)
______ ~» Gn(B)

Soit la fonction n(A):V(A) + Gn(A) defini par n(A)(a) = b si
- - met seulement si A F e(a,b), alors n:V + G est une transfor-

mation naturelle. (V,n) est appelee l'enveloppe implicite
defini par 8. Notation EI(8).

5.17. THtOREME [Gratzer, 1968. Chapitre 1]. soc:
A 1= T, He AXA eX. 9(H) f.a. Jte1.lLtion de c..ongfLUe..nc..e..e..nge..ndJtee..
paJt H. AtOM c - d(llt(H» -6i eX. .oe..ule..ment .oi, il exisre. i < u,

UYle.. .0 eque..nc..e.. c = zO"'" z. = d ave..c.. <a.,b.> E H et: 6onc..:ti..on.6
l J J

aigebltaique...o unai../te...o p., j = 1, ...,i, tei-6 que.. {p.(a.),p(b.)}
J J J J

= {z . 1'z.}, j = 1, ...,i.
J- ]

5.18. Soit e e:: }\(T) (ou 8 e:: rtr ». si x = (xO" .,xn_1)
et y = (yo"" 'Ym-1) dire qu'il existe un terme t tel que
y = t(~) est equivalent par definition a l'existence de m-ter-
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mes t . tels que y. = t.(x), i = O, ...,m-1.l l l

5.19. PROPOSITION. Sod M(T) une vaiUe:te.. LeA c.oncU.-
tiOn!.l .6 u.ivanteA sont: e.qu.ivalen:teA:

(1) (a) M(T) a une envoloppe K.
(b) POUlt :Coate 60Jrmule e(x,y) e: 1\(T) il exM:te un

:Cerome t :tel que T ~ e(x,y) + y = t(x).
(2) leA e.pM de M(T) sovu: -6un] ec;ti..6-6 •

Demonstration. 11 suffit de demontrer que (2) + (b).
Soit (V,n) l'enveloppe implcite definie par e, et

r n~e = 1\ (p. = 'IT.).Alors p.,'IT.e: Home (G ,G), i = 1, ...,r.
i=1 l l l l at

Soit H = {(p.,'IT.)I i = 1, ..,r} et S(H) la relation de con-
l l

gruence engendree par H. Soit j:Homeat(Gn,G) + Homeat(Gn+m,G)
Gn+m Gn .definie par j(f) = fop ou p: + est la fonctlon

--- -1p(aO, ...,a 1) =(aO,···,a 1)' Soit @(H) = (jXj) (6)(H»,n+m- n--. ...---.alors on a ®(®(H» = ®(H). On a un diagramme commutatif:

n j n~:rG ,GJ ---~---_. Hom(Is ,Gl

avec r(p(A» = p(j(A». Pour tout A I:: T, xe: An on a
- m(1) il existe au plus un y e:A tel que

(2) xe: V(A) si et seulement si il existe un y comme
dans (1).

r esr. une e.pVnoJtpYt-i6me., car si on a fr = gr on aura Le
diagramme

72



d'ou fopo¢ = (x,y) et gopo¢ = (x,z) avec XE Xn, Y,2 E Xm.
Alors V(a,b) E @(H) on a:

a(x,y) = (fop)(Y(a» = (fop)(Y(b» = b(x,y)

aussi a(x,y) = b(x,z), done y = 2 et f = g. Alors rest
surjeetif par hypoth~se.

Soit q:~+m + ~ definit q(x,y) = y; alors il existe
un t:~ + G tel que r(p(t» = p(q); done s(j(t» = s(q) et
j(t) = q(®(H»; d'apres (6.17) on a VA I: T, t(x) = q(~,n(x»
= n(x). Vx e:: V(A) done on a T I- 8(x,y) + y = t(x).

5.21. PROPOSITION. Sod M(T) une. vaJUUe.. LeA c.Dl1di-

uOYUJ -6 uivanteA soni: e.quiva1.e.n:teA:
( 3) S-i. 8( x, y) E r(T) atoM il e.xAAte. un te.JUrJe.t tel

que.
T I- 8(x,y) + Y = t(x).

(2) LeA e.p-i.-6 de. M(T) sont: .6 U!tj e.c.;t;.fA .
Demonstration. (2) + (3) (voir (5.19». (3) + (2):

Soit f:A + B un mono-epi non surjeetif. Onpeut supposer B
denombrable [Baesieh, 1974J. Soit n = f(A), m = B-f(A) et
le diagramme suivant:
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au (a,b) £ E si et seulement si w(a) = W(b); et r(a,b) = a,
s(a,b) = b. Si E = (jXj)-l(E) au

. n n+m
J :Hom(G ,G) -+ Hom(G ,G),

alors on a Le diagramme

A
f

'!l B

isol lisa
A fF(n)/E '!l F(n+m)/E

-1 n+msi a€F(n+m) alars Y (a) £ Home (G ,G); si M F T on aat

8(x,y) = /\ (a(x,y) = b(x,y)).
(a,b)E:E

8(x,y) e:: r(T), sinon, soit M 1= T, P e: M
n,

M 1= 8(p,q) 1\ 8(p,r). On a un diagramme

F(n+m) ~

f
') Cp,r)

1"0'0,.
\... ')

'- "? ,1:'

mq,r £ M et

M

n+m
si (a,b) £ E alors (p,q)(a) = a(p,q) = b(p,q) = (p,q)(b) de
meme (p,r)(a) = (p,r)(b) d'ou on a un diagramme

F(n) '> F(n+m)~

~
~M

_~f~_~>- F(n+m)/E ~
(p,q

F(n)/£'
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alors (p,q)f = (p,r)f, d'ou (p j q ) = (p,r) et (p,q) = (p,r),
q = r , Par hypothese il existe un terme t tel que,

donc f est surjective.

5.22. PROPOSITION. Lell c.ond{,Uon6 .6tU.vantell soni:
e.qui.vate.ntell :

(1) Si 8( x ,y) e: A( T) atoM -if.. excsre un teJl.n'£ t te.l que.

T I- 8(x,y) -+ Y = t(x).
/"-

(2) Lell mono.6 e.pi.6 f:E(n)/@(H) + F(n+m)/O(H) ave.c. n,m
H 6iYl.i.o .60nt .6Wt j e.c.li 6.6•

5.23. TH~OREME. Le..o c.oncLilion6 .6tU.vante..o .6ont equi.-
vate.nte..o :

(1) (a) M(T) a une. e.nve..ioppe. K,
(b) poUlt xoc:« noJunu.ie. 8(x,y) e: ACT) il exis:« un

t eJl.n'£ t te..i que.

T t- 8(x,y) -+ Y = t(x).

(2) Le..o e.pi.6 de. M(T) .6on.:t .6Ultje.c.lin.6.
( 3) Si 8 ( x., y) e:: f( T) atoM -if.. e.x,i,6te. un te.Jr.me. t te..i

que. T I- 8(x,y) -+ Y = t(x).

5.24. COROLLAIRE. be: DOM(A,B) s; e.t .6e.ule.tm.nt !.Ii

il e.x,i,6te. 8(x,y) e: rr r », a e: A, be: B, P1(b) = b et:

B I=- 8Ca,b).

§6. Sur les categories abel iennes.

6.1. Un mono (resp. un epi) est appele ~e.9ulie~ s'il
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est de Ia forme Ker(f,g) (resp. Coker(f,g».

6.2. PROPOSITION. SoU T (me. vo.AiUe. Lu c.ond..i,t.,iolU
.6uivantu soni: equivo.1.e.n.tu:

( a) to ut mono de. M( T) ess: JteguLie.Jt,
(b) .6~ f:A + B ut un mono de. M(T), o.1.o~ A = DOM(A,B).
(c) P0Wl..toute nOllmule. pWl..e.8(z,x) te..U.e. que.

- ..$:1T ~ VZ 3 x 8(z,x)

T I- Yz Yx( e< z , x ) + x = t(z) ) .
Demonet xat ion, (b) + (c) [Bacsich, 1974J; (a) + (b)

exercice.

6.3. PROPOSITION. SoU T une. vaAiUe te.lle. que. Les mo-
no.6 .6on:t JteguU~, o.1.o~ lu ep~ .60n:t .6U!tje.c:tJ...fr6et: Jtegu -
u~.

6.4. PROPOSITION. Si M(T) es« une. c.ategoltie. abme.-
nne. [Freyd, 1964J, o.1.0Jt.6le. fionc.te.U!t G:M(T) + Ens ut mon~-
que..

Demonstration. Soit A et B~ M(T), A*B Ie produit dans
M(T) et AXB Ie produit dans M(¢). On aura Ie diagramme sui-
vant:

avec ¢(x) = (n1(x),n2(x» et ~(a,b) = i1(a) + i2(b). On a
¢o~ = 1 = ~o¢, d'ou A*B est isomorphe a AXB. Toute catego-
rie abelienne est convexe [Freyd, 1964J. M(T) a un objet nul,

76



done on peut supposer Tune quasivariete, car par un theoreme
de Feferman et Vaught [Chang-Keisler, 1973], M(T) a des pres-
que-produits. La suite est un exercice.

6.5. PROPOSITION. LeA c..oncUuoYL6 suivanxe« sord: equ.i.-
vette.nteA :

(a) M(T) a Wl objet nut c..anorUque. (pJtueJI..ve paft G),

(b) il e.xiAte. Wle. et !.Je.ute.me.nt Wle. 6oJtmule. pu.Jte. </lex),
a T ,womoJtphJ.J.Jme.pJteA, te£.le. que. T t- J 1x </l(x ) .

6.6. PROPOSITION. Sod M(T) u.ne. vaJLiUe. LeA conde-
:tiOYL6 .6u.i.vanteA sora: equ.i.vale.nteA:

(1) M(T) eAt abe£ie.nne..
(2) (a) M(T) a un objet nul~

(b) tout oono est: Jtegu.£ie.Jt,
( c) M( T) est: modutaJ.Jte..

6 • 7. THEOIlliME. A des 6onct-ioYL6 de Sfwte.m pJte.6, teA
condct.con: !.Ju.i.van:teA !.Jont eqlLi.vale.nteA:

(a) M(T) eAt abe£ie.nne..
(b) M( T) est: -iJ.J omoJtphe. a ta c..a:tegoJri.e. des ooduteA .6 u.Jt

u.n Mneau R.

(c) (i) T est: u.ne. vaJLiUe,

(ii) il exist:« u.ne et: Wle. .6e.u.te. 6oJtmule. pUJte. </lex),
a. T -iJ.JoYOOJtphJ.J.JmepJtu, te£.le. que.

T I- J lx </l(x),

(iii) pOu.Jt t.oui:« 6oJtmute. pu.Jte. 8(z,x) te£.le. que.
-,<::1 -T .-Yz 3' x 8(z,x)

T t- Yz Yx(8(z,x) + x ~ t(z»,
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(i v ) il excss:e. un en-Uvr. n et une ~LU;te rna, m1' ... ,mn
de tVrmu a ouatsu: vaJr.iab£u teUu que

= x ) A (rn(x,y,z,t) = t )
n

T I- (rn.(x,y,y,x) = x, i = 0, ... ,n
l

T I- m.(x,y,y,t) = m. 1(x,y,y,t), pOM i -U'tlpabr.
l l+

T I- m.(x,x,y,y) = mi+1(x,x,y,y), pOM i pa.br.e
l

Demonstration. (a) ~ (b). Soit M(T) abelienne. Par 6.4,
Test une variete (a des fonctions de Skolem pres). D'apres
Ie corollaire 2.2 de [Johnson et Manes, 1970] on a (b).
(a)~(c) il en resuLt;ede 6.3, 6.5,6.6 et [Day, 1969].

§"J.. Conclusion.

TheolUu de HOM conve.xe.s .

7.1. M (L ,T) est .6tab£e paJ!. pJr.odu-U..6c.aJr.tuiel16 si
les conditions suivantes: A est un modele de T, B est un mo-
dele de T, entrainent AXB est un modele de T.

7.2. THt:OREME. Lu c.ondiUol16 .6uivarr.:tu soni: e.quiva-

£entu:

( a) M( L , T ) est: .6tab£e paJ!. pJr.odu-U..6 c.aJr.tu iel16 et ess:

c.onvexe.
(b) T ut une the.olUe de HoJr.n c.onvexe.

(c) A 6onc.tioYL!.:Jde Sfw£em de.Mni.6!.:Jab£u pJr.u, T est:

une the.olUe de HOM univeMe.Ue.

7.3. THt:OIffiME. Lu c.onc:Li.liol16 !.:Juivantu !.:Jont e.quiva-

£entu:

(a) T ut une the.oJr.ie de HoJr.n c.onvexe et £'a£gebJr.e Jr.e.-
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duJ;te a un. M.u1. element esr. un modele. de. T.

( b) M ( L , T) es: une. c..a:UgoJUe. c..omplete. ei: t.e 60 ncteu». G

a un adjoint.
(c) A 6unc..tion.6 de Skole.m deMrUJ.,.6abfeA pMA, T eAt

un e. q uas ; - vaJUete .

( d) M( L, T) est: ro c..afme.nt de. pJtu entat/» n Oinie..

7.4. THEOREME. LeA c..ondition.6 .6u.ivanteA sow: ~qu.iva-
le.nteA :

(a) T eAt une th~oJUe. de. HoJtn c..onve.xe. pO.6.i:t.ive..
(b) G es« un 6onc..:te.Wl.monadique..
(c) A 6onc..:t.ion.6 de. Skole.m d~~.6abfeA pJte..6, TeAt une.

vaJUU~.

Exemple tjpique. La theorie des groupes avec la multi-
plication (une seule fonction de Skolem definissable est ne-
cessiare, elle est fournie par l'inverse).

7.5. THEOREME. LeA c..ondition.6 suivarde» soni: ~qu.iva-
le.nteA :

( a) M( L , T ) est: une. c..a:t~goJUe.abilienne..
(b) M( L, T) est: .i.6 omoJtphe. a la c..a:t~goJUe.deA moduleA .6 Wl.

un an.ne.au R.

(c) A 6onc..:t.ion.6 de. Skofem d~ OirUJ.,.6abfeA pJtu, T es« une.
vaJUU~, en oiu.ne :
( .i) il e.xcsre. une. e.:t une. .6 e.u1.e. 60J1JrIUf..e. pWLe. ¢(x ) ,

a. T ~qu.ivafen.c..e. pJtu, teUe. que.

T I- 31x ¢( x) ;

(in pOWLt.ouxe 6oJtmu1.e.puJLe y( w,x) teUe. que.
~1 -T I- 3 x y( w, x ) ,
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T f- y(w,x) -+ x = T(W);

(iii) il. ex~,te un en..t-i.etL n U une .6uae mo, ...,mn de

te/Ltne.6 a quattLe vaJUab.te.6 tw que

T r (mo(x ,y , z ,t ) = x ) /\ (mn(x,y,z,t) = t),

T t- m.(x,y,y,x) = x, i = 0, ... , n,
l .

T f- m.(x,y,y,t) = m. 1(x,y,y,t), i AftlptWt,
l l+

T f- m.(x,x,y,y) = m. 1(x,x,y,y), i ptWt.
l l+

Su.tL .te.6 Ep~nvtLp~me.6 d'une vatLiet~. Soit Tune variete.
Soient a = (aO,a1, ...) et 8 = (bO,b1, ...) deux ensembles dis-
joints de variables. Etant donnee une formule ~ de L, la nota-
tion ~(a,8) veut dire que l'ensemble de variables libres de ~
est un sous-ensemble de

00

U
i=O

{a.,b.};
l l

mernenotation pour ~(a).

7.6. Soit D[TJ l'ensemble des formules 0(a,8) telles
que 00

= /\
i=O

~.(a,I3),
l

avec ~. forrnules atomiques de L et T I- 3..$180(a,8).
l

7.7. THEORtME. Sod T UYLe vaJU..et~. Le.6 c..oncUlion.6
.6LUvante.6 sow: ~qtU.va..tente.6:

(a) .te.6 ~pAftlotLph-i!.>meA de M( L, T) .6ant .6UlLj ec:U.6.6;

(b) paUlL to uce: 6otLmu..te. 0(a,8) de. D[T] il. e.xJJ.>te. des

te.tLmeA 10,11"" de. L te..t.6 que

T I- O(a,8) -+/\[b. = T.(a)].
. l l
l
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