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SUR LA LOGIQUE DE PREMIER ORDRE

ET LA THEORIE DES CATEGORIES*

par

Jorge HERRERA

RESUMEN. Dada una teoria de primer orden T, se es-
tudia la categoria M(T) de modelos de T agrupando resul-
tados dispersos de teoria de modelos y se establecen
equivalencias entre las propiedades categdricas de M(T)
y las propiedades sintdcticas de T. Por ejemplo, se
muestra que el functor olvidadizo G:M(T) - Conjuntos es
monadico (tripleable) si.y sdlamente si T es Horn con-
vexa positiva, se dan también condiciones necesarias y
suficientes sobre T para que M(T) sea una categoria abe-
liana.

§0. Introduccidon. Kan a introduit la notion de Foncteur Ad-
joint [Kan D.N., Adfoint Functors, Trans. A.M.S. 87 (1958),
294-329] et Freyd [Abelian Categornies, Harper and Row 1964] a

* Versidn escrita de una conferencia presentada en el V Sim-
posio Latinoamericano de Ldégica Matemdtica, Bogotd, Julio
de 1981.
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trouvé le Théoreme du Foncteur Adjoint. D'autre part, Mal'cev
introduit les quasivariétés et avec Gratzer développe 1l'al-
gébre universelle. Le pont entre les idées de MacLane, Kan,
Freyd et celles de Mal'cev et Gratzer est fait grice aux
théories convexes de Bacsich et Hughes, [3]. Les résultats sont
les suivants. Soit L un langage de premier ordre, T une
théorie de L, M(T) la catégorie de modeles de T et G le fonc-
teur d'oubli de M(T) vers les Ensembles; a des fonctions de

Skolem pres, on a les équivalences suivantes:

Propriété catégorique Propriété syntaxique

M(T) est compldte et G a un Adjoint T est une quasivariété

M(T) est presque compldte T est Horn convexe ou T
est Horn universelle

G est monadique T est Horn convexe et po-
sitive ou T est une va-
riété

etec. s

Soit L = {R,...F,...c,...} un langage de premier ordre,
les symboles de relations sont R,..., les symboles des fonc-
tions sont F,..., les symboles de constants sont c,... Soit
T une théorie de L. Les notations sont celles de Chang-Keis-
ler [1973], un modele de L ou une réalisation de L c'est la

A
meme chose.

0.1. DEFINITION. Soit M(L,T) la catégorie définie
de la maniére suivante. Les objets sont les modéles de T. Si
A et B sont deux objects de M(L,T), les fleches f:A * B sont

les applications ensemblistes de A dans B, vérifiant:

(a) pour tout symbole de relation R @ n places et tout n-uple

n
(al,...,an) e A :
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A E R(al,...,an)=> B E R(f(al),...,f(an)),

(b) pour tout symbole de function F & n variables et tout n+l-

uple (al,...,an,b) e A",

A EDb = F(ai,...,an) =B F f(b) = F(f(ai),...,f(an)),
(c) pour toute constante c (réalisation de c): f(c) = c.

On écrira parfois M(T) a la place de M(L,T).

0.2. DEFINITION. On appelle foncteur d'oubfi
GM(T) » Ens le foncteur défini par G(A,R,..,F,..,C,...) = A
et G(f) = f.

§1. Objets initiaux de M(T).

1.1. Nous appellerons objet initial de M(T) tout objet
A de M(T) tel que pour tout modele B de T il existe un et un

seul homomorphisme h de A dans B.

1.2. Nous appellerons gommule pure, toute formule d(x)
de la forme

3§(¢1(;,§)A. . .mn(;,;))

avec y = (yl,...,yn), X = (xl,...,xn) et les ¢. atomiques & L.

1.3. DEFINITION. Nous définirons le modele ALT de

la fagon suivante: soit

A = {¢(x) € L|¢(x) est pure et T | 31x¢(x)}
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ou 31x¢(x) est 3x[p(x) A ¥z(d(z) = ¢(x) » z = x)]. Soit Vv la

relation d'équivalence sur A suivante:

¢1(x) yv ¢2(x) si et seulment si T F Vx(¢1(x)+* ¢2(x)).
Soit m:A + A/v la projection canonique. On définira ALT par:

g(ALT) = m(A),

(a) ALT E R [«n¢1,...,n¢n] si et seulement si
T F ¢1(x1)A...A¢n(xn) - R(xl,...,xn).
(b) F(ﬂ¢1,...,ﬂ¢p) =m(Pp(x)), ou ¢(x) est la formule
3x1...xp(¢1(x1)A...A¢n(xn) A (x = F(Xl""’xp)))

(c) c =1(x = ¢c).

1.4. PROPOSITION. On a Les propriétés de ALT:
(1) Soit t(xl,...,xn) un terme de L, on a
tlmd,,...m0 ] = m(d(x)),

ot p(x) est La formule 3x1...xn(¢1(x1)A...A¢n(xn) A
(x = t(xl,...,xn))).

(II) Soit ¢(xy,...,x ) une fornmule atomique de L, alons

ALT F ¢[1r¢1, e ,ﬂqbn]

n
54 et seulement 54 T F i/=\1¢i(xi) > By sk ).
(III) Si ALT E T, et ¢(x) € A alorns ALT F ¢[nd].

(IV) S{ ALT E T, alons ALT est un objet initial de M(T).

4y



1.5. PROPOSITION.SL M(T) a un modele initial A,
alorns A, est L8 0monphe a ALT.

Démonstration. La démonstration est implicite dans Krei-
sel: Model theoretic invariants, the Theory of Models, Addison,
Henkin, Tarski editors, North Holland 1965

1.6. THEOREME. M(T) a un objet initial 44 et seule-
ment 54 ALT F T.

1.7. Nous appellerons constante implicite de T toute
formule ¢(x) « A.

1.8. Soit X un ensemble. On définit le langage
L, =L+ {CAIX € X} avec C, nouveau symbole de constante. On

définit la théorie TX par

T+ {c, =¢ | x=|x]|}.

1.9. THEOREME. Les propositions suivantes sont Equi-
valentes :
(a) G:M(T) - Ens a un adjoint,

(b) AL,T, FT,, pour chaque ensemble X.

§2.Sur les theories Horn convexes.

2.1. Les définitions de Limite, colimite, noyau, caté-
gornie, catégorie complite,... sont celles de la théorie des
catégories [Pareigis, 1970]. On dira qu'un produit (resp. no-

yau, resp. limite) de M(T) est canonique si le foncteur

G:M(T) — Ens
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le préserve. On dira que M(T) a des presque produits si M(T)

a des produits, sauf é&ventuellement le produit de la famille
vide. On dira que M(T) est presque complefe si M(T) a des
presque produits et des noyaux. Un produit (resp. un presque
produit, un noyau) est canonique si le foncteur G le préserve.
On dira que M(T) est canoniquement complete (resp. canonique-
ment presque complete) si M(T) est complete (resp. presque com-

plete) et si G préserve les limites (resp. presque limites).

2.2. PROPOSITION. Soit M(T) complete. Les conditions
sudvantes sont Equivalentes
(a) G a un adjoint,
(b) M(T) est canoniquement complete.

Démonstration. [Freyd, 1964] et [Freyd, 1965].

2.3. M(T) est appelée convexe si les conditions suivan-

tes
A,B,C ET, Acc, B < C, ANB = ¢

entrainent AnB ET. T est convexe si M(T) l'est.

2.4. PROPOSITION. S{ M(T) a des presque produits cano-
niques, alons Les conditions suivantes sont Equivalentes:
(a) M(T) a des noyaux canoniques,
(b) M(T) est convexe.

Démonstration. Exercice.

2.5. REMARQUE. Soit M(T) presque complete et soit
f:A - B une fléche de M(T). Soit C 1l'ensemble de classes d'iso-

morphisme de monomorphismes
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tels qu'ils se factorisent par f:

alors Image(f) = produit fibré des hi'

2.6. PROPOSITION. Soit M(T) presque complete et
f,g:A 3 B deux §Léches de M(T). S'4f existe h:B > C avec
C ET et hf = hg, alorns L existe Coker(f,g) dans M(T).

Demonstration. Soit le diagramme suivant:

A
A—=B —C

SN

Image(h)

On a hy mono, hy épi et hyf = hyg. M(T) est co-well powered
[Freyd, 1964] . Soit C 1l'ensemble d'objets quotients p de B
tels que pf = pg. Soit but(p) le but de la fléche p. Soit

le diagramme suivant:

£ (]

A —=2B —— 1 but(p)

g \C
p

* but(p)
alors Coker(f,g) = Image([p]).

2.7. PROPOSITION. Soit M(T) presque complete et
£f,g:A 3 B deux gLeches de M(T). S'4if existe h:C > A avec
¢ ET et fh = gh, alons L existe Ker(f,g) dans M(T). M(T)
presque compldite veut dire que M(T) a des colimites, sauf
peut etre L'objet initial.

s
2.8. Etant donnée une famille F = (Ai 5 C) des fle-
ches de M(T), on dira qu'un sous-objet C' %, ¢ néduit T si
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chaque x, se factorise par x:

X-
Ai——l—>C = A, —C' oL

F engendre C si aucun sous-objet propre de C ne réduit F. On
dira que {Ai} engendre C au moyen de {xi} si x,:A; > C engen-
dre C.

2.9. PROPOSITION. Soit {Ai} wne famille de modiles de
T. Alons La classe C = {c | 4L existe une famille x, tel que
{a.] engendre c au moyen de {xi}} a une sous-classe C'<= C
telle que
(a) C" est une ensemble,

(b) 44 c' € C' alorns L existe ce C tel que c est isomorphe
ac'.

Démonstration. Il existe une famille xi:Ai + C si et
seulement si C kT +\3JA+(Ai); il en résulte que pour toute
famille x.:A., *> C tellé que |c| > |lL] + Z A+(Ai) il existe

b 8

C' < C avec

ol < Ied + T1a,(ap)|
tel qu'on a
»
By emminsnbp
Cl
2.10. PROPOSITION. Soit M(T) presque complete et
%
F = (A 25 0C) une famille de gLeches de M(T); alons L existe
un sous-objet C' -+ C et une gamille v > tels que C'

réduit C et {Ai} engendre C' au moyen de {yi}; en outre on a
Le diaghamme commutatif sudlvant:
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C!

Démonstration. Soit C 1l'ensemble de sous-objects h.:C,> ¢C

tels que hi réduit F. Alors C' est le produit fibré des hi'

2.11. PROPOSITION. Soit M(T) presque complete, A,
wie gamille de modeles de T. S'iL existe un modele B de T et
Les gleches £,:A; > B, alors La somme des A; existe dans M(T).

2.12. REMARQUE. Calcul des Limites profectives dans
M(T). Soit F:0 -+ M(T) un foncteur et ¥ une catégorie petite.
Si M(T) a des noyaux et des produits, la limite projective de
F peut &tre calculée de la fagon suivante. Soit x:C > D une
fldche de P avec sowrce(x) = C et but(x) = D. Soit le dia-

gramme commutatif suivant:

_EA y I
ceob(@)F(©) xeFfllw)F(bu,t(x)) bt o at i FE)
Fp P,

sournce(x) X Phut (x)
F(but(x))

avec p. = p . Alors on a
X but(x)

lim F = Ker(X,9).
<
Il y a un calcul analogue pour les colimites.

2.13. PROPOSITION. S{ M(T) est presque complete,
alons M(T) a des Limites inductives giltrnantes.

2.14. THEOREME. Les conditions sulvantes sont Equi-
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valentes :

(a) M(T) est canoniquement presque complete.

(b) 12 existe une théornie T1 Hoan convexe telle que kT« T,.
Démonstration. (a) + (b). Soit I un ensemble, D un fil-

tre sur I et Ai E T. On veut prouver que

I Ai E.D.
D

On définit le foncteur F:D -+ M(T)

F(X) = T A..
ieX

Si X ® Y alors F(X 2 Y) est défini par

F(X>2Y)

IA. I A.
iex 1 iey 1
A.
i

On soit que HAi est isomorphe a lim F. D'apres 2.13. et Rich-
.+

D
ter, [1971] ona TA, ET
D -

3. Caracterisation des formules horn convexes.

3.1. Une théorie T est fortement convexe si les condi-

tions suivantes:

A, ET, AET, A < A, ﬂAi;fd)

entratnent (] Ai ET. Soit T fortement convexe et A FT. A

est appelé modele coeur si A n'a pas de sous-modéle propre
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3.2. PROPOSITION. Soif F un ensemble de fonwmules ato-
miques généralisbes [Keisler, 1960] et A E L. Pour toute §on-
mule a(x) et tout veetewr a = A, Les conditions sulvantes sonk
Equivalentes :

(i) T + A (8) Fa(a).
(ii) A E B(a) pour quelque B(x) €3 AF (ou IYAF) telle que

THb Barryo

Démonstration. [Bacsich et Hughes, 1974].

3.3. Soit L' une extension de L, o € L' est persistante
supériewrement si les conditions suivantes:

AB ET, A B, a €A, A Ea(a)

entrainent B Fa(a); o L' est persistante ingériewrement

si les conditions suivantes:
Ay Bk T, A ©B, BEFa(a), aeA
entratnent A E a(a).

3.4. PROPOSITION. S{ a(x) = 'V Iai(i) est persistan-
=
te supérieurement (resp. Lnéé)u;euneme;}bt) alons 4L existe

(%0 €1, (nesp. Yj(i) €V1) ted que
TE V@ V oy,
i el 3EdJd

Démonstration. Implicite dans [Robinson, 1963].

3.5. Une formule est basique, si elle est atomique ou
négation d'une atomique. Une formule 6(y) est primitive si
elle est de la forme

n
3zC A 8,(z.¥)

Q¢ =k



avec Gi basiques.

3.6. Soit B FT, AcB et b eB. B est algebraique
Awr A dans B s'il existe un entier n, une formule primitive
B(x,z) et un vecteur a € A tel que B E 6(b,a) et
T F ¥z 3% 8(x,z).

3.7. THEOREME [Robinson, 1963]. Soit T une théonie
fontement convexe et A un modélLe coeur de T; alons chaque éLE-
ment de A est algébraique (sun ¢ dans Al.

3.8. DEFINITION. Soit B ET, Ac B, b € B alors

b & DOM(A,B) si et seulement si la relation

g

A —>B —ji> C=A—B—=>C

a pour conséquence f(b) = g(b).

3.9. THEOREME. b « DOM(A,B) 44 et seulement 54 AL exis-
te wne fornmule pure 8(x,z) et un vectewr a e A tels que
Bk ¢(b,a) et T F¥z3$1x0(x,z2).

Démonstration. [Bacsich, 1974], oll 1'hypothese T univer-

selle est superflue.

3.10. Soit B ET, Ac B, b €B. b est appelé n-pui-

ssant sur A dans B si chaque fois qu'on a
fo fn

A—B——C=...=A—B ——C

avec les f. des injections, il existe i,j £ n, 1 # ] tels que

fi(b) = fj(b).

3.11. THEOREME. b est n-puissant sut A dans B 44 et
seulement 54 AL existe une formule primitive 6(x,z), un vee-

02



teurn a = A, tel que
B FO(b,a) et T F¥z3%"x 8(x,2).
Démonstration. [Bacsich, 1973].

3.12. PROPOSITION. Soit A *> B une inclusion de T,
b algébrique sur A dans B. S{ M(T) a des presque produits,
alons b est dégind parn une gfomule pure univalente (c'est-a-
dine T F ¥z 3% 6(z,x)).

Démonstration. Soit b n-puissant mais non 1-puissant,

alors il existe deux injections f,g:B = C tels que

f/A = g/A et £(b) # g(b),

pour 0 £ i £ n soit hi:B * Cn+1 définit par
f(x) 1# 7
h.(x)(j) =
i " :
glx}Y di=3

et K:A ~ Cn+1 définit par K(a)(i) = a alors hi/A = hj/A et
i#73, hi(b) # hj(b); donc b n'est pas n-puissant. Soient
u,v:B > C deux homomorphismes de M(T) tels que u(A) = v/A.
Soit u¥(x) = (x,u(x)) et vi(x) = (x,v(x)). On a /A = v/A
d'ou u*(b) 3 v*(b), donc u(b) = v(b). Finalement be DOM(A,B)

et on peut appliquer le théoréme 3.9.

3.13. PROPOSITION. Soit T une théornie gortement con-
vexe Homn et A un modele coeuwr de T, alorns chaque ELEment b
de A est algébrique (sun ¢ dans A) et (L est dégind par une
gormuwle pure univalente.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de

la proposition précédente.
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3.14. THEOREME. Soit T une théonie fontement convexe,
Horn. ALons <L existe des gonmules a., telles que pour tout
AFT

A #Vx(CA(x)é—» V a.(x)) ;
g )
ie]
Les a, peuvent etre choisies undivenselles ou pures, 44 i € I
on a T l—3\<1x OLl.(x). C, est un nouveau prédicat unaire défind

A
par Le coewnt.

Démonstration. Soit R un nouveau prédicat unaire. On sait
que M(T) est canoniquement presque-compléte. On a

(1) Cp = {ae A | pour tout h:A > C, he M(T) et Bc C
avec B F T on a h(a) = B}.

En effect, soit D le produit fibré suivant

ona?dETet D= {(a,b) | h(a) = b «C}. T, est une injection
1 N, . :': e 1 -~
done C, = D, d'ol (1). Soit L™ =1 U{R}IJ{Ca}aE:A. D'apres (1)

on a

(2) c, ={acna | T+TR + A, () F R(C)}

ot TR = {of b o <0, o} &tant la relativisation de 0. D'aprés

3.2. on a:

(3) Cy % {ae A | il existe Y(X) pure telle que A [ y(a)
et T T F y(x) > R(x)}

Soit a €C,, d'apres le corollaire 3.13 il existe une formule

pure ¢(x) telle que
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T F3¥% a(x) et C, E9(a).
Soit a(x) = yY(x) A ¢(x). Alors on a
<1
TFI7xo(x), AEala), T Fa(x)> R(x)

donc

(4) C, = {a €A | il existe a(x) pure telle que A F a(a),

T F 3<1x a(x) et T Fal(x) > R(x)}.

Soit

{ai(x), ie I} = {a(x) pures telles que T F a(x) > R(x) et
T P-3$1x a(x)}

donc
A E Vx(CA(x)++ V oa.(x)).
; i
1el
Soit A =B, A,B ET, a A et B l:\!ai(a). OnaC, = Cp
-~ . -l .
d'ou A F Vﬁi(a). D'apres 3.4 il existe des formules univer-

i
selles Bj telles que T F Vai(x)‘* VBj(X)'
l A

J

3.15. THEOREME. Soit T fontement convexe, Hoan, avec
wr seul modele coewr. Avec Les notations de 3.14 so0dt
a < {ai}. Alons LR existe un ensemble {Bj} tel que

T F aR(x)e Ve, (),

J
Les Bj sont pures et

T F39% B(x)

ou aR est La nelativisation de o au coeun.
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3.16. DEFINITION. 0 est appelé A'-pure undivalente si
O est pure univalente et s'il existe une formule Y universe-

lle telle que T F o(x)< yv(x).

3.17. PROPOSITION. Soit T forntement convexe, Homn,
avec wn seul modele coeuwn, S04t o et {B.} comme dans 3.15.
Alons il existe B = {8} telle que T F B(x) < oR(x) et B(x)
est A'-pure univalente.

3.18. PROPOSITION. Soit T gorntement convexe, Hoan
avee wn seul modele coeurn, alons L existe un ensemble de fon-
mules (8.} pures univalentes telles que T F R(x)<+ VB.(x).

1

3.19. PROPOSITION. Soit T forntement convexe, Hown
avee wn seul modele coewr, y(y) une gormube sans quantifica-
teuns telle que T Fay Y(¥), alorns LL existe que formule u(y)
A'-pure univalente telle que T }—Bli(y(ir) A u(y)).

Démonstration. Soit C le modele coelr, c € C avec
C EY(c) sic = (cl,...,cn). Soient 81""’811 formules A'-pu-

res univalentes telles que C F Bl.(c;), alors M(y) est

B (¥, n - aBL(¥,)

3.20. PROPOSITION. Soit T fortement convexe, Hom et
C wn modeLe coeur de T, alons L existe un ensembfe P de for-

mules closes undverselles telles que A E T+P 44 et seulement
AL Cy = C.



Démonstration. Soit P = {B €ZV]T+AO(C) F B} ol A,(C) est

le diagramme complet de C.

3.21. THEOREME. Soit T Homn convexe. Pour toute f§orumu-
Le a(x,y) sans quantificateuns tel que T F ¥x 3y al(x,y) L exis-
te un entien r et des formules yi(§), uj(§.§), u;(§,§), 1% ¥,
telles que
r. —
T+ ¥ Y.(x)
o .
i=1

T Fy (R > 350, A 1y(E5)
Ty () > @5 0D A (e uiE)

, -
ol Y est univernselle, My est pune et My est undverselle.

Démonstration. Soit T F ¥x 1y a(x,y) avec o sans quan-
tificateurs; si x = (Xl""’xn) alors soit e = (el""’en) de
nouvelles constantes. Soit T(e) =T + {e1 = ey seeese = en}.
T(e) est fortement convexe Horn et

T(e) F 3y ale,y).
Soit {Ci}i un ensemble de modéles coeur de T(e) contenant un

représentatif de chaque classe d'isomorphisme de tels modéles

coeur. D'apres 3.20 on a {Pi}I tel que

A E T+P. si et seulement si C, = C..
i A i

on a

(2) T(e) F VAP, et T+P. F 3y ale,y).
i i K i

(3) I1 existe T, Horn fortement convexe tel que

1
F T+P. < T
1 it

d'aprés 3.19 il existe {ui} tels que
- 1-, - = = =
(%) T(e)+Pi F13 y(a(e,y)Aui(e,y))

par compacité, on aura la résultat.
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3.22. REMARQUE [Keisler, 1960] . M(T) est stable par
1im filtrantes si et seulement si F T« T1 ou les 0 T1 sont
de la forme

r
g = Vxl...xn[j§1(1gj(x1,...,xs) v (3xS+1..xthj(x1..xt))]
avec gj’hj € vAL (sans quantificateurs ni signe 1); les hj
peuvent ne pas figurer. On peut supposer que les ngZAL (con-
jonction d'atomiques), pour cela il faut refaire la démonstra-

tion de Keisler.

3.23. PROPOSITION. Soit T Hoan convexe, alons

FTe T OHZQAOEleon de La fornme

1

¥x 31y(g(x) » h(x,y))

avee g(x) et h(x,y) € aL, et h(x,y) peut ne pas giguren.
Démonstration. D'apres 2.13 et 3.22 on peut supposer

o€ T de la forme

Yx 3y(g(x) + h1(§,§)v. . .vhn(i,}_r))

avec g et hi conjonction d'atomiques (ol les hi peuvent ne
pas figurer). Comme M(T) a des presque-produits, on peut dé-

montrer qu'il existe un 1 £ i < n tel que
T F hi(§,§)++ h1(§,§)v...vhn(§,§).

3.24. PROPOSITION. Les conditions suivantes sont
Cquivalentes:
(a) T est Horm convexe.

(b) (i) FTe T, ol Les 0 = T, sont de La forme

o = ¥x 3y(g(x) » h(x,y))
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avec g(x) conjonction d'atomiques, h(x,y) confonction d'ato-
miques et h(x,y) peut ne pas gigwien.
(i1) ¥oeT 4L existe v < u, formutes v, (X), u;(%,5),
i< r, telles que
T F v Yi(;()
i=1

T k() > 3505 A uy(x,5)
T byl 'y THERD
avec Les Y univenselles et u; pute.

3.25. La proposition 3.24 est une caractérisation des
théories Horn convexes "3 la Bacsich - Hughes'. On donnera une

autre caractérisation, "a la Mal'cev".

3.26. PROPOSITION. Soit T gortement convexe, Hoan,
avec Les notations de 3.14; s0it e:{ai} alons AL existe un
ensemble {Bj} tel que:

T Fol(x)e V B5(x)
.
Les Bj sont pures et T Fasix Bj(x).

3.27. PROPOSITION. Soit T 4ortement convexe, Homwn.
Soit o et (B} comm.dam 3.26, doudemteee{B } tek
que T F B(x)f-* o (x) et B(x) est A' pure univalente.

Démonstration. Soit c une nouvelle constante. On a

T + of(e) FVB.(e)
- ]
J

par compacité
R n

T+a(x)F VB.(c)

j=1 7
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mais T + aR(c) est Horn et les Bj(c) sont positives, donc il

existe j, tel que T + aR(c) F Bjo(c).

3.28. PROPOSITION. Soit T fontement convexe, Horn,
alons L existe un ensemble des gormules {Bi}I pures univalen-

tes tefles que T F R(x)« V B.(x).
k

3.29. PROPOSITION. Les conditions suivantes sont Equi-
valentes :
(a) T est Horn convexe.
(b) (i) F T T, ol Les fomumules de T, sont de La fonme

1
Vx 3y(g(x) * h(x,y)),
g(x), h(x,y) @ AL; h(x,y) peut ne pas figurenr,
(ii) powr chaque o = T, 4L existe uo(i,s_r) tel que
T k¥R 375((2() > h(Z,3) A 1 (%,5))
T F3I50 @I (B (%,7) > u'(%,7))
olt u' est une formule univenselle.

Démonstration. Exercice.

3.30. REMARQUE. Soit T1 comme dans 3.29, O €T1
et A F Tl'

"

6 = V37 0,(,) oh 0 (%) = g(R) > h(X,H)

X ) § = (yl,...,yso).

1"
~
X

A
i 1 0]

s
On peut définir
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ho(x) = (h‘;u‘o,...,h‘;o(;))

tel que
& @ L3l dey e,
AE Ol(x,h (x)) A uo(x,h (x)).
Soit
 _ o o
L —LU{hl,...,hso}c€T1
et

Ty O ] 0,000 A GrO G

Alors il existe un isomorphisme des catégories.

¢

P
M(L,T,) > M(L7,T,)

G

Ens

% o
tel que G ¢ = G, T{

sitive si et seulement si T; 1l'est.

est Horn universelle; en plus T1 est po-

3.31. THEOREME. A fonctionsde SkolLem déginissables
pres, Les conditions suivantes sont Equivalentes:
(a) T est Homn convexe,
(b) T est Hon universelle.

Exemple typique: la théorie des groupes.

3.32. THEOREME. A §onctions de SkolLem définissables
pres, Les conditions suivantes sont Equivalentes :
(a) T est Hoan convexe positive,
(b) T est une varniété.
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§4, Sur les formules Horn convexes positives.

4.1. PROPOSITION. Soit T une théornie positive. Les
conditions sudvantes sont Equivalentes:
(a) G:M(T) » Ens a un adfoint,
(b) 4L existe une théonie T4 Homn convexe, telle que F T« T,

Démomstration. (b) » (a) 3.32 et [Gratzer, 1968].
(a) > (b). (1) M(T) a des presque produits. Soit A F T,
B F T et AXB le produit de A et B dans M(L,$). Soit F 1l'ad-

joint de G. On a le diagramme suivant:

P1%Xq1 AX
FG(AxB) D
N
P1 A q

P \
G(AxB) > B

B

®

<<

ol & est déterminé par l'adjonction. On a
(plqu)oé = identité.

Les conditions suivantes:

FG(AXB) F T, Py %q homomorphisme surjective et T positi-
ve, entrafnent AXB F T.

(2) M(T) a des noyaux. Soit f,g:A 3 B deux fldches de
M(T) et Ker(f,g) le noyau de f et g dans M(L,¢). Dans le dia-

gramme suivant:

55
¥ Kep(f,g) —» A ————=8B
g

FGKer(f,g)

GKer(f,g)
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on a Y¢ = 1. Les conditions suivantes: FGKer(f,g) F T,
 homomorphisme surjectif et T positive, entrafnent:
kKer(f,g) E T, donc M(T) est presque complete et on peut

appliquer 2.14.

4.2. PROPOSITION. Scit G:M(T) + Ens un gfoncteur mona-
dique [Pareigis, 1970]. ALons M(T) est cocomplite et presque

complete.
Démonstration. On sait [Pareigis, 1970] que M(T) est
cocompléte. Soit A et B ET, on a deux fléches de M(T):

FG(AxB)

A// \\\B

D'aprés 2.11 (version co), il existe un produit de A et B dans
M(T), de méme si f et g sont deux fléches de M(T) le noyau de

f et g existe dans M(T).

4.3. PROPOSITION. Soit G:M(T) + Ens monadique et
f:A > B wie §L2che de M(T), alorns surn L'image ensembliste £(A)
A existe un modele de T et un diagramme commutatif

A f

A

£(4)

Démonstration. Implicite dans [Pareigis, 1970].

4.4. THEOREME. Les conditions suivantes sont Equiva-
Lentes :
(a) M(T) est complete et cocomplie,
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(b) M(T) est complite,

(c) M(T) est presque compléte et a un objet ginal,

(d) & une fonction de Skolem pr2s, T est une quasivariété
[Mal'cev, 1973].

Démonstration. Soit ® le foncteur de la remarque 3.30:

M(L,T,) —ga—M(L*,T:) "

il est un isomorphisme, donc M(L,T.) a un objet final si et

seulement si M(L,T;) en a. Aussi on a les résultats:
(i) M(T) est stable par presque produits, par sous-structures
et a un objet final si et seulement si M(T) a un systgme a'-

axiomes T' de la forme
Vi(gl(i) A.. .Agn(;() + g(x))

avec g., g atomiques [Mal'cev, 1973].
(ii) Si M(T) est presque compléte et a un objet final, alors
M(T) a des sommes et des conoyaux (2.11 en version co); 1l'ob-

jet initial est FG¢.

4.5. THEOREME. Les conditions suivantes sont Equiva-
Lentes :
(a) G:M(T) + Ens est monadique,
(b) T est Homn, convexe et positive,
(c) a des fonctions de Skolem pres, T est une varndi€té.

§5.Sur les épimorphismes d'une variété.

5.1. Soit T une variété, K une sous-catégorie pleine

de M(T); R = M(T) + K un adjoint de E:K > M(T) et
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¢A:A *'ERA wA:RLA > A

les morphismes définissant l'adjonction. K est appelée une
ME-enveloppe de M(T) si

(a) les ¢A sont des monomorphismes de M(T),

(b) si £ est mono de M(T) alors R(f) est mono de M(T),

(¢) si f est épi de K alors f est surijective.

5.2. Soit ME 1l'ensemble des monos-épis de M(T). On dit
que ME est thans §érabfe dans M(T) si le diagramme suivant:

g' f,f' € ME

peut 2tre complété.

5.3. PROPOSITION. S{ M(T) possede une ME-enveloppe K
alons :

(1) Les ¢, sont des Epimonphismes de M(T).
(2) S& ¢, = hof avec f et h deux monomorphismes alons
f=ME et on a un déagnwrme conmu,tatéﬂ

> ERA

/l

> ERB

avec g un Lsomorphisme.

(3) Soit m:A +~ Ce M(T), une condition nécessairne et
duffisante poun que m soit un Epimonphisme de M(T) est L'exdis-
Lence de f,h,p et un diagramme commutats§
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2

mj}\ B /h'ERA
cD

avec £, h monos et p surfective.
(4) ME est trans férable dans M(T).

Démonstration. (1) et (2) sont exercices.

(3) Soit le diagramme commutatif suivant avec m un €pi-

morphisme

ba

l.\\\\\’ '/////r lER(m)
Ar;b/// (1) > ERC

ou le diagramme (I) est un produit fibré canonique dans M(T)
ER(m) est épi dans K, donc surjective; d'ou p est surjective.

(4) Soit feME, geM(T), on a le diagramme suivant:

s, ¢A ’_‘?ERA
\RKB?D‘—__II.—"ER(y
g p# ERB ER(g)
¢B
C ¢C >ERC

ER(f) est iso, donc p l'est aussi.

5.4, DEFINITION. D « M(T) est appelée ME-{injectif si
(x,D):(B,D) > (A,D) est surjective pour tous les x:A > B« ME.
f € ME est appelé ME-essentiel si gf € ME entraine g « ME.

Une ME-enveloppe injective de A< M(T) est un morphisme f:A > B

ME-essentiel avec B ME-injectif.

5.5. THEOREME. So4it T une varniété. Sont Equivalents:
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(a) M(T) a une ME-enveloppe injective,
(b) Les ME sont thans §érables dans M(T),
(c) chaque A« M(T) a une ME-enveloppe infective.
Démonstration. (a) + (b) [5.3 (4)]; (c) * (b) exercice,;
(b) > (a) et (b) »> (c):
(1) si f € ME alors f est ME-essentiel. En effect, soit

gf € ME. Alors il existe h € ME et j € M(T) et un diagramme

i
A /i/:B
C n > D

(2) Soit A € M(T). On peut démontrer par induction infi-

commutatif

Alors g e ME.

nie l'existence d'un B € M(T) et d'un x:A + B &« ME tel que si
y:B > C € ME alors C = B. Soit B = ERA et x = ¢A alors ¢A est
une ME-enveloppe injective de A.

(3) Soit f:A + B € M(T) alors le diagramme suivant peut

etre complété

(0
A A > ERA
fl | ERE
v
B > ERB
o

car ERB est ME-injective. Soit K = {ERA}A « M(T).
(4) D'apres [Pareigis, 1970] le foncteur E:K > M(T) est

monadique. Soit f:A > B € M(T). On a le diagramme suivant:

ERA = ERB

T ;5;\\*~ER(fA)"’E;§f' I
A

: £
4 > B

fA
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et on a (ERF)(ERA) = ER(fA). Si f est épi de M(T), ERf et ERi
le seront aussi; d'ou ER(fA) = ERB et ERf est surjectif. Si f
est mono alors g est un iso, donc ERg 1l'est aussi, donc ERf
est injectif.

(5) Soit f:A > B épi de K alors E(f) est &pi de M(T)

donc RE(f) est surjective et d'apres le diagramme commutatif

suivant:
REA REL -> REB
" v
A = > B

on a f surjective.

5.6. COROLLAIRE. S{ M(T) a we enveloppe K alorns elle
est unique.
Démonstration. Soit A « M(T). On aura

¢
A - ERA

\ : | Ty
e~

hh' = 1 = h'h car ERA et E'R'A sont ME-injectifs.

5.7. LEMME. Soit M(T) avec £es ME thans férables. ALonrs
84 f:A > Be ME et a,b:A > C € M(T), alons L existe c,d:B > D
et g:C > D e ME avec cf = ga ef df = gb.

5.8. DEFINITION. Soit

AT) = {8(x,y) | T F ¥z %55 6(x%,7) et 8(x,7) pure}

AT) = {6Q(T) | 6 est conjonction de formules atomiques}.
5.9. LEMME. Soit M(T) avec £es ME trans férables. S4
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f:A> NeME et b €B alons L existe ae< A et 6« MT) tels
que B F 6(a,b)
Démonstration. On a b € Dom(A,A(b)) par le lemma précé-

dent, d'ou le résultat.

5.10. REMARQUES. Soit M(T) une variété et F l'adjoint
de G:M(T) >~ Ens. Si K est un ensemble, GK:M(T) + Ens est le

foncteur
6(a) = Hom___(K,GA).

Une transformation naturelle }\:GK + G est la donnée pour cha-
que A FT d'une fonction )\A:AK + A telle que si f:A > B e M(T)

alors on a un diagramme commutatif:

A
K A > &
le lf
BK ¥ > B
B

5.11. Par le lemme de Yoneda, on a une bijection
Hom . (6¥,6) -5 GF(K)
Cat

définie de la fagon suivante. Si X:6%> G alors on a

)\:F(K)K + GF(K); soit ®:K + GF(K) 1'inclusion de K dans GF(K),
alors Y(A) est défini par A(®). Réciproquement, soit a & GF(K).
On définit )\:GK - G par: si f:K > GA € Ens, alors on a un

diagramme commutatif

et A(£) = f(a).
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5.12. Soit F un symbole de fonction du langage L de T,
- 5 K : o Ll
d'arité p. Si A&.E HomCat(G sG)y i = 1,...,p, on défidnit

F(Xl,...,kp) par

F() ,...,Ap)(A) = F(Ai(A),...,AP(A)).

1

Si ¢ est une constante de L et a est sa réalisation dans
F(K), alors on définit la réalisation de c¢ dans HomCat(GK,G)

par Y_l(a), donc on a:

5.13. Supposons qu'on a bien ordonné K: K:{KXIA « K},
et soit Py la projection pA:GK + G définie de la fagon suivan-

te: si A FT alors pk(bj) = by Alors on a Y(pA) = K.

5.14. Soit ae F(K), alors il existe un terme t tel que

a = t(Kil,...,Kia), d'ou
v"a) = t(ps, ».--spi.)-
o S
Dans la suite, on identifiera HomCat(GK,G) et F(K).

5.15. DEFINITION. Soit I'(T) l'ensemble de formules
8(x,y) de la forme

W
8(x,y) = A 0.(x,y)

i=1

avec Gi(§,§) conjonction d'atomiques:
0.(%,5) = (p,(%,9) = T,(%,7))
avec x = (XO’Xl"")’ §.= (yo,yl,...), en plus
S L
T F¥x3 1y B8(x,y)3

8(x,y) est bien défini (remarque 5.14)>car on se place dans
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w
HomCat(G ,G6).

5.16. Enveloppe implicite définie par 6 € A(T) (on a
une définition analogue pour 8 € I'(T)). Soit 8(x,y) « A(T)

avec X = (xo,...,xn_l) et § = (YO,---,Ym_l)-

Si1 A ET soit
V(A) = {ae A | 3Ibe A et A EB(3,b)}.
Si f:A > Be m(T) soit V(£f):V(A) » V(B) la fonction

V(f)(ao,...,a ) . = (fao,...,fa ) s

n-1 n-1

Alors V est un sous-foncteur de Gn:

V(A) > G(A)
v(f)l l 6" (£)
V(B) > G"(B)

Soit la fonction n(A):V(A) ~ G"(A) défini par n(A)(a) = b si
et seulement si A k 6(a,b), alors n:vV ~» G™ est une transfor-
mation naturelle. (V,n) est appelée l'enveloppe implicite

défini par 8. Notation EI(6).

5.17. THEOREME [Gritzer, 1968. Chapitre 1]. Soit
A ET, Hc AxA et 8(H) La nelation de conghuence engendrée
par H. Alons c = d(8(H)) 44 et seulement 54, L& existe i < u,

une séquence c = z ,z; = d avec <aj,bj>e H et gonctions

0
algbbraiques unaines Py Fr Bindial et Ao 0O QUL {pj(aj),p(bj)}

2 {zj_l,zj}, i el Y, A

5.18. Soit 6 € A(T) (ou 6 € I'(T)), si x = (xo,..,xn_l)
et y = (yo,...,ym_l) dire qu'il existe un terme t tel que

¥ = t(x) est équivalent par définition a l'existence de m-ter-
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mes t. tels que y. = ti(i), i=0,...,m-1.

5.19. PROPOSITION. S04t M(T) wie varniété. Les condi-
tions sulvantes sont Equivalentes:
(1) (a) M(T) a une envoloppe K.
(b) pour toute fommule 6(x,y) « A(T) £L existe un
tenme t tel que T F 6(x,y) >y = t(x).
(2) Les Epis de M(T) sont surjectifs.

Démonstration. Il suffit de démontrer que (2) > (b).
Soit (V,n) l'enveloppe implcite définie par 6, et
ir ik = n+m S

6 = iél(pi = ﬂi). Alors p;»T,; € HomCat(G DTS S [ S o
Soit H = {(pi,ﬂi) l i=1,..,r} et 8(H) la relation de con-

" ) ak n n+m

. >

gruence engendrée par H. 801§+%.Homgat(6 ,G) HomCat(G ,G)
définie par j(f) = fop ou p:G > G est la fonction

3 N 1 et SRR -
p(ao,...,an+m4} (aO"“’an—1)° Soit ®(H) = (3%3) “(8(H)),

_~ P - .
alors on a ®(®(H)) = ®(H). On a un diagramme commutatif:

Hom(Gn,G) ] *»Hom(Gn+m,G)
Hom(G",G) /8(H) : > Hom(G"*™,G) /8(H)

avec r(p(A)) = p(j(A)). Pour tout A FT, xe A" on a

(1) il existe au plus un y € A" tel que
el(x,y) = e2(x,y) V(el,e2) e 8(H),

(2) 2 < V(A) si et seulement si il existe un y comme
dans (1).
r est une Epimorphisme, car si on a fr = gr on aura le

diagramme
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n -> N+m gopo
@
¢l . j/‘b N
F(n) J >F(n+m)—gL—-> X
fop
J le 1;,;5’;9
F(n)/8(H) — ——~ F(n+m)/8(H) 7 &

d'ou fopod = (x,y) et gopod = (x,z) avec x & 27, V2 e x".

Alors ¥(a,b) € ®(H) on a:

a(®,¥) = (£fop)(¥(a)) = (£op)(¥(b)) = b(X,¥)

aussi a(x,y) = b(x,z), donc y =z et f =g. Alors r est

surjectif par hypoth2se.

Soit q:Gn+m + G" définit q(X,y) = y; alors il existe
un t:G" > G tel que r(p(t)) = p(q); donc s(j(t)) = s(q) et
j(t) = q(®(H)); d'aprés (6.17) on a ¥A E T, t(x) = q(x,n(x))
= n(x). ¥x € V(A) doncona T F 6(x,y) >y = t(x).

5.21. PROPOSITION. Soit M(T) une varniété. Les condi-
tions suivantes sont Equivalentes:
(3) S4 6(x,y) € T(T) alorns L existe un tenme t tek

que - B g
T FO(x,y) >y = t(x).

(2) Les €pis de M(T) sont surjectifs.

Démonstration. (2) + (3) (voir (5.19)). (3) > (2):
Soit f:A » B un mono-épi non surjectif. On peut supposer B
dénombrable [Bacsich, 1974] . Soit n = f(A), m = B-f(A) et

le diagramme suivant:

v

—____._P: F(n+m)
n+m

E B
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ou (a,b) € E si et seulement si Y(a) = Y(b); et r(a,b) = a,

s(a,b) = b. SiE = (jxj)_l(E) ou
5 :Hom(G",6) + Hom(G"™™,6),

alors on a le diagramme

A > B

isol liso

F(n)/E —L— » F(n+m)/E

si aeF(n+m) alors Y_l(a) < Hom (Gn+m,G); siMETon a

Cat

(Y rahon s K

donc si x = (xi)i<n et y = (y.). on a

8(x,y) = N (a(x,9) = b(x,y)).
(a,b)€E

8(x,y) € I'(T), sinon, soit M ET, p e M, q,r € M et

M E 8(p,q) A 8(p,r). On a un diagramme

F(n+m) (p,q)

tp,.T) M
92
el

n+m

1(‘(

si (a,b) « E alors (p,q)(a) = a(p,q) = b(p,q) = (p,q)(b) de

méme (p,r)(a) = (p,r)(b) d'ou on a un diagramme

F(n) > F(n+m) (5\\\

F(n)/E' ___L__)F(n+m)/}:/,))/r/,///§///

P-4
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alors (p,q)f = (p,r)f, d'ou (p,q) = (p,r) et (p,q) = (p,r),

q = r. Par hypothése il existe un terme t tel que ,
T F (R, y)y " §8I4(%)
donc f est surjective.

5.22. PROPOSITION. Les conditions sulvantes sont
Equivalentes :
(1) SL 0(x,y) € MT) alors L existe un ferume t tel que
T FO(x,y) -y = t(x).

(2) Les monos Epis f:E(n)/@(/ﬁ) + F(n+m)/®(H) avec n,m
H §inis sont surjectigs.

5.23. THEOREME. Les conditions suivantes sont &qui-
valentes:
(1) (a) M(T) a une enveloppe K,
(b) pour toute formule 6(x,y) € MT) L existe un
terume t tel que

T FO(R,y) > v = t(x).

(2) Les Epis de M(T) sont surnjectifs.
(3) S 6(%,7) € T(T) alorns AL existe un temnme t tel
que T F 6(;(,3-/) > § = t(}_().

5.24. COROLLAIRE. be DOM(A,B) 44 et seulement AL
L existe 6(x,y) € I(T), a€ A, beB, pl(B) =b et
B E 6(a,b).

§6. Sur les catégories abéliennes.

6.1. Un mono (resp. un épi) est appelé #égulien s'il
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est de la forme Ker(f,g) (resp. Coker(f,g)).

6.2. PROPOSITION. Soit T wie varniété. Les conditions

sulvantes sont Equivalentes:
(a) tout mono de M(T) est négulien,
(b) 44 f:A > B est un mono de M(T), alors A = DOM(A,B).
(c) poun toute formule pure 6(z,x) telle que

T vz 3% 0(z,%)

alons L existe un terme t(z) tel que

T F ¥z ¥x(8(z,x) »x = t(z)).

Démonstration. (b) + (c) [Bacsich, 1974]; (a) + (b)

exercice.

6.3. PROPOSITION. Soit T une varlété telle que Les mo-
nos sont réguliens, alons Les Epis sont surnfectifs et négu -
Liens.

6.4. PROPOSITION. Si M(T) est une catégornie abélie-
nne [Freyd, 1964], alons Le foncteuwr G:M(T) > Ens est monadi-

que.
Démonstration. Soit A et Be& M(T), A%B le produit dans

M(T) et AXB le produit dans M(¢). On aura le diagramme sui-

vant:

o AXB

¢

AsB Z 7
Yo N 7 N
A 1% B A B

avec ¢p(x) = (ﬂl(x),ﬂ2(x)) et Y(a,b) = il(a) + i2(b). On a
¢oP = 1 = Yoo, d'ou AxB est isomorphe a AXB. Toute catégo-
M(T) a un objet nul,

rie abélienne est convexe [Freyd, 1964].
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donc on peut supposer T une quasivaridté, car par un théoreme
de Feferman et Vaught [Chang—Keisler, 1973], M(T) a des pres-

que-produits. La suite est un exercice.

6.5. PROPOSITION. Les conditions sudlvantes sont Equi-
valentes :
(a) M(T) a un objet nul canonique (préservé pan G),
(b) 4L existe une et seulement une forwmule pure o(x),
a T .Csomorphisme pres, telle que T F 3lx P(x).

6.6. PROPOSITION. Soit M(T) une variété. Les condi-
Lions suivantes sont Equivalentes:
(1) M(T) est abélienne.
(2) (a) M(T) a un objet nut,
(b) tout mono est négulien,
(c) M(T) est modulaire.

6.7. THEOREME. A des fonctions de Skolem pres, Les
conditions sulvantes sont Equivalentes:

(a) M(T) est abllienne.

(b) M(T) est isomonphe a La catégorie des modules sur
un anneau R.

(c) (i) T est une varniéte,
(ii) 4L exdiste une et une seule gowmule pure H(x),

a T Lsomorphisme pres, telle que

T F31'x 0(x),
(iii) pourn toute gonmule pure 6(z,x) telle que
T F ¥z 3$1x 8(z,x)
AL existe un terme t(z) tel que

T F ¥z ¥x(8(z,x) > x = t(z)),
T3



(iv) 4€ existe un entiern n et une sulte My sm
de tenmes a quatre variables telles que

sch <50

e n

it

T F (mo(x,y,z,t) x) A (mn(x,y.z,t)
T F (mi(x,y,y,x) =ao .05 b, BOOLEI Ren

T b mi(x,y,y,t) = mi+1(x,y,y,t), powr i Ampair

T F mi(x,x,y,y) mi+1(x,x,y,y), pour i painre

Démonstration. (a) > (b). Soit M(T) abélienne. Par 6.4,
T est une variété (a des fonctions de Skolem prés). D'aprés
le corollaire 2.2 de [Johnson et Manes, 1970] on a (b).
(a)>(c) il enrésulte de 6.3, 6.5, 6.6 et [Day, 1969].

§7. Conclusion.

Theonies de Hornm convexes.
7.1. M(L,T) est stable pan produits cartésiens si
les conditions suivantes: A est un modeéle de T, B est un mo-

déle de T, entrafnent AXB est un modeéle de T.

7.2. THEOREME. Les conditions sulvantes sont Equiva-

Lentes:
(a) M(L,T) est stable parn produits cantésiens et est

convexe.
(b) T est une théorie de Hoan convexe.
(c) A fonctions de Skolem déginissables pres, T est
une théornie de Horm undivenselle.

7.3. THEOREME. Les conditions swivantes sont Equiva-

Lentes :
(a) T est une théornie de Horn convexe et L'algebre né-
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dulte & un seul Elément est un modele de T.
(b) M(L,T) est une catégorie complite et Le foncteunr G

a un adjoint.
(c) A functions de Skolem définissables pres, T est

une quasi-variéte.
(d) M(L,T) est Locakment de présentation finie.

7.4. THEOREME. Les conditions suivantes sont Equiva-
Lentes :
(a) T est une théornie de Homn convexe positive.
(b) G est un goncteur monadique.
(c) A gonctions de Skolem définissables pres, T est une
varLELE.

Exemple typique. La théorie des groupes avec la multi-
plication (une seule fonction de Skolem définissable est né-

cessiare, elle est fournie par 1'inverse).

7.5. THEOREME. Les conditions suivantes sont Equiva-
Lentes:

(a) M(L,T) est une catégorie abélienne.

(b) M(L,T) est L{somorphe a La catégorie des modules sur
un anneau R.

(c) A fonctions de Skolem définissables prés, T est une
variéteé, en outne:
(i) L existe une et une seule govmule pure ¢(x),

& T Equivalence pres, telle que

T F3'x 6(x);
(ii) pour toute fonmule pure Y(w,x) telle que
T F-3$1x Y(w,x),

A existe un terme t(w) tel que
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T Fy(w,x) > x = ©(w);
(iii) AL existe un entien U et une suite m,...,m, de
termes a quatre variablfes tels que
T+ (mo(x,y,z,t) = x) A (m(x,y,2,t) =1t),

Xy i e 3" 1)

T Fm (x,y,y,%)

1]

T F mi(x,y,y,t) mi+1(x3YsYst)s i Ampain,

T Fm (x,x,y,y) = m  (X,x,y,y), 1 pain.

Surn Les Epimonphismes d'une varniété. Soit T une variété.
Soient a = (ao,al,...) et B = (bo’bl"") deux ensembles dis-
joints de variables. Etant donnée une formule ¢ de L, la nota-
tion ¢(a,B) veut dire que l'ensemble de variables libres de ¢

est un sous-ensemble de

o
U ta;,b.}s
i=0

méme notation pour ¢(a).

7.6. Soit D[T] 1'ensemble des formules §(o,B) telles

que

S(a,B) = A ¢i(a,8),
i=0
avec ¢i formules atomiques de L et T F 361 BS(a,B).

7.7. THEOREME. Soit T une variété. Les conditions
sudvantes sont Equivalentes :

(a) Les Epimonphismes de M(L,T) sont surfectiqd;

(b) pour toute gowmule 6(a,B) de D[T] 4L existe des

termes T, T de L tels que

qr e

T +8(a,8) > Alb, = T.(0)].

i
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