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LOCALMENTE LIPSCHITZIANAS Y SUS APLICACIONES

by

Mario ZULUAGA URIBE

§1. lntroducci6n. El estudio de las ecuaciones diferencia-
les parciales no lineales con parte no lineal discontinua ha
tenido un floreciente desarrollo en los ultimos afiosdebido a
su relacion con problemas tecnologicos. POI' ejemplo la Ecua.-
c£6n de. Eianba.a.-6 sobre conductividad termica en medios electri-
zados viene expresada as!:

c.
~v = ~(v) en ~,

V = 0 en d~,

donde

{

t+t si t > T-t

6<tJ = 0 0 si t • T-t~
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� representa una constante de conductividad termica del medio y

e un parametro. En este articulo estudiaremos el siguiente pro-
blema el1ptico:

~u = ~(x,u)en n,
u = 0 en an,

donde ~:nXR +~ presenta discontinuidades en u.
Haremos uso de las tecnicas del calculo subdiferencial de-

sarrolado por F. Cla~ke en [4] y haremos una generalizacion, a
funciones localmente lipschitzianas, de los metodos de reduc-
cion que han sido desarrollados por A. Castro y A. Lazer en [1]
y [6] para funciones de clase C1

.

§2. Elementos del calculo subdiferencial. Sea E un es-
pacio de Banach reflexivo con E~':su dual. Denotaremos con<4~':,x:> la

imagen de x e:: E por el funcional z* e: E1
:.

DEFINICION 2.1. Sea 6: E + JR. Decimos que 6 es ioeai.-
mente lip6ehixziana si para cada x. e: E existe una vecindad U de
X y una constante � > 0, que depende de U, tal que

(2.1)

para todo y~z e: U.

DEFINICION 2.2. Sea 6:E +m. localmente lipschitziana.
Para cada V €E definimos la derivada direccional generalizada
en x. y en la direccion de V como:

6°(x,v) = 11m 6(x+h+AV)-6(x+h)
h+o A
A+O+

(2.2)
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Unas de las consecuencias mas inmediatas de la definicion
(2.2) son las siguientes:

LO( /0 60a) u X,V1+V2) ~ u (X,V1) + (X,V2)

b) 60(X,A v) = A6°(x,v) para A ~ o.

Como consecuencia de (a) y (b) se desprende que
c) ~o(x,-):E -+R es convexa.
Debido a que es localmente lipschitziana se sigue que:
d) 16°(x , v) I ~ k11vii,donde k. > a depende de X y una vecindad
de x.

La siguiente definicion es debida a F.H. Clarke y aparece
en [4J.

DEFINICION 2.3. El glULcUe.nte. ge.neJta..U.zado de 6: E -+ lR,
loealme.nte. lip~ehitz~ano e.n x, y denotado por o6(x) se define:

( 2.3)

Las propiedades F-1 a F-9 que aparecen en seguida se de-
ben a F.H. Clarke y su prueba aparece en [4J. La propiedad F-l0,
debida a K.C. Chang, aparece en [2].

F-l El conjunto o6(x) es no vaclo, convexo y compacto en la to-.~pologia estrella deb i.L (V").

F-2 Para cada v £: E, 6°(x,v) = Max{<z,v>, Z e: a6(x)}.
~ ~

F-3 Sea $I c: E" convexo y compacto en la topologla V", entonces
o6(x) c: $I si Y solo si 6°(x,v) ~ Max{<Z,v>, z e: rn.

F-4 Si 6 es convexo entonces a6(x) = {z e: E*, 6(Y)-6(x) ~
<Z,Y-x>}cualquiera que sea Y e: E.

F-5 Si 6 admite una derivada de Gateaux en una vecindad V de X
y V6:V -+ E* es continua, entonces a6(x) = {V6(x)}.
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F-6 Si x es un punta de minimo local de 6 entonces 0 e: a 11(x).
F-7 Para todo A e:JR, a(Ari)(X) = A-a6(x).

F-8 Para todo 0, 9 localmente lipschitzianas,
a ( 6+g )( x) c= a 6 ( x) + a 9( x ) •

F-9 Seaz. e: a6(x/) para i = 1,2,00' Y supongase que X. -+ X Y
:.<.. "'- J.:'<"

que Z. -+ Z en el sentido de la topologia V". Entonces
:.<..

z e: a6(x).
F-l0 Sean E y F dos espacios de Banach reflexivos tales que

\

E c= F, E dense en F y la inclusion c. E -+ F continua. Sea 6
localmente lipschitziana en F y llamemos & = 61E entonces

a6(x) c= a6(x) (2.4)

para todo x EE. Si 6 es, ademas, convexa, en (2.4) se tiene la
igualdad.

§3. Teo rema prj nc ipa 1. En esta secc.ionconsideraremos un
espacio de Hilbert real H y dos subespacios X y Y , ortogonales
entre si , cerrados y tales que H = X (i) Y, con dimX < 00. Llamare-
mos Pi y P2 a las proyecciones ortogonales de H sobre X y Y res-
pectivamente.

DEFINICION 3.1. Sea J:H -+.lR localmente lipschitzia-
na , Decimos que u e:H es un punto c.Jr.1.ti.c.ode J si 0 EaJ(U).

TEOREMA 3. 2. Sea J:H -+.lR una a.pUc.a.d6 n que. .6 a.t.i.6 6a.c.e.
.tall .6iguie.ntu c.oncUwnu:
1) J es to c.a1.me.nte. Up.6 c.hLtzia.na..
2) J( x) -+ -00 c.u.ando ~xII -+ 00, x 'e: X.
3) Pana: cada x e:X.ta. apUc.a.cU.6n Jx:Y-+1R, Jx(lj) = J(x+lj) ell U-
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:tJUctamente ccuvexa, y Jx(y) -+ 00 -6J.. Ilyll -+ 00.

4) ExJ..-6te m > 0 tal que pana todo x ~ X, Yl'Y2 € Y

(3.0)

e.ualquJ..eJLa. -6W 21 ~ aJX(Y1)' 22 ~ aJx..(Y2)'
ErLtone.e.o exJ..-6ten Xo Ii: X, Yo ~ Y ta1.e.o que xo+Yo es punta e.JUti-
co de J en e..t -6enxcdo de fu de6J..Muo n 3.1-

DemvstraciOn. La prueba la haremos con la ayuda del si-
guiente lema •

LEMA 3.3. Sea J:H -+ R .e.oe.almerLte Up6e.lU..:tzJ..ana. Pana.

cada. x e: X, y c.ada y e: Y de6J..rLJ..mo-6 Jx:H -+ JR., Jy:H -+:m. a.o-f..:

Jx(h) = J(X+P2h)

Jy(h) = J(Y+Plh).
(3.1)

ErLto ne.e.o -6e tiene:
a) SJ.. 0 E: aJy(x) entone.e.o aJx(y) c 3J(x+y).

b) SJ.. oe: aJx(y) en:tone.e.o 3Jy(x) c 3J(x+y).

Demo~. Observemos que Jxjy coincide con la aplica-
cion Jx:Y -+:m. que aparece en la condicion 3) del Teorema 3.2.
Es claro que Jx, Jy son localmente lipschitzianas. Daremos uni-
camente la prueba de la parte a); la parte b) tiene una demos-
tracion analoga. Sea we: aJx(y). Para cada ve: H,

(3.2)

Por otro lado, para todo V e: H

JO(x+y, P1V)~ J~(x,v).

Como 0 e: 3Jy(X), J~(X,v) 7 0 y de la desigualdad (3.3) tenemos

(3.3)
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para todo v E: H

(3.4)

Afirmamos que para todo V £ H, se tiene que

JO(X+Y,P2V) ~ JO(x+y,P1v+P2v)
o= J (x+y, v) , (3.5)

Si no fuese asi exist1ria Vo E H tal que JO(x+y,P2Vo) >
JO(x+y,v). De la propiedad F-2 del §2 se sigue queo
max{<z,p

1
vo>:Z E: aJ(x+y)} < 0, que es contrario a la desigual-

dad (3.4) •
.Reemplazando (3.5) en (3.2) optenemos que W E aJ(x+y) co-

mo queriamos. As! queda probado el lema.

Pasemos ahora a la prueba del Teorema 3.2. La condicion
(3 ) implica la existencia de un unico punto mlnimo de la fun-
cion Jx: Y+ JR, X EX. Ver por ejemplo [5] . Podemos construir
una funcion T:X + Y donde T( x) es el unico punto de mlnimo de
Jx. Esto es Jx(~) > Jx(T(x» si Y , T(x). De la propiedad F-6
del §2, se sigue que OCi:aJx(T(x». Aplicando la desigualdad
(3.0) a Y1 = 0, Y2 = T(x), y usando la desigualdad de Cauchy-
Schwar-tz, se tiene

0.6 )

donde (3.6) debe entenderse valida para todo Z E aJx(O). Como
aJx(O) es acotada y como dirnX< 00, de (3.6) se sigue que T en-
vla conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Nuestro siguiente propos ito es ver que T es continua. Su-
pongamos que T no es continua en x. Entonces existen £ > 0,o
una secuencia {xn.} C X tal que xn. + x y una subsecuencia
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{T(xl1k)} c: tr«,» tal que IIT(xl1k)-T(xl1)II> Eo' El conjunto
{rexl1k)} es cerrado y acotado, por:10 tanto debilmente compac-
to. De otra parte Jx es convexa y, pOl'10 tanto, debilmente in-

feriormente semicontinua. Es bien conocido que funciones debil-
mente inferiormente semicontinuas alcanzan un minimo en conjur
tos d€bilmente cerrados (vease pOl'ejemplo [9J, pag.78). Con-
cluimos que existe Y1 e: Y tal que Ily1-T(x)11 > Eo que satisface

< < (3.7)

para todo 11k' k = 1,2, ..••
Como J es continua, existe N €lli tal que para todo 11~ N

Jxl1(T(x» < JX(Y1)' De 3.7) se deduce que para 11ksuficiente-
mente grande Jxl1(T(x» < JXl1k(T(Xl1k»' cualquiera que sea 11~ N.
Tomando 11 = 11ktenemos que Jxl1k(TCx» < JXl1k(T(xl1k» que es
contrario a la definicion de la funcion T. Esto prueba la con-
tinuidad de T.

Sea Jx:H +R tal como se definio en (3.1). Veamos que
o e: aJxCTCx». En efecto, Jxly alcanza en T(x) un minimo. POl'
otra parte:

-1= lim I[JCx+T(x)+P2(h+AV»-J(x+T(x)+P2h)]
h+o
A+O+

Si tomamos h EX entonces P2h = 0 y el numerador del cociente
oanterior es mayor 0 igual acero, luegQ Jx(T(x),v) ~ 0 que e-

quivale a 0 e: aJxCT(x». Afirmamos que existe Xo E X tal que
o E aJT(Xo)CXo)' En efecto Jx(T(x» = J(x+T(x» ~ Jx(O) = J(x),
entonces de la condie ion (2) del Teorema 3.2 se deduce que la \
aplicaci6n J Co+T o):X + 1R tiende a -co si II~I + co. Puesto que T
es continua, JCo+To) tambien 10 es y como dimX < co tenemos que
existe X € X en el cual J(o+To) alcanza un maximo absoluto.

o
POl'otro lado, para cada v € H
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-lex +T(x )+APlv) + l(x +T(x » ~ 0o 0 0 0

y esto implica que (-JT(Xo»o (xo,v) ~ 0, de modo que
o £ a(-lT(Xo»(Xo). De la propiedad F-7 del §2 se sigue que
o E: aJT(Xo)(Xo). Como 0 e:: aJXo(T(xo»n aJT(xo)(Xo) del Lema 3.3

se tiene que 0 e:: aJ(x +T(x » y el Teorema 3.2 queda probado.
o 0

§It. ApI icaciones a un problema el iptico. En esta sec-
cion Q denotara una region acotada de ~n. Estudiaremos la exis-
tencia de soluciones del problema

- ~u = ~(x,u) en Q,
u = 0 en aQ, (4.1)

n a2
donde ~ representa al operador diferencial .1 ~, ~:Q~ +~,

,(.=1 ax-
sujeto a algunas condiciones que daremos posterio~mente, y aQ

. 1representa la frontera de Q. Por C (Q) representamos el conjun-o
to de las funciones continuamente diferenciables con soporte
compacto contenido en Q. Lo dotamos con el producto interno

n
<u v> = I u-v + I I~~, 1 Q Q -i=1 aX-iaX-i (4.2)

y a su complemento 10 llamamos el upa.c£o de Sobolev H1W).o
En 10 que sigue II 111' < , >1 denotarfm la norma y el pro-

ducto interno en H1W) y II II , < , >0 denotaran la norma y el020producto interno en L (Q).

DEFINICION 4.1. Sea J:H1W) +~ definida por
o

1 2 u
J(u) = "2 J (~u) '- If I ~(X,4)tU}

Q Q
(4.3)
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donde
d~bil

COMENTARIO. La Definicion 4.1. dada por K.C. Chang en
[2J, constituve una generalizacion natural del concepto de so-
lucian debil de un problema del tipo (4.1). que aparece en la
literatura cuando el funcional J es de clase C1, debido a que
en este caso aJ(u) consistiria del unico elemento VJ(u). En
general nuestro funcional J de (4.3) no sera de clase C1 sino
localmente lipschitziano 0 a 10 sumo lipschitziano sobre con-
juntos acotados.

Sea {An} el conjunto de valores propios del problema

t:1J. + AU = 0

u = 0
en ~ '}
en a~ (4.4)

y sean {~1"",~n"'} las soluciones debiles correspondientes.
Llamaremos X = <~1""~k-1> al espacio generado por las k-1
primeras funciones propias del problema (4.4). Sea Y =
<~k'~k+1"">' Es bien sabido (ver [7]) que H~W) = X@Y y se
satisface

IIxll1 ~ Ak_1l1xllo '

lIyll1 ~ Akl/yll 0 '

(4.5)

(4.6)

para todo X e: X, y e: Y.

TEOREMA 4. 1. Supongamo.6 que. ¢ ~>gR -+]\ .6a.U.6-6a.c.e. .ta..6 .6-<..-
glLie.n.:te6 pno p-<..e.da.de..6
A. ¢( x.u) = yu-h(u)+-6( x) donde. -6 e: L 2W), h:R -+ JR e..6 C.1le.Ue..u:e,

A k > Y > 0, Ak as el a- ~-Uno va1.oJt pJtop-<..o del pJtOblem::t
(4.4), y c JR.
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B. Icjl(x,u.)I ~ C1CX)+C2Iul paJr..a.algu.n C1CX) e: L
2
(Q), C2 > O.

C. Lo.6 ru1meJtO.6
A-.IC±co) l~' yt-h(t)
't' = lm t

t~

.6at..i..6 6ac.en <P' C-co )<"k.-1 < cj> I (~) < "k:
Entonc.e6 e1. p1tobterm C4.1) tiene, pO!!. to men0.6, una. .6otuc.ion de--
bU.

DemoBtraciOn. Veamos primero que la aplicacion J definida
en (4.3) es localmente lipschitziana y que

aJ(u)c-l.u-yu-·S+ [~Cu) ,liCu) ] (4.7)

donde
1 ,,;',

a) bu. c H (Q) ,o Jl.u-v = J<~u-~v>.
n n

b) h(t) = ITffihC.6), h(t) = l1mh(.6) y [hCu),n(u)] =
s-« - .6+t -

h(uCx» ~ .6(x) ~ liCu(x»}
u

En efecto: la aplicacion g(u) = ~~ cj>Cx,t)dt es localmente lips-
chitziana puesto que de la condicion B se desprende que

!g(u)-gCv)1 ~. r"Cl" + C22 Max~w" Jlu-vl ,o W£U 0 0

donde U es una vecindad que envuelve a u, V. De otra parte
H1cn) + L2cn) es una inclusion continua 10 cual prueba que 9 eso·
localmente lipschitziana. Es bien sabido que ~JC~u)2 define en
H1Cn) una norma equivalente y as! queda probadonque J es local-o
mente lipschitziana.

Para ver C Lf. 7) escribamos J as!
1 2 2 u·

JCu) = ?JC~u) -f fu - f6ou+ If (h(.6»d.6.
n n n no

C4.8)

u
Cons.id er-emosel ultimo sumando, FCu) = f J h(.6)d.6. De la condi-

no
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cion B Y del hecho de que h es creciente se desprende que F es
localmente lipschitziana y convexa. Un calculo nos muestra que

fli(u)ov, v ~ 0,
o nF (u,v) ~

!h(u)ov, v < o.n-
Entonces 'dF(u) c: [h(u) ,h(u)]. Por otra parte, si W e:: [~(u) ,h(u)]
entonces w(v-u) ~ IVh(t)dt para todo v e:: L2(n). De la propiedad

uF-4 del §2 se sigue que W e:: 'dF(u) y de ahl 'dF(u.) = [~(u),n:(u.)J.
Los otros tres sumandos del miembro derecho de (4.8) tienen co-
mo gradiente generalizado a -~u, -yu., -n , respectivamente. De
F-8 se sigue (4.7).

I

Consideremos, para cada X e::X, la aplicacion Jx:Y +R,
Jx(y) = J(x+y) donde J es la aplicacion definida en (4.3). Vea-
mos que J X es estrictamente convexa y que J x( y) + +CO si II yll1 + co.

De la condici6n B se deduce la existencia de M > 0, E > 0 tales
que

ep(x,t) < (A/z-E)t+M+n(x), t ?- 0, }

ep(x,t) > (A/z-E)t-M+n(x), t < o.
(4.9)

De (4.9) se obtiene
~y ~y

fff I (A/z-E)t+M+6(z)Idt}dz ~ !fI ep(z,t)dt}dz.
g ~ . n 0 (4.10)

De la desigualdad (4.6) se sigue que
x+y A/z-S 2lU I (A/z-E)t+M+n(z)ldt}dz ~ TiX+Yllo+M111X+yj1o

A -E II till i~+[~ + IIx~ oJ +M1~x+yJI0 (4.11)

para algun M1 > O. De (4.3), (4.10) y (4.11) se sigue que
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(4.12)

Debido a que 1 > (Ak-€)/Ak' de (4.12) se sigue que Jx(y) ~ 00 si

IYlll ~ co. Para- veT' que Jx es estrictamente convexa introducimos
la siguiente

DEFINICION 4.2. Una t r-ansfor-maci.Snafin A( x) = <l+T( x),

Tuna funcional lineal, se dice una nunei6n ~opont~ de J en Xo
si A(x) ~ J(x) para ~odo X y A(xo) = J(xo)'

Es bien sabido que una funcion es convexa en un abierto
si, y solo si, admite en cada punto del abierto una funcion so-
porte (ver- [8]). Para X e:: X, fijo escribamos Jx as!

X+y
Jx(y) = ~YII ~ - ~y~ ~ + f{f h(t)dt}dz

n 0 (4.15)

+ ~(-n)y+~xl~ -~xll~ - ~6ex •

En (4.13) estamos tomando /~(7U)2\como norma equivalente para
H;W), ven [7]~ l-ney es un fun~ional lineal, luego es convexo,
como h es creciente entonces f f h(t)dt es convexo. Bastarla pro-

n 0bar que

6S estrictamente convexo. Para simplificar veamos que B tiene en
y = a una funcion soporte; el caso y f a 10 podernos reducir al
anterior por una traslacion. Sea y ~ Y fijo y no nulo. Sea Y =o
{ty:t e:::rn.}. Definamos g:JR ~ JR per get) = B(ty). Puesto que
Ak > y, de (4.6) se deduce que g es estrictamente convexa y admi-
te en cada punta una funcion soporte (ver [8]). Sea G dicha fun-
cion sopor-te, Definamos en Y la siguiente funci.Snr A cty) = GCt);

o· 0
es claro que A es una funcion soporte de B en a con respecto ao
Yo' Por el teorema de Hahn-Banach (vel' [8J), A admite una ex-

o
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tension A afin a todo el espacio Y tal que A(o) = B(o), A(y)
B(y) para todo y £ Y. Puesto que 9 es estrictamente convexa,B
tambien 10 sera y queda demostrada la convexidad estricta de

Para finalizar la prueba del Teorema 4.1 solo resta pro-
bar la existencia de m > 0 tal que para todo Z1 ~ aJXCY1)'
Z2E: 'dJXCy2) se satisface La desigualdad (3.0), En efecto, ana-
logamente a la desigualdad C4.7) tenemos

Puesto que h es creciente entonces es ~ontinua salvo un numero
contable de puntos. Para Set) e:: L2cn), s(.t) E: [~C X+Y) ,fiC x+y)J,
se tiene que Set) = h(xCt)+yct)) para casi todo tEn. Sea
Z1E: 'dJX(Yl)' Z2 G:'dJXCY2) entonces

Z1 = -~CY1)
Z2 = -My2)

YY1-n+S1
YY2-n+S2

con Si ~ [~cx+Yi)' ncx+Yi)], i = 1,2. Debido a (4.6), h cre-
ciente y A~ > Y tenemos

m > O.

De otra parte: de la condieion C se deduce la existencia de
M > 0 Y E > 0 tales que para todo t E:~, ~Cx,t) > (A~_1+E)t-
M+nCx) y entonces

(4,14)

De (4.14) y (4.5) se obtiene
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(4.15)

Si II xli ~ OD entcnces Ilxl 0 ~ a) y de (4.15) obtenemos que J(X) ~-a).

Vemos entonces que se satisfacen todaslas hipotesis del Teore-
rna 3.2 y queda demostrado el Teorema 4.1.

Otros trabajos donde se estudian problemas en los que
~(x~u)present a discontinuidades con reipecto a u son [2]~ [3].
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