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TEORIA DE PUNTOS CRITICOS DE FUNCIONES

LOCALMENTE LIPSCHITZIANAS Y SUS APLICACIONES

Mario ZULUAGA URIBE

§1. Introduccidn. El estudio de las ecuaciones diferencia-

les parciales no lineales con parte no lineal discontinua ha
tenido un floreciente desarrollo en los Gltimos afios debido a
su relacidn con problemas tecnoldgicos. Por ejemplo la Ecua-
cifn de ELanbaas sobre conductividad térmica en medios electri-

zados viene expresada asi:

Av = %ﬁ(v) en §,
v = 0 en 9,
donde
+t si £ >T-%
o o
§(t) =

0 sitsT-/t,
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k representa una constante de conductividad térmica del medio y
¢ un pardmetro. En este articulo estudiaremos el siguiente pro-
blema eliptico:

o(x,u) en Q,

0 en 9%,

Au
u

donde ¢:QXR + R presenta discontinuidades en W.

Haremos uso de las técnicas del calculo subdiferencial de-
sarrolado por F. Clarke en [4] y haremos una generalizacidn, a
funciones localmente lipschitzianas, de los métodos de reduc-
cidn que han sido desarrollados por A. Castro y A. Lazer en [1]

y [6] para funciones de clase el

§2. Elementos del calculo subdiferencial. Sea E un es-

% oo
pacio de Banach reflexivo con E° su dual. Denotaremos con<Z”,X>la

imagen de x € £ por el funcional * e E”,

DEFINICION 2.1. Sea §:E~+ R. Decimos que § es Local-
mente Lipschilfziana si para cada X € E existe una vecindad U de

X y una constante R > 0, que depende de U, tal que
l§<y)-4(2)| < k|y-7| (2.1)

para todo ¢,z = U.

DEFINICION 2.2. Sea $:E *R localmente lipschitziana.
Para cada v € £ definimos la derivada direccional generalizada

en X y en la direccidn de v como:

Pecvy S ﬁx+h+>\;)-6(x+h) (2.2)
Aot
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Unas de las consecuencias mids inmediatas de la definicidn
(2.2) son las siguientes:

a) 6°(x,v1+v2) < 6°(x,u1) + 6°(x,v2)
b) §°(x,Av) = A6°(x,v) para A > 0.

Como consecuencia de (a) y (b) se desprende que

c) §°(x,-):E » R es convexa.

Debido a que es localmente lipschitziana se sigue que:

d) |§°(x,v)| < kJJvl|, donde k > 0 depende de X y una vecindad
de Xx.

La siguiente definicidn es debida a F.H. Clarke y aparece
en [4].

DEFINICION 2.3. El gradiente generalizado de $:E~ R,
Localmente Lipschitziano en x, y denotado por 34(x) se define:

3(x) = {z e E'i<z,v> < §2(x,v), v = E}. (2.3)

Las propiedades F-1 a F-9 que aparecen en seguida se de-
ben a F.H. Clarke y su prueba aparece en [4]. La propiedad F-10,
debida a K.C. Chang, aparece en [2].

F-1 E1 conjunto 34(x) es no vacio, convexo y compacto en la to-
pologia estrella débil 0").

F-2 Para cada v € E, 5°(x,v) = Max{<z,v>, Z €3§(x)}.

F-3 Sea  © E* convexo y compacto en la topologia D*, entonces
94(x) = Q si y sdlo si 6O(x,v) <€ Max{<z,v>, z € Q},

F-4 Si § es convexo entonces 94(x) = {z E*, §Cy)-4(x) >
<z,yYy-x>} cualquiera que sea y € E.

F-5 Si § admite una derivada de Gateaux en una vecindad V de X

y Dg:V ~ E* es continua, entonces 3§(x) = {D§(x)}.
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F-6 Si X es un punto de minimo local de § entonces 0 =34{X).
F-7 Para todo A €R, 3(A4)(x) = A+34(x).
F-8 Para todo $, 8 localmente lipschitzianas,
3(g+g)(x) = 34(x) + 3g(x).
F-9 Sea z, aﬂ(x‘:) para 4 = 1,2,... y supdngase que X > X ¥
que Z‘: + Z en el sentido de la topologia D*. Entonces

z €34(x).
F-10 Sean E y F dos espacios de Banach reflexivos tales que

E =F, E denso en F y la inclusidn £:E + F continua. Sea §

localmente lipschitziana en F y llamemos Z = ﬂE entonces

3B(x) = 34(x) (2.4)

para todo x €E. Si { es, ademds, convexa, en (2.4) se tiene la

igualdad.

§3. Teorema principal. En esta seccidn consideraremos un

espacio de Hilbert real H y dos subespacios Xy Y , ortogonales
entre si, cerrados y tales que H = X@Y, con dimX < «, Llamare-
mos Pl y P2 a las proyecciones ortogonales de H sobre X y Y res-

pectivamente.

DEFINICION 3.1. Sea J:H +R localmente lipschitzia-
na. Decimos que u €H es un punto critico de J si 0 « 3J(u).

TEOREMA 3.2. Sea J:H + R una aplicacibn que satisface
Las sdigulentes condiciones:
1) J es Localmente Lipschitziana.
2) J(x) » -~ cuando | x| > », x €X,
3) Para cada x X La aplicacibn J Y 7R, Jy(y) = J(xty) es es-
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trictamente convexa, y J, (y) » = 54 [y » =
) Existe m > 0 tal que para todo x = X, YyrYy €Y

2
| <zy-25, 449> | > mly;-y,] (3.0)

cuakquiera sea z, = ajx(gl), z, € alx(yz).
Entonces existen x, < X, y, = ¥ tales que x _+y, e punto L~
co de J en el sentido de fa definicién 3.1.
Demostraciém. La prueba la haremos con la ayuda del si-

guiente lema .

LEMA 3.3. Sea J:H -~ R Localmente Lipschitziana. Para

cada x € X, y cada y €Y definimos J,:H >R, Jy:H + R asdi:

T, (h) J(x+p2h)

(3.1)

Jy(h) JCy+p,h).

Entonces se tiene:
a) S{ o< aJy(x) entonces aJx(y) < 3J(x+y).
b) S{ 0= aJx(y) entonces aJy(x) < 3J(x+y).

Demostraciém. Observemos que foy coincide con la aplica-
cidn Jy:Y > R que aparece en la condicidn 3) del Teorema 3.2.
Es claro que Jy, Jy son localmente lipschitzianas. Daremos Uni-
camente la prueba de la parte a); la parte b) tiene una demos-

tracidn andloga. Sea w € 9Jy(y). Para cada v e H,
w,v> € J5(y,v) € I°(xry,p,v) . (3.2)
Por otro lado, para todo v = H
J(x+y, p,Y) >,JZ(x,v). (3.3)
Como 0 aJy(x), J;( X,V) ?, 0 y de la desigualdad (3.3) tenemos
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para todo v € H
I°(x+y,p,v) > 0. (3.4)
Afirmamos que para todo v € H, se tiene que

J°(x+y,p2v) < J°(x+y,p1v+p2v)

= I%(x+y,v). (3.5)

Si no fuese asi existiria v, € H tal que J°(x+y,p2v0) >
J°(x+y,uo). De la propiedad F-2 del §2 se sigue que
méx{<2,p1vo>:z e 3J(x+y)} < 0, que es contrario a la desigual-
dad (3.4).

Reemplazando (3.5) en (3.2) obtenemos que W « 3J(x+y) co-

mo queriamos. Asi queda probado el lema.

Pasemos ahora a la prueba del Teorema 3.2. La condicidn
(3) implica la existencia de un Tnico punto minimo de la fun-
cidn J,:¥Y R, x €X. Ver por ejemplo [5] . Podemos construir
una funcién T:X + ¥ donde T(x) es el Gnico punto de minimo de
Jy- Esto es Jx(y) > J,(T(x)) si y # T(x). De la propiedad F-6
del §2, se sigue que OG:BJX(T(X)). Aplicando la desigualdad
(3.0) a Y, = 0, Y, = T(x), y usando la desigualdad de Cauchy-

Schwartz, se tiene
a7, > mTCO], (3.6)

donde (3.6) debe entenderse valida para todo z € 3J,(0). Como
0J4(0) es acotada y como dimX < «, de (3.6) se sigue que T en-
via conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Nuestro siguiente propdsito es ver que T es continua. Su-
pongamos que 17 no es continua en X. Entonces existen €, >0,

una secuencia {xn}C:X tal que X, > X y una subsecuencia
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{T(xpy,)} < {T(x,)} tal que HT(xnk)—T(xn)" > e+ E1 conjunto
fTT?;ET} es cerrado y acotado, por lo tanto débilmente compac-
to. De otra parte Jy es convexa y, por lo tanto, débilmente in-
feriormente semicontinua. Es bien conocido que funciones débil-
mente inferiormente semicontinuas alcanzan un minimo en conjun-
tos débilmente cerrados (véase por ejemplo [9], pag.78). Con-

cluimos que existe Y, € Y tal que "yi-T(x)H > € que satisface
I (T(x)) < Jx(yl) A Jx(T(xnk)) (3.7)

para todo ny,, B.g 3,25 4
Como J es continua, existe N € N tal que para todo n > N
an(T(x)) < Jx(yl). De 3.7) se deduce que para M, suficiente-
mente grande an(T(x)) < Jxﬂk(T(X"k))’ cualquiera que sean > N.
Tomando n = N}, tenemos que Jx”k(T(X)) < ank(T(x”k)) que es
contrario a la definicidn de la funcidn T. Esto prueba la con-
tinuidad de T.
Sea J,:H +R tal como se definid en (3.1). Veamos que
0 € 3Jx(T(x)). En efecto, J

otra parte:

alcanza en T(X) un minimo. Por

x|y

Ji(T(x),V) 1im
ho
Ao

>,“_,_

[J(x+T(x>+p2(h+xu))-J(x+r(x>+p2h>]

Si tomamos h € X entonces pzh = 0 y el numerador del cociente
anterior es mayor o igual a cero, luege Ji(T(X),V) > 0 que e-
quivale a 0« 3Jy(T(x)). Afirmamos que existe X, € X tal que
0« T( )(xo) En efecto J,(T(x)) = J(x+T(x)) < Jy(0) = J(x),
entonces de la condicidn (2) del Teorema 3.2 se deduce que la
aplicacidn J(+4T+):X + R tiende a -» si |[x]| + <. Puesto que T
es contirua, J(*+T+) tambign lo es y como dimX < « tenemos que
existe X, % X en el cual J(+*+T+) alcanza un maximo absoluto.

Por otro lado, para cada v € H
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=J(x _+T(x )+Ap,v) + J(x +T(x))) > 0

y esto implica que (-JT(X ))o (xo,v) > 0, de modo que
o
0 a(_JT(X ))(Xo). De la propiedad F-7 del 82 se sigue que
(o)
0 e:BJT(xo)(xb). Como 0 € 3Jy (T(xo))ﬂ aJT(xo)(xo) del Lema 3.3
se tiene que 0 BJ(xo+T(xog) y el Teorema 3.2 queda probado.

§4. Aplicaciones a un problema eliptico. En esta sec-

cidn 2 denotard una regidn acotada de R". Estudiaremos la exis-

tencia de soluciones del problema

- Au
u

¢(x,u) en R,

0 en 299, (4.1)

n
donde A representa al operador diferencial ’Zl %;Z, $:OXR > R,
sujeto a algunas condiciones que daremos po;teriormente, y of
representa la frontera de Q.-Por Cé(Q) representamos el conjun-
to de las funciones continuamente diferenciables con soporte
compacto conteni@o en Q. Lo dotamos con el producto interno
n

= fuww+ [ s (4.2)
Q

<u,v> Ay s Awo
a L.=1axL 90Xy

1

v a sucomplemento lo llamamos el espacio de SobolLev Hi(ﬂ).
En lo que sigue ﬁ "1’ <, > denotardn la norma y el pro-
ducto interno en Hi(Q) y | "o’ <, >,denotaradn la norma y el

producto interno en L2(Q).

DEFINICION 4.1. Sea J:Hi(ﬂ) + R definida por

u
Jw = 2 [w? - [{] ¢(x,8)ds} (4.3)
Q Q
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n
donde (Vu) 2 (%%7)2. Decimos que U H (Q) es una so0lucién
¢ AL

débil del probfema (4.1) si 0= 3J(w).

COMENTARIO. La Definicidn 4.1. dada por K.C. Chang en
[2], constituye una generalizacidn natural del concepto de so-
lucidn dé&bil de un problema del tipo (4.1). que aparece en la
literatura cuando el funcional J es de clase Cl, debido a que
en este caso 3J(u) consistiria del finico elemento VJ(u). En
general nuestro funcional J de (4.3) no serd de clase C1 sino
localmente liﬁschitziano o a lo sumo lipschitziano sobre con-

juntos acotados.

Sea {Ay} el conjunto de valores propios del problema

M+ Au =0 en ,

uw=0 en 3N (4.4)

y sean {wl,.n,wn...} las soluciones débiles correspondientes.
Llamaremos X = <w1,...wk_1> al espacio generado por las k-1
primeras funciones propias del problema (4.4). Sea Y =

5 : 1
<wk,1pk+1,...>. Es bien sabido (ver [7]) que HO(Q) = X@Y vy se

satisface
"X"l >‘k 1llx”o ) ('4.5)

lally > Alyl, (4.6)

para todo x X, y =Y,

TEOREMA 4.1. Supongamos que ¢ PR + R satisgace Las s~
gulentes propledades
A. ¢(x,u) = yu-n(u)+§(x) donde § LQ(Q), n:R +R es crecdente,
NS A, €8 el k-8s4imo valor propio del problema
(4.4), YeR.
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- lotx,w | < € (x)+C Hlul para atgin C (x) =L 2, 0.
Cc. Los nimenos
p'(2w) = 1in YR
oo L
satisfacen ¢' (-°°)<>\k_1 <o (+») < )‘k'
Entonces el probLema (4.1) tiene, por Lo menos, una sofucifn dé-
bil.
Demostracidn. Veamos primero que la aplicacidén J definida

en (4.3) es localmente lipschitziana y que

aJ(u)c-Au-yu—6+[i_1(u),FL(U.)] (4.7)
donde
a) du < HAQ), [Ausv = [<Tu-Tu>.
§ Q Q
b) R(2) = Toh(s), h(o) = 1mh(s) y [h(w),h(w)] = {s « L(Q):
A1

h(u(x)) b(x) < h(u(x))}

u
En efecto: la aplicacidn g(u) = f ¢(x,t)dt es localmente lips-
0

chitziana puesto que de la condicidn B se desprende que

lgtw-gw)| < [l + Maxﬂw Jlu-v]

donde u es una vecindad que envuelve a U, V. De otra parte

H Q) » £ () es una inclusidn continua lo cual prueba que g es
localmente lipschitziana. Es bien sabido que —J(Vu) define en
H () una norma equivalente y asi queda probadogque J es local-

mente lipschitziana.

Para ver (4.7) escribamos J asi

g 24 yip 2 ¥
Jw) = (V) -5 Ju’- [gou+ [[ (h(s))ds. (4.8)
Q Q Q flo

Consideremos el filtimo sumando, F(u) = ‘ff h(s)ds. De la condi-
Qo

e
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cidén B y del hecho de que h es creciente se desprende que F es

localmente lipschitziana y convexa. Un cdlculo nos muestra que

[R(w)sv, v » 0,
PO @B

fh(u)sv, v <o.
§

Entonces 9F(u) < [A(u),h(uw)]. Por otra parte, si w e:[@(u),ﬁ(uﬂ
entonces wW(v-u) < fvh(t)dt para todo Vv € L%(Q). De 1a propiedad
F-4 del 82 se sigug que w € 3F(u) y de ahi 9F(u) = [@(u),ﬁ(u)].
Los otros tres sumandos del miembro derecho de (4.8) tienen co-
mo gradiente generalizado a -Au, -yu, -§ , respectivamente. De
F-8 se sigue (4.7).
Consideremos, para cada X € X, la aplicacidn JX:V + R,

Jx(y) = J(x+y) donde J es la aplicacidn definida en (4.3). Vea-
mos que Jx es estrictamente convexa y que J,(y) > +* si “gﬂl'*m.
De la condicidn B se deduce la existencia de M > 0, € > 0 tales

que

d(x,t) < (Ak—e)t+M+6(x), Ao ¥+ Qs

(4.9)
o(x,2) > (kk-e)t—M+6(x), £ <o. |
De (4.39) se obtiene
*+y X+y
I 71O -e)tsMef(2) |dtldz > [{[ ~o(z,t)dt}dz. (4.10)
Qo R ] o

De la desigualdad (4.6) se sigue que

xty AR-€ 9
[ 1Oy-e)tdef(2) | dthdz ¢ —— xryll JeMy | x|
Q

Ap-€ 2
€3 []L‘X’Lk1+ﬂxio]+r\41ﬂx+y]|o (4.11)

para algin M1 > 0. De (4.3), (4.10) y (4.11) se sigue que

93



-€ AR-€
7,9 > - kk ]ﬂy"i+%[1-——§k—]]xﬂi—- H L] (4.12)

Debido a que 1 > (A,-€)/Ap, de (4.12) se sigue que J(y) » = si
Iyﬂl + ®, Para ver que Jx es estrictamente convexa introducimos
la siguiente

DEFPINICION 4.2. Una transformacidn afin A(x) = a+T(x),
T una funcional lineal, se dice una funcibn soporte de J en X
si A(x) € J(x) para todo x y A(x)) = J(x,).

Es bien sabido que una funcidn es convexa en un abierto
si, y sdlo si, admite en cada punto del abierto una funcidn so-
porte (ver [8]). Para x = X, fijo escribamos J, asi

Iey) = Syll2-Yul? + f{f h<t>¢t}dz g

© L6 ST - T foex

En (4.13) estamos tomando ¥[(Vu)? como norma equivalente para
H (Q) ver [7]. [-f*y es un funcional lineal, luego es convexo,

como h es creciente entonces f_f h(t)dt es convexo. Bastaria pro-
Qo

1 2 2
B(y) = Full; - Hul?

bar que

es estrictamente convexo. Para simplificar veamos que B tiene en
Y = 0 una funcidn soporte; el caso y # 0 lo podemos reducir al
anterior por una traslacidn. Sea y €Y fijo y no nulo. Sea Vo =
{ty:t eR}. Definamos g:R + R por g(t) = B(ty). Puesto que

Ak > Y, de (4.6) se deduce que g es estrictamente convexa y admi-
te en cada punto una funcidn soporte (ver [8]). Sea G dicha fun-
cidn soporte. Definamos en Vo la siguiente funcidn: Ao(ty)==G(t);
es claro que AO es una funcidn soporte de B en 0 con respecto a

Y - Por el teorema de Hahn-Banach (ver [8]), Ao admite una ex-

9y



tensidn A afin a todo el espacio Y tal que A(0) = B(0), A(y)
B(y) para todo y « Y. Puesto que ¢ es estrictamente convexa, B
también lo serd y queda demostrada la convexidad estricta de
Jy.

Para finalizar la prueba del Teorema 4.1 solo resta pro-
bar la existencia de m > 0 tal que para todo Z, & le(yl),

ol = BJx(gQ) se satisface la desigualdad (3.0). En efecto, ana-

2
logamente a la desigualdad (4.7) tenemos

87, (y) = -My) ~yy-g+[h(x+y) A x+y)] .

Puesto que h es creciente entonces es ~ontinua salvo un nlmero
contable de puntos. Para S(%) E=L2(Q), SX) = [@(x+y),ﬁ(x+y)L
se tiene que S(£) = h(x(£)+y(%)) para casi todo L & fl. Sea

z, < BJx(yl)., z, eBJx(y2) entonces

Zl 7 —A(yl) = Yy1-6+sl

%

-AYy) - 19,-813,

con SL e:[@(x+y£), ﬁ(x+gi)], 4L =1,2. Debido a (4.6), h cre-

ciente y Ap > Y tenemos
2 2
<zl-z2,y1-y2>:=£[V(y1-y2)] -Yé(yl—yg) 1—5(31-32)(y1—y2)
2 2
2 (l —%E){Z[V(yl_yQ)] =ml yl_yznlr m> 0.

De otra parte: de la condicidn C se deduce la existencia de
M>0ye >0 tales que para todo £ €R, ¢(x,2) > (Ak_1+€)t-
M+§(x) y entonces

30 € Yl -2, ol 2+ h0o-ul xl - (4.14)
De (4.14) y (4.5) se obtiene
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J(x) < - %leg + lé(X)-M|o|X"° (4.15)

Si uxﬂl + ® entonces "xlo + © y de (4.15) obtenemos que J(X) >-,
Vemos entonces que se satisfacen todas las hipdtesis del Teore-

ma 3.2 y queda demostrado el Teorema u4.1.
Otros trabajos donde se estudian problemas en los que

¢(x.,u) presenta discontinuidades con respecto a U son [2]. [3].
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