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ALGUNAS APROXIMACIONES SUCESIVAS PARA
LAS APLICACIONES EN LA CLASE p{a,b)

por

Lucimar NOVA G.

Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto de X. Una
aplicacidn T de K en si mismo se dice pertenecer a la clase

D(a,b) si satisface:
[Tx-1y]l < alx-y| + b(||=-Tx] + |y-Ty])

para todo x,y & K.

En general se sabe que si T es una contraccidn, definida
en un espacio métrico completo, la sucesidn de Picard {Tnxo}n
definida a partir de un X arbitrario, converge al TUnico punto
fijo de T. Mientras que si T es una aplicacidn no-expansiva,
esto no siempre se tiene (Ej. X = KQ, uniformemente convexo,
T:X g Tx = (O,xl,x2,...), TO = 0 tnico punto fijo de T,
goee)s 1Tx-0]% = |x[? # 0 s1 % # 0).

Los primeros en estudiar este tipo de problemas fueron

% = (0,..,O,x1,x
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Krasnoselskii [4], Schaefer [5], Edelstein [2] y filtimamente Brow-
der, Petryshin [1] y W. Kirk [3].

En este articulo usaremos las técnicas desarrolladas por
Kirk para los operadores D(a,b), aprovechandocondiciones de con-

vexidad sobre K.

Un hecho que llama la atencidn es que se pueden construir

nuevos operadores en D(a,b):

LEMA 1. Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto
convexo de X. S{ T es un operador definido de K en 84 mismo en
La clase D(a,b) y a = (0,1), S=al+(1-a)T, entonces S«D(a',b)
con a' = a+(1-a)a.

Prueba. Ndtese que

(1-0) (x-Tx) (1-0)x-(1-0)Tx

(1-a)x+ax—[(1-a)Tx+ax]

X - Sx.

H]

De donde,

| sx-sy| = Jex +(1-0)Tx-0ay-(1-a)Ty]

of x-yl| +(1-a) | Tx-Ty]

[a+(1-a)a] | %=yl +(1-00b (=T +] y-15]))
[a+@-oa] ] x-y] (|| x-Sx|| +] y-syi). A

NN

Notese ademds que la propiedad

cerrado

acotado} = cerrado

(I-T)

de cierta manera también se conserva para operadores en las

clases D(a,b).
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LEMA 2. Bajo Las hipbtesis del Lema 1,

ernad
(I-T) {icotadg} = covado < X <> (I-S) {zigzggg} = cenado.

Prueba. En efecto,sean H <K cerrado y acotado y {Xn} cH
tal que (I—S)xn + z cuando n > », Debemos ver que z e (I-S)H.
De la definicidn de S, se tiene que xn—oaxn-(l—a)'l‘xn -+ z cuando
n* e ie, (1—0t)(xn-Txn) + z. Como a < 1, entonces (I-T)x =~
z/(1-a) con {xn} cH, H K cerrado y acotado, entonces z/(1-0)

e (I-T)H, i.e. existe w € H tal que z/(1-a) = w-Tw, o sea:

(I1-S)w, weH.

z = (1-0)(w=-Tw)

De otra parte, si (I—T)xn + z, entonces

(I-S)xn = xn—axn-(l—a)'rxn (1-0L)(xn-Txn) + (1-a)z;

luego existe w & H tal que (1-a)z = (I-S)w = w-Sw, i.e.
(1-a)z = w-ow-(1-0)Tw = (1-a)(w-Tw) y puesto que a < 1, =z =
(I-T)w con w H. A

Otro hecho que merece la pena observar es que se pueden

obtener operadores asintdticamente regulares en todo punto:

LEMA 3. S{ ademis de Las hipbtesis del Lema 1 consdide-
ramos X undigormemente convexo, a+2b, a'+2b < 1y Fp =
{x/Tx = x} # @, entonces S e asintéticamente regular en Ztodo
punto.

Prueba. Obsérvese que F,, = F Sean x €K, x_ = Snx’,
il n

g
u € FT, entonces

Ix_-ul = |s%-su] < a']s"  x-ul+p|s” x5

¢ a5t ouf #b] 8 Lot bf u-s"x]
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de donde

'+b
il € 22 oo

y como a'+2b < 1, se tiene que la sucesidn {"xn—ul}n es decre-
ciente. Sea

Il -

d'= ¥im
n—>co

Si d = 0, entonces

n+1x" n+l " I

| s"x-s < |s%x-u]| + ||s

y asi,
1im ”Snx-Sn+1ﬂl =05
Ir>co .

es decir, S es asintdticamente regular en x. Si d > 0,

X g7 = an-u = a(xn—u)+(1-a)(Txn—u).

Sea z_ = Tx_-u, entonces
n n
Iz Il < al= -u]+b]x -ull+b]u-Tx |5

es decir,

Iz | < 22 [x_-u

y como a+2b < 1, entonces Iznﬂ < Hxn-uﬂ. De donde ffﬁ]znﬂ <d

y puesto que {"xn—ul}r Nd y X es uniformemente convexo, en
) LA

tonces

1im|x_-u-z || =
- il

Por tanto,

1
s = x-Sl = ol Tl = (100 Gx )2,
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y, puesto que a < 1, S es asintdticamente regular en X. A

TEOREMA 1. Bajo Las hipGtesis del Lemx 3, 84 ademds

cerrnadoy
(I'T){acotado} = covado <X
entonces Snxo > v = Tv para algin v & Fpe
Prueba. Por el Lema 3, se tiene que S es asintdticamente
regular en todo punto. Sea u = Tuj; como a'+2b < 1, entonces

{"Snx -uf|} ¥ . SeaH = {s"x } 35 como
o o'n
Is% | < 18" -ull ]l < J= -ull+u] ,
entonces H @ X, y es cerrado y acotado. De otra parte, como

Snx > Sn+1
o

0 = (I-S)(H) = (I-S)H, i.e. existe z «H tal que z = Sz, i.e.

X + 0 cuando n =+ «, entonces por el Lema 2,

z € FT = FS. Como z «{S xo} entonces Snjxo + z cuando j>

y como para todo punto fijo u de T, {“Snxo-u"}-¥, entonces

s’ >z =Tz. A
o
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