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ALGUNAS APROXI~~CIONES SUCESIVAS PARA
LAS APLICACIONES EN LA CLASE n(a,b)

par

Lucimar NOVA G.

Sean X un espacio de Banach y K un subconjunto de X. Una
aplicacion T de K en sl mismo se dice pertenecer a la clase
D(a,b) si satisface:

11 Tx-Tyll~ allx-y! + b( II x-Txll + 11 y-Ty] )

para todo X,YE K.

En general se sabe que si T es una contraccion, definida
en un espacio metrico completo, la sucesion de Picard {Tnx }o n
definida a partir de un x arbitrario, converge al unico punto

o
fijo de T. Mientras que si T es una aplicacion no-expansiva,
esto no siempre se tiene (Ej. X = t2

, uniformemente convexo,
T:X + X, Tx = (0,x1,x2, ...), TO = 0 unico punto fijo de T,
Tnx = (0,••,O,x

1
,x2,..), IrTnx-oI12=I!xlr2;6si x ;0).

Los primeros en estudiar este tipo de problemas fueron
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Krasnos~skll[4], Schaefer [5], Edelstein [2] y ultimamente Brow-
der, Petryshin [1] y W. Kirk [3].

En este artlculo usaremos las tecnicas desarrolladas por
Kirk para los operadores D(a,b), aprovechandocanruciones de con~
vexidad sobre K.

Un hecho que llama la atencion es que se pueden construir
nuevas operadores en, D(a,b):

LEMA 1. Sean x un e..6pa.c.io de Bana.c..h tj K u.n .6u.bc..onjunto
convexo de x. Si. T e..6 un ooenadon: de6bzido de K en .6,z m<hmo en
La: c1.a...6e D(a,b) Ij a -= (0.1), S = a1+(1-a)T, en.tonc..eo SE:D(a' ,b)
c..on a' = a+(l-a)a.

ypueba. Notese que

(l-a)(x-Tx) = (l-a)x-(l-a)Tx
= (l-a)x+ax-[(l~)TX+a.X]
= x - Sx,

De donde,

II Sx-Syll= I~x+( l~)Tx-ay-( 1-a)Tyll
~ 0./1x-yll+(1-0.)1Tx-Tyll
~ [a+(1-a)a]" x-Yll+ (1-a}b(llx-Txll+11y-Tyll)
= [0.+(l-a)a]II x-y] tb ( II x-Sx] +11y-sYlI)· &

Notese ademas que la propiedad

( {cerr'ado}1-T) t d = cerradoaco a 0

de cierta manera tambien se canserva para aperadores en las
clases D(a,b).
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LEMA 2. Baja lM rupote-6i..6 del. LeJra. 1,

(T ) {eenAado} n~~~~ {eVU1.a.d.o}~-T acatado = evvw.u.o s: X ~> (1-S) acacado = eeJUta.do.

Prueba, En efecto, sean H <;;K cerrado y aco t ado y {xn} S H
tal que (I-S)xn -+ z cuando n -+ 00. Debemos ver que z e: (I-S)H.
De la definicion de S, se tiene que x -ax -(l-a)Tx -+ z cuandon n n
n -+ 00, i.e. (l-a)(x -Tx ) -+ z , Como a < 1, entonces (I-T)x -+n n n

{xn} s;:H,H <;;K cerrado y acotado, entonces z/(l-a)
i.e. existe w E H tal que z/(1-a) = w-Tw, 0 sea:

z/( r-o) con
e: (I-T)H,

z = (1-a)(w-Tw) = (I-S)w, w e: H.

De otra parte, si (1-T)x -+ z, entonces
n

(I-S)x = x -ax -(1-a)Tx = (1-a)(x -Tx ) -+ (l-a)z;n n n n n n

luego existe w e: H tal que (l-a)z = (1-S)w = w-Sw, i.e.
(1-a)z = w-aw-(1-a)Tw = (l-a)(w-Tw) y puesto que a < 1, z =

(I-T)w con w EH. !

Otro hecho que merece la pena observar es que se pueden
obtener operadores asintoticamente regulares en todo punta:

LEMA 3. Si adem6-6 de lM IUp6te-6-u del. Lema
~o~ x uni60nmemente eo~vexo, a+2b, a'+2b < 1 Y FT =
{x/Tx = x} t- ~, e~o ~c.e-6 S es M~6tic.ame~e ftegulaJt en. todo
pu.~o.

~teba. Observese que FT =
u EFT' entonces

n= S x,

IIx -l\~ = II snx-sull ~ a' II Sn-lx_ull +blsn-lx_snxll
n

~ a' II sn-l_ull +bllSn-lx_ull +b\\u-snxll
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de donde

y como a'+2b < 1, se tiene que la suces ifm {II x -u~} es decre-n n
ciente. Sea

d = 11m IIx -ull.
~ n

Si d = 0, entonces \

y asi,
11m II Snx_sn+1xjl = 0 ;
~

es decir, S es asintoticamente regular en x. Si d > 0,

x -u = Sx -u = a(x -u)+(1-a)(Tx -u).n+1 n n n

Sea z = Tx -u entoncesn n'

es decir,

y como a+2b < 1, entonces I z ~ s; IIx -ull.De deride liml z ~ ~ dn n n
y puesto que {/Ix -ul} ~ d y X es u.niformemente convexo, en

n n
tonces

lim~x -u-z II = o.n n~

Por tanto,

Ilx -sx /In n = (i-a)llx -Tx II =n n (i-a)11(x -u)-z IIn n
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y, puesto que a < 1, S es asintoticamente regular en x. ,

TEOREMA 1. Bajo ta..o ru.p6.:te/.>i.6 del- Lenu 3, J.:.-i adem1.-6

{ c.eJtJta.do} d( 1-T) ac.otado = c.eJcJta. 0 S X

e.ntonc.e/.> snxo + v = Tv palLa. atgun v E F1'.
Prueba. Por el Lerna 3, se tiene que S es asintoticamente

regular en todo punto. Sea u = Tu; como a'+2b < 1, entonces
{II Snx -ull}v . Sea H = {Snx } ; comoo 0 n

I Snx II ~ II Snx -ull+11 ull~ II x -u] +11 ull,000

entonces H c K, y es cerrado y acotado. De otra parte, como
Sn Sn+1 0 d t 1 L 2x - x + cuan 0 n + 00, en onces por e ema ,

o 0

o E (I-S)(H) = (I-S)H, i.e. existe Z EH tal que Z = Sz, i.e.
{~} n·z e: F

T
= FS. Como Z E S Xo entonces S ]xo + z cuando j+ co

y como para todo punta fijo u de T, {JI Snx -ull}-\-,entonceso
Snx + z = Tz , ,

o
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