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TRANSFORMADAS DE POISSON, DE FUNCIONES
NO-ESTANDARES

par

Yu TAKEUCHI

§1. l n t r o du c c I dn . Sean U el clrculo abierto con centro en 0,

T el perimetro de U en el plano cartesiano x,y (0 en el plano
complejo z = x+iy). En coordenadas polares (r,8), U y T pueden
escribirse asi :

U = {( r ,e) I 0 ~Jt~ 1, -IT ~ e ~ IT}, T = {( 1, e) I -IT ~ e ~ IT} •

En la practica, T puede ser identificado con el intervalo
[ -IT , IT], si consideramos que -IT = IT. Asi, por ejemplo, si f es
una funcion en T y ~ es una medida en T, entonces se escribe
comunmente

IT

J f(t)dll(t)
-IT

en lugar de escribir correctamente f fdu ,
T
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Sea el nueleo de Poisson

P (8-t) =r
(1)

1-2r eos(8-t)+r2

si f e:L1(T), la funcion F(r,8) definida por :
IT

= ---21J P (8-t)f(t)dt
IT r

-IT

F(r,8) (2)

se llama fa ~6oromada de Po~~on de f, y se denota con:

F = P [f] .

Si ~ es una medida finita (0 una earga finita) de Borel en T,
se define analogamente la transformada de Poisson de ~, P[d~],
como sigue:

(4)

Es bien sabido que P[f] es una nu.ncA.6n aJlm6n.i.c.a en U y que si,
ademas, f es continua en T se tiene:

F(r,8) = P[f] + f(8) euando r + 1 . ( 5)

Aun mas, se sabe que si p es una medida finita de Borel en T
entonees P[d~J es una funeion armonica positiva en U; reelpro-
camente, si u(r,8) es una funcion armonica positiva en U enton-
ces existe una medida p finita de Borel en T que eumple

(6)

Mas generalmente, si p es una ~ga finita de Borel en T
esto es, si ~ = W1-W2 donde W1,W2 son medidas finitas de Bo-

rel en T), entonees F(r,8) = P[d~] es armoniea en U, y satisfa-
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ce ademas a la siguiente ~ond1C£6n de a~otaC£6n:
'IT

sup J IF(r,e)ld8 < +00
O~r<l -'IT

(7)

Reciprocamente, toda funcion armonica en U que satisface la con-
dicion de acotacion (7) es la transformada de Poisson de una
carga finita de Borel en T. Sin embargo, no toda funcion armo-
nica en U satisface la condicion (7). Por ejemplo,

( 8) = rsen6u r, 2
1-2rcos6+r

es armonica en U, perc:
'IT

f lu(r,6) Ide =
-'IT

l+r2°1og1_r + -too

Tales funciones armonicas no pueden entonces relacionarse con
las transformadas de Poisson de algunas funciones, medidas 0

car-gas, El uso de funciones no-as t aridares nos ofrece una si-
tuac.ifm mas venta.josa y sencilla cuando de funciones ar-mon.i.cas
en U se trata; en efecto, en el presente trabajo veremos que
toda funcion armonica en U es la pante ehtand~ de la trans for-
mada de Poisson de alguna funcion no-estandar, sin que necesa-
riamente subsista la condicion de acotacion (7).

§2. Transformada de Poisson de una funcion ne-estan-
da r .

2.1. NOTACIONES. A tr-aves del presente trabajo utili-
zaremos las siguientes notaciones.

1* es un ultrafiltro regular en W con el que se construye
e1 cuerpolli* de numeros no-estandares como ultrapotencia deF:
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,'..ffi."= ITIR/F~·:.

Se denota con r(a ) ] al numero no-estandar representado por lan n
sucesion real (a ) .

n n
Si a,S ~.ffi.*y a-S es un numero infinitesimal, escribimos

a - S.
Las letras x,y,r,e,t siempre representaran v~b{eh ~ea-

{eh, mientras que las letras x*,y*,p,e*, T seran v~b{eh »0-
~tW1d~~~ correspo~dientes.

Se denota con U* al clrculo unitario con centro en 0 en
el plano no-estandar~1\R*; 0 sea, usando las eoonde»~ po{a-

~eh no-esttindanes (p,e1:),tenemos:
~ ~ ~ ~ ~

U" = {(p,e") e:JR"XJR" I O~ c< 1, -TI ~ e: ~ TI}.

Se denotara con T* el perlmetro de U* (la circunferencia unita-
ria con centro en 0 en el plano no-estandar); en la practica,
podemos identificar T* con el int~valo »o-e.!.l.:ta»~[-TI,TI] =

,'.
{T E::~" I -TI ~ T ~ TI} , considerando que -TI = TI.

,'.Se denotan con DRY D~ al dcsco ~eal y al dcsco »O-e.!.ltandM
de radio R on centro en 0:

DR = {( r, e) e:: U I 0 ~ r ~ R, -TI ~ e ~ TI},

~': { ( p , e~':) e:: u"DR =

respectivamente.
s; s;

2.2. FUNCION ARMONICA NO-ESTANDAR. Sea u.u" -+:IR"

la funcion generada por la sucesion de funciones reales
(u (r,e» ; esto es,n n

entonces se escribe: u = gen(u ).
n
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DEFINICION 1. Decimos que u:Ul':-+ ]\l': es aJr.m6n-£c.a. en Ul':
si

{n «=:::N I u (r,8) es ar-monica en U} «=::1
1
:

n

2.3. TRANSFORMADA NO-ESTANDAR DE POISSON.

DEFINICION 2. Sea h(T) = gen(h ) una funcion
s; .;. n

no es tandar- de T" en R" en donde hn (t ) «=:: L
1

(T) para todo
n = 1,2,•.•; la funcion no-estandar f(p,e*) definida por:

'IT
F(p,el':)= 2~ f pl':(el':_T).h(T)dT,

-TI

(2)

donde p*(e*-T) es la extension natural del nucleo de Poisson
p (e-t):
r

(3)

se llama fa ~nonmada no-~tdndan de Poisson de h, y se de-
nota con

(4)

Si F (r,e) es la transformada de Poisson de la funcion
n

h (t):
n

F (r,e) = P[h ] =
n n

1 'IT
-2 f p (e-t)oh (t)dt,

'IT I' n-n
( 5)

entonces es evidente que la funcion no-estandar F(p,e*) es la
generada porIa sucesion de funciones (F (r,8» ; 0 sea,

n n

(6 )

Como F (r,e) = P [h ] es aJrm6nic.a !te.al en U palLa .todo n., enton-
n n
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ces P*[h] = F(p,e*) es anm6n£ca en U*, segun la Definicion 1.

Supongamos ahora que la funcion no-estandar h(T) sea con-
.-.

.tUtu.a. en T"; es decir, que h(T+E) :::;h(T) para todo E :::0, para
todo T .'- (ver [2]), dado a (real) existe be: T"; entonces > 0,
(real) > 0 tal que

Ih(T)-h(O)! < a si IT-ol < b. (7)

Utilizando un metoda similar al usado en el caso de la trans-
formada de Poisson de una ounci6n ~eal, se puede demostrar sin
dificultad que existe c (real) > 0 tal que

o sea
P*[h] = F(p,e*) :::h(e*) si p:::;1. (8)

Fodemos interpretar (8) como la c.antinuidadde la transformada
P*[h] = F(p,e*) en T* en caso de que h(T) sea cont~ (en el
sentido de las 6uncian~ no-~tandan~) en T*. A titulo de ejem-
plo veamos cual.,es la transformada de Poisson no-estandar de la
siguiente funcion no-estandar:

h(T) = {E
o

1

en
en otra parte,

(O,£)

donde E es un numero infinitesimal positivo. Aplicando (2) obt~
nemos:

p1:[h] 1 IE 1 1-p2= 27f E .t. 2 dr •o 1-2pcos(S"-T)+P

Si T :::0 entonces cOS(e*-T)
.t.

:::;cos e "; luego se tiene
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1 1_p2
2TI .'. 21-2Pcose"+p

par-a P 1: 1.

§3. Parte estandar de la transformada de Poisson.

TEOREMA 1. Sea. h(T) = gen(hn) una ·6u.nwn no-udandaJt
de. T"~ en. R'';.Si la .:tJta.n66oJzmada.nO-e6.t6.ndaJr.. de. Po,u.oon de. h(T),
P,l'[h]= F(p,e"'), es de. vai..oJt 6buto plU'!.a.:todo (p,S"')e:u1

' Mn
p ~ 1, e.ntonCe6 F(p,e*) e6 continua paJta p ~ 1, Y la 6unei6n.
Jte.ai.. u(r,e) = Est F(r,e) e6 arom6n.ica enU, donde. u(r,e) e6 la
pards: e6.tru1daJt de. la Jte.6.tJticei6n de.-e UJteu.lo !te.al U de. la 6un-

J.

uon l1o-e6t6.ndaJr.. F(p,S"): u(r,8) = Est(Flu) = (Est F) lu:
Daremos la demostracion del Teorema 1 en cuatro partes:

(L) Vado S Jtea.l, S < 1# la 6u.n.uon 110-e6.ta.ndaJt F(p,e,l,)~ Mni-
tame.n..te. acorada. el1 e.t fuca l1o-e6.ta.l1daJt D~.

Demostracion de (iJ. (Ver [4J). Sabemos que F(p,e*) =
gen(F ) donde F (r,8) = P(h ]. Supongamos quen n n

(9)

donde DS es el d,i,oco Jte.ai.. de radio S con centro en O. Entonces,
para cada n e::A existe (r- ,8 ) e::DS tal que IF (r ,e ) I > n·n n n n n '
esto es

[(IF (r ,8 )1)] > [(n)].n n n n n (10)

Si escribimos p = [( r ) ], 8 ,', = [( e )], A =ann 0 n [ (n) 1 entonces
n

(10) puede expresarse como:

IF(p ,e"')1 > A.o 0
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Peroesto contnadice el hecho que F(p,8*) es de valor finito pa-
ra todo p 't 1, puesto que A es un numero infini.to..Por tanto, se
tiene que A ¢:. Fl

-' y, por consiguiente,ll-A = {n e::]11 I sup IFn (r-, 8 )1
~ DS

~ co} E:: F". Definimos

{
SUP1F (r,8) I

M = DS n
n 1 si n E:: A.

si n e:: lli-A

Existe entonces por la definicion de extrema superior, (r ,8 )n n
E:: DS tal que IF (r ,8 )1> Mn-1. Si escribimos p = [(r )J,, nnn s; 0 n
8l'= [(8 )], M = [(M )],entonces IF(P ,8")1> M-1, 10 que im-o n n 0 0

plica que M e::~* es un nUm~o bi~to. Es evidente que M es una
cota finita de la funcion no-estandar F(p,8*) en D~. Esto con-
cluye la demostracion de (i)••

N6tese que podemos considerar a M como una cola un£6o~e

de la sucesi6n de funciones reales (F (r,8» en el disco realn n

Ui) Vado R < 1, fa .6uce.6ion de 6unuone.6 /tea£.e.6 (F (r,8»n n
es UJ'U 6aJtYnemente equ..ico n:U.nua. en e.e. cii-6 co /tea£. DR'

Para demostrar esto, recordemos el siguiente lema, cuya, .
-emostracion se encuentra en [1].

LEMA 1. Una 6unu6n /teal v(r,8) es aNn6n£ea en U .6i Y
.66l0 .6i·.6e ,time .e.a .6igu..iente igu..a.i.da.d vtiLi.da paJr.a. rode a ~ r

< R < 1:

v(r,8)
1T 2 2l' R -r= 21T J 2 2v(R,t)dt.

-IT R -2Rrcos(8 - t)+r
(11 )

Para demostrar la equicontinuidad de la sucesi6n de fun-
ciones (F (r,8» escogemos S tal que R < S < 1; como F (r,8)

n n n
es armonica en U entonces por el Lema 1, tenemos:

F (r,8)n
(n = 1,2, ••• )
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La i"\mcion
2 6 2S -2Srcos +r

co Q~; en efecto, dado £

que

es uniboromemente continua en el dis-
(reaD> 0 existe 8 (real) > 0 tal

I S2_r2
2 2S -2Srcos6+r

(13)

si \(t-,6)-(r',8')I< 8, (r,8), (r',8')e: DR' De (12), (13), pa-
ra l(r,8)-(r',8')1 < 8 tenemos la siguiente desigualdad:

Ir (r,8)-F (r',6')1n n

~ 1- ITT \ { S
2
_r

2
_

2n 2 2-TT S -2Srcos(8-t)+r 2 2S -2Sr'cos(8'-t)+(r')

TT
~ ~. I IFn ( S , t ) d t ~ c- M,

TT
(14)

donqe M es una cota uni6o~e de sucesiones (F (r,8» en DS'n n
Com~ 8 es independiente de n, la desigualdad (14) nos dice que
la ~ucesion de funciones (F (r,8» es equicontinua en DR' •

n n

(iii) LEMA 2. Sea. (g (r ) u.na. .6uceA-wn de. 6unuoneA
n n

JI.e.a.~es , e.qu-i.co ntiruut en un inte.Jtva1.o [a ,b1. Si g(T ) = gen (g )n
ent~lnc..eA teneJro.6:

b
Est I g(T)dT

a

b
= I Est g(t)dt.

a
(15)

Demostraai6n. Como (gn(t»n es una sucesion equicontinua
de r'mciones reales en [a,b], entonces la f'unci.Snno-est2mdar
gen~rada geT) = gen(g ) es continua y de. va1.0JI. 6inito en el in-

n
terY~lo no-estandar [a,b] (ver §3, Cap.III, [2]). Por tanto,
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la funcion real g~ +~, definida pOI'get) = E9t get) (t
t E:: [a,b]) es continua en [a,bJ. Si f(T) es la euel1A..L6n
r~ de get) entonces tenemos que f(T) ~ geT) para todo T
T E:: [a,b]. POI'tanto, se tiene que

real,

.'."TO"
E:: .ll' ,

b
J g(T)dT ~
a

b
J f(T)dT =
a

b
J g(t)dt =
a

b
JEst g( t rdt ,
a

esto es b
ES'tf g(T)dT =

a·

b
JEst g(t)dt. A
a

(iv) Finalmente, a continuacion daremos la demostracion
del Teorema 1. Dado (I',6) con I'< 1, escogemos R tal que I'< R < 1-

Del Lema 1 tenemos:

F (r,8)
n

(n=1,2,3, •. ). (16)

Como la func ion (R2_r2)/{R2_2Rrcos(6_t)+r2} es continua en te:T
y la sucesion de funciones (F (r,t» es equicontinua en T, en-n n
tonces la funcion integrando en el segundo miembro de (16) for-
ma una suce s.ion equicontinua en T. Aplicando el Lema 2 a esta
sucesion equicontinua y usando (16) tenemos:

Est F(r,S) 1 rTI R2_r2
= 2'IT _ Est 2 2 F ( R, t )dt .

-TI R -2Rrcos(6-t)+r

Es ciecir,

u(r,6) 1 TI R2_r2= --2J 2 2 u(R,t)dt.
TI -1TR-2Rrcos(8-t)+r

Finalmente, pOI'el Lema 1, se tiene que la funcion real u(r,e)
es armonica en U. A

COROLARIO 1. S..[ una. a.n:ti.deJU..va.da. de la. 6u.nc...L6n nO-e.6:tan-
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d~ h(T) ~ de vato~ 6~o en [-TI,TI],entonQ~ P*[h] = F(p,e*)
e~ de valo~ 6inito pana todo (p,e*) ~ u* Qon p t 1, Y fa tun-
uon u(r,e) = Est F(r,e) U aJtm6Mc.a en U.

Demostraai6n. Supongamos que H(T) = D-1h(T) es de valor
finito en [-TI,TI].Aplicando la integracion pOI' partes a la in-
tegral de Poisson, tenemos:

.r. 1 TI s; .'.

= r" [h] = 2TI f p~(e"-l)H' (T)dT
-TI

TI
p*(e*_l)ITI + ~ f p*'(e*-l)H(l)dlp ~ ,-TI -TI

(18)1
= 2TIH(l)

1~' . ~~donde Pp (l) es la derlvada de Pp(T) (que es la extension natu-
ral de P'(t». Como P*'(l) es de valor finito nara todo l cuan-I' p
do p~ 1, de (18) se deduce que F(p,e:") es de valor finito para
p 't 1. •

-1Observemos que la funcion H(l) = D h(l) no siempre es
2TI-peri6dica (0 sea, no siempre esta definida en T*). En el ca-
so en que D-~(l) (m > 1) sea 2TI-p~6diea enR*, yademas de

vato~ 6~n£to para todo l, entonces, aplicando m veces la inte-
gracion pOI' partes a la integral de Poisson, es posible demos-
trar que F(p,e*) es de valor finito para p ~ 1.

COROLARIO 2. Si una. an..:t<..-d~vad.a.de .e.a.. 6unwn no-~-
tt!ndaJt hCr ) es de vato~ .{n6~uim:ttpaJut todo T e: [-TI,TIJen-
tonc.u

u(r,e) = Est F(r,e) = O. (19)

Demostraai6n. Supongamos que D-1h(T) ~ 0 para todo
T e: [-TI,r.J . De (18) se obtiene inmediatamente que F(p,e*) ~ 0
para p ~ 1; pOI'tanto: u(r,e) = Est F(r,e) = 0, tal como que-
riamos demostrar. •

Consideremos ahora, a titulo de ejemplo, la siguiente
funcion:
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� (TH:) en [-e:,0]
e

O(T) 1 [O,e:]= ~ (T-e:) en
e
0 en otra parte,

-1onde e: es un infinitesimal positivo. Se observa que Does de
vai.on: 6-i..nito. Como OCT) es un mode1.o YLo-uM.ndaJl de la cU.o.tJt.Lbu-

cion detta de V~aQ, tenemos
TI

Est P*[o] lu = Est F(;,8) = Est ~ f P*(8-T)O(T)dT
-TI r

21 1-r= 2TI 21-2rcos8+r

la cual es una funcion real armonica en U. Como
1 ( -e: ,0)€2 en

o'e-r) 1 (O,e:)= -~ en

0 en otra parte.

vemos que la antiderivada de segundo orden es de valor finito,
luego la funcion,

TI

= Est -21f P~"(8-T)O'(T)dT
TI r

-TI

= 2~ <o~,Pr(e-t» = 2~ P~(8)

es armonica en U. En la misma forma, se ve que las p(m)(8)
r

(m = 1,2,3, ..•) son armonicas en U.
Otro ejemplo seria la funcion h(T) = senAT donde A es un

-1 COSALnumero infinito positivo. Como D h(T) = - ---A-- ~ 0 para todo
.'.T e: T", se tiene que

1 TI (1_p2) senvr= J dr ::: 0
2TI s, 2

-TI 1-2pcos(e"-T)+p
para p 1- 1.
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§4. Represent8ci6n de una funci5n arm6nica real
mediante la transformada de Poisson. Nuestro pro-

posito es demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 2. Si u (I', 8) e s una. 6unci6n Jte.a£., aJL.m5ni.c.a.
e.n u, e.ntonc.e6 e.wte. poJt to me.no.6 una. 6unci6n no-e6.tMdaJt h(T)...
e.n T" qu.e. c.umpte.

(20)

El siguiente lema sera necesario para demostrar el ante-
rior teorerna:

LEMA 3. Si u(r ,8) e.s Jte.a.! If aJlm6 rUc.a. en u e.nto nc.e6

1 IT l_r2-- f u(R,t)dt + u(r,8).2IT 2-IT1-2rcos(8-t)+r
(21)

cuand» R + 1-:

DemostraaiOn. Como u(r,8) es armenica en U entonces exis-
te una funcion f(z) de variable compleja, analltica en U, tal
que (ver [1J ) :

u(r,8) = Real f(z) donde z i8= re . (22)

Sea
f(z) (23)

el desarrollo de f(z) en serie de potencias de z, de modo que
la serie (23) converge u.ni.6orome.me.nte. en C.ornpa.c..to.6en U, dada
la analiticidad de f(z) en U. POI' otra parte, sabemos que

P (8) =r

2 00

_...;;1;....-~r_-2= 2 f; L rkcos k8} (0 ~ r < 1).
1-2rcos8+r k=1
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Por tanto, tenemos, para 0 ~ r ~ R < 1, la siguiente igualdad:

~r(8-t)U(R,t) =

1 1 00 k . 00 k ikt
= € {2"+ I r cosk t 8-t) }xReal{ I CkR e }.

k=1 k=O
(24)

N6tese que la serie en (24) converge absoluta y uniformemente
(para t). Integrando, (24) con respecto a t en [-TI,TI], tenemos:

TI
2~ J Pr(8-t)u(R,t)dt =

-TI

00 k k 'kReal {I Ckr R el }
k=o

(25)

puesto que
TI .' tJ co skf Ov-t) Real{C elm }dt =m-TI

si k = m f. 0

Para r < 1 dado, la serie en (25) converge uniformemente en
R e:: [0,1] ; luego

lim
R+l-

TI
~ J P (8-t)u(R,t)dt =_TI r-TI

= Real f(z) = u(r,e)~

10 cual demuestra el lema. •

DemostraciOn del Teorema 2. Sea (R) una sucesi6n que
n n

tiende a 1, con R < 1 para todo n. Sea h(T) = gen(h ) conn n

h (t ) = u( R ,t)
n n

. (n = 1,2,3, .•. ); (26)

entonces, por el Lema 3, tenemos:
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-+ u(r,8),

cuando n -+ 00; 0 sea:

p1~[h] [u ::: u(r,8) para (r,8) e:V,

10 cua1 prueba e1 Teorema 2. •
00Notese que 1a funcion h(T) dada por (26) es de c1ase C

00(esto quiere decir que h (t ) e:: C para todo n), ya que cua1quier
n cofuncion armonica en V es de c1ase C •

Evidentemente, 1a funcion h(T) que satisface 1a ecuacion
(20) no es unica.

COROLARIO 1. Sea. u( r , 8) una 6une.wn lte.al, aJtm6.u.c.a en
V, que. .6a..ti..66ac.e. fa .6.-Lgu.£e.n:Ce.c.oncU.u6n de. ac.o:ta.u6n

7T
sup f lu(r,8) Id8 f. 00.

0~r<1 -7T
(27)

Entonc.e..6 e.wte. una 6unu6n nO-e..6tandaJt hCr ) e.n T1~ que. .6a:t.-L.66a-
ce fa e.c.uau6n (20) I:f c.umpfe. ademM que.

7T
J Ih(T) IdT
-7T

(28)

es de. valOlt 6.-Lnao.
Demostracion. Evidentemente, 1a funcion no-estandar dada

por (26) satisface 1a condicion (28).•

COROLARIO 2. Se.a u( r,8) una 6unu6n lte.al, aJun6rvi-c.a I:f

p0.6iliva e.n u, Entonc.e..6 e.wte. una me.M.M 6.-LnUa de. Bolta e.n
T, II , tal que.

u(r,8) = P[dll]. (29)

Demostracion. De (26) se tiene que h (t) = r(R ,t) ~ 0 pa-
n n ~

r-atodo t e:T, para todo n , Esto es, hCr ) 3- 0 para todo T e::T".
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Como una funcion armonica y positiva siempre satisface la condi-
'IT

cion de acotacion (27), entonces J h(T)dT es de valo~ 6inito.
_TI

Por tanto, existe una medida finita ~ de Borel en T tal que (ver
[3J), para cualquier nunci6n eontinua f(t) en T, se cumple:

'IT • 'IT
Est J l;(T)h(T)dT = J f(-r)d~(t),

-TI -'IT
donde f*(T) es la extension natural de la funcion real f(t). Co-

mo P (8-t) es continua en T, se tiene que
r .

, 'IT ...
Est pH[h] lu = Est J P;(8-T)h(T)dT

-'IT
'IT

= J P (8-t)d~(t) = P[d~],r-'IT

tal como querlamos demostrar. ,

COROLARIO 3. Sea. u(r, 8) una. 6uncU5n ~eal, aJl.m6niea. fj

aeo tada: en U. Entonc.u ewte una. 6unc.i6n ~ fj a.c.o:ta..d.a.f(t) ,
t e: T :tal. que

u(r,8) = P[f]. (30 )

entonces la funcion h(T)
lilaacot~cion: Ih( 1') I ~

l'= f h(a)da, l' e:[-rr,'IT].
o .En efecto, S2 £ ~ 0 entonces:

Demostracion. Si M es una cota de la funcion u(r,8) en U,
dada por (26) tambien satisface la mis-

M para todo l' e: [-'IT, rr]. Sea g{ 1') = D-1h
.Entonces g( 1') es c.ontinu.a. en [-'IT , 'IT] •

Ig( 1'+£) -g( 1')I
1'+£

= If h(a)dal
T

1'+£
~ f Mda =

T

o sea
g(T+£) ~ g(T) si £ ~ o.
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Si definimos g (t) = Est get), entonces la funcion
o

es eo~tlnua y de v~~6n aeotada (aun mas, g (t)
o

tamente continua; ver [5J), ya que g (t) satisfaceo

real g (t)
o

es absolu-
la condi-

cion de Lipshitz:

b
Ig (b)-g (a)1 = IEst(g(b)-g(a)! ~ J Ih(a)lda = (b-a)M.o 0 a

POI" consiguiente, g (t) es d~vable en ea6i toda pante, y lao
d~vada ~ acotada en [-n,nJ. Si definimos la funcion real
f:[-n,n] -+ JR como la derivada de g :f(t) = g'(t), entonceso 0

(31)

si denotamos con l:(T), g1:(T) a las-ex.ten6ion~ Yl.atuJt.a..t~ de
o

las funciones reales f(t), g (t), respectivamente, entonceso
(31) implica:

POI"la continuidad de geT), se tiene que geT) ~ g*(T) para to-o
do T, 0 sea: D-1(h-/:)(T) = (D-1h)(T)-(D-1l:)(T) = geT) -
*g (T) ~ 0, para todo T. POI' el Corolario 2 del. Teorema 1 seo
tiene que p1:[hJ-P~':[f~':J= P~':[h-/:]:::0; 0 sea, u(r,8) =

Est P*[h] lu = Est P*[f*] lu = P[f], tal como querlamos demos-
trar. A

POI' ejemplo, si

I"sen 8u(r,8) = ----:....;;.,;,,;;....;,-.2-,
1-2rcos8+r

la cual es armonica en U, y tomamos

1f+4i1'-1Rn = 1 - 2n (n = 1,2,3, ...)

obtenemos:
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h (t) = uf R ,t) =n n
sen t (n=1,2,3, ...);

12(1-cost )+(rr)

par consiguiente,

ht r ) = sen T can E =

De modo que

r s enf '1 TI 1_r2
= Est 2TI f

-TI 1-2rcos(e-T)+r2
sent----:.-;.,;.;",.-- dr ,

21-2rcose+r 2(1-cOST)+E
TI

Notese que f Ih(T)!dT =
-TI

vai.on: .£n6.£rU.to.
log(1+ 4 ) es un ntime ro no-estandar de

E:

Si ahara, como otro ejemplo, hacemos

u(r,e) = loo klogk rk cose
k=1

vemos que es armonica en U, puesto que

ki '11m iklog k = 1.
k~

Ademas tenemos que h(T) = gen(h ) donde:n

(R + 1).
n

Notese que en este caso ninguna antiderivada (de ningun orden)
de la funcion no-estandar h(T) es de valor finito en T*.

§5. Representacion de una funcion armonica no-estandar
mediante la transformada de Poisson. Nuestro resul-

dado es el siguiente:
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TEOREMA 3. Sea u(p,el
':) una. 6unu6n no-~t6.ndaJt, M.m6n£-

c.a e.n u". Ent.onc..~ e.X-i6t.e h(T) : T
l
': -+ w.l·: t.a1. que

u(p,e*) ~ P*[h] = F(p,e*) (32 )

pa!Ul todo (o , e,':) E: u", con p 1- 1-

Pa.rademostrar el anterior teol'emanecesitamos el siguien-
te lema:

LEMA 4. Sea {f (l')} una. 6amilia de 6unUon~ Jteo.l~,n n
P0.6-w'VM !j CJl.ecJ.e.ntu en [0,1). Enro nc..e..6eX-i6t.en una nunu6n
!Lea£. g(l'), po.6ft.[va 1j c..JtecJ.ent.e en [0,1) !j una .6uc..~-<:'6YL (M) ta-

n
ies que

f (r) < M +g(l') paJta todo l'e:: [0,1), paJLCttodo n e:]N. (33)n n

Demoetiraaion, Sean a1 = fl(~)' a2 = Maximo{f1(f),f2(~)}'
y, en general, ~ = Maximo{f1(k:l)' f2(k~1)"" ,fk(k~l)}'
Definimos g(r) como sigue :

a1 en [0 ,~)
e 2a~ en 2'-3)g(l') L= ........
rk-1 kak en ~ k ' k+l)

........
Evidentemente g(r) es creciente y definida en [0,1). Para cada n
tenemos que f (r) ~ g(r) si re:[(n-l)/n,l). Si escogemos M =

n n
f «n-1)/n), entonces se obtiene la desigualdad f (r) ~ M +g(r)n n n
para todo r e:: [0,1), como queriamos demostrar-. !

DemostraciOn deZ Teorema 3. Supongamos que la funcion no-
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estandar u(P,8*) sea la generada por la sucesion de funciones
reales (u (r,8» , donde, sin perdida de generalidad, podemos

n n
suponer que u (r,8) es armonica en U, para toda n. Sean

n

u (r,8) = Real f (z)
n n

= Real Ioo c~n)rkeike
k=o

(34)

(n=1,2,3, •.•).

Por (25) tenemos:

TI
1 f P (8-t)u (R,t)dt =21T r n-TI

Real roo c~n)rkRkeike
k=o

(35)

(n=1,2,3, ••.•).

De (34) y (35), resulta que

1 TI
lu (r,8)-2TIf P (8-t)u (R,t)dtl =n r n-TI

IReal{ Ioo
c~n)rkeik8(1_Rk)}1

k=o

~ (l_R)I
oo

klc~n)lrk. (36)
k=o

00

~ I Ic~n)lrk(l_R)(l+R+ ...+Rk-l)
k=o

,Ioo
. klc(n) IrkPara cada n, es una funcion de valor real positivo,

k k=0
creciente en [0,1); luego, aplicando el Lema 4, existen g(r) y

01n)n tales que

(37)

para todo r e: [0,1], para todo n = 1,2,3,.... Si escogemos Rn co-
mo:

(n=1,2,3, .•.), (38)

entonces de (36) y (37) obtenemos:
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(39)

Haciendo

h(T) = gen(h ), h (t) = u (R ,t)
n n n n

(n = 1, 2 , 3 , . •• ), ( 40)

obtenemos

lu (r,e)-p[h ] I ~ ~l+g(r» para todo n.n n n
(41)

Sabernostambien que si p = [(r )J t 1, existe entonces un real
n

a,O ~ a < 1 tal que p ~ a. Sin perdida de generalidad, pode-
mos pUAS suponer que r < a para todo n; por tanto, la desi-

n
gualdad (41) puede expresarse como

donde £ = [(!)J es un unfinitesimal positivo. Por consiguiente
n

se tiene u(p,e*) ~ P*[h] para p ~ 1. ,
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