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TRANSFORMADAS DE POISSON DE FUNCIONES
NO-ESTANDARES

por

Yu TAKEUCHI

§1. Introduccion. Sean U el circulo abierto con centro en O,

T el perimetro de U en el plano cartesiano x,y (o en el plano
complejo z = x+iy). En coordenadas polares (r,8), Uy T pueden

escribirse asi:
U= {(r,0) ]| 0sns1,-ms0<m}, T={(1,0) | -r<sO<T}.

En la practica, T puede ser identificado con el intervalo
[-ﬂ,v], si consideramos que -m = T. Asi, por ejemplo, si f es
una funcidén en T y U es una medida en T, entonces se escribe

comUnmente

m
[ £(t)du(t)
-

en lugar de escribir correctamente ffdu.
T
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Sea el nficleo de Poisson

1-r2
P _(6-t) = 75 (1)
¥ 1-2r cos(B-t)+r

si f e:Ll(T), la funcidén F(r,0) definida por:

™
F(r,0) = —— [ B_(6-t)f(t)dt (2)
-

se llama £a transformada de Poisson de £, y se denota con:
F = pP[f]. (3)

Si U es una medida finita (o una carga finita) de Borel en T,
se define andlogamente la transformada de Poisson de M, P[du],

como sigue:

m
P[du] = F(r,0) = é%—j P (6-t)du(t). (4)
-

Es bien sabido que P[f] es una funcifn arménica en U y que si,

ademds, f es continua en T se tiene:
F(r,0) = P[f] - £(8) cuando r + 1. (5)

Aln m&s, se sabe que si U es una medida finita de Borel en T
entonces P[du] es una funcidn armdnica positiva en U; recipro-
camente, si u(r,0) es una funcidn armdnica positiva en U enton-

ces existe una medida u finita de Borel en T que cumple
u(r,8) = p[ay]. (6)

M3s generalmente, si U es una carga finita de Borel en T
( esto es, si U = ul—u2 donde ul,u2 son medidas finitas de Bo-

rel en T), entonces F(r,0) = P[du] es armbonica en U, y satisfa-

116



ce ademds a la siguiente condicidn de acotacibn:

Ll
sup [ |F(r,08)]dd < +w (7)
0<r<l -1
Reciprocamente, toda funcidn armdnica en U que satisface la con-
dicidn de acotacidn (7) es la transformada de Poisson de una
carga finita de Borel en T. Sin embargo, no toda funcidn armd-

nica en U satisface la condicidn (7). Por ejemplo,

.0 = rsend

1-2rcose+r2

es armdnica en U, pero:

m
|u(r,8)|dd = 2'log1i£-+ 0 (pr > 17).
1

Tales funciones armdnicas no pueden entonces relacionarse con
las transformadas de Poisson de algunas funciones, medidas o
cargas. El uso de funciones no-estandares nos ofrece una si-
tuacidn mds ventajosa y sencilla cuando de funciones armdnicas
en U se trata; en efecto, en el presente trabajo veremos que
toda funcidn armdnica en U es la parte estdndar de la transfor-
mada de Poisson de alguna funcidn no-estandar, sin que necesa-

riamente subsista la condicidn de acotacidn (7).

§2. Transformada de Poisson de una funcidn no-estan-

dar.

2.1. NOTACIONES. A través del presente trabajo utili-

zaremos las siguientes notaciones.
F* es un ultrafiltro regular en N con el que se construye

% - - . .
el cuerpo R” de nfimeros no-estandares como ultrapotencia de R:
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R = IR/F*.

Se denota con [(an)n] al nlmero no-esté@ndar representado por la
sucesidn real (an)n.

Si a,B =R* y a-B es un nlimero infinitesimal, escribimos
o SBL

Las letras X,y,r,0,t siempre representarédn variables rea-
Les, mientras que las letras x*,y*,p,6%, T seran variables no-
estdndares . correspondientes.

Se denota con U™ al circulo unitario con centro en O en
el plano no—esténdarIR#ﬂR*; o sea, usando las coonrdenadas pola-
res no-estdndares (p,eﬁ), tenemos:

*

m}.

N

u" = {(p,0") eRSR" | 0 p <1, -T1g 8

U

Se denotard con T el perimetro de U* (la circunferencia unita-
ria con centro en O en el plano no-estdndar); en la practica,
podemos identificar T* con el intewalo no-estdndar [-m,7] =
{1 eiR* | -m< 1< 7} , considerando que -m = T.

Se denotan con DRy»D; al disco neal y al disco no-estdndar

de radio R c¢on centro en 0:

D {(r,0) €U | 0S r< R, -T< B < T},

R

Dy = {(p,0)= U" | 0<p

N
=
»
|
=
n
@
A
3
[—
v

respectivamente.

2.2. FUNCION ARMONICA NO-ESTANDAR. Sea u:U* +R”
la funcidn generada por la sucesidn de funciones reales

(un(r,e))n; esto es,

u(p,8®) = [(u (r_,8.)) ] para p = [(xr)], 8" = [(8)];

entonces se escribe: u = gen(un).
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ofe

DEFINICION 1. Decimos que u:U* + R~ es ambnica en U

si

(nen | u (r,8) es armdnica en ul F. (1)

2.3. TRANSFORMADA NO-ESTANDAR DE POISSON.

DEFINICION 2. Sea h(t) = gen(hn) una funcidn
%
no estandar de T en]R* en donde hn(t) e:Ll(T) para todo

n=1,2,...; la funcidn no-estandar F(p,e*) definida por:
ots 1 m ofa e
F(p,8") = = [ P*(8"-T)*n(1)dr, (2)
-T

donde P“(GK-T) es la extensidn natural del nlcleo de Paisson
Pr(e-t):

1-p2
1-2pcos(8%-1)+p

P (8%-1) = (3)

2 2

se llama £a thans formada no-estdndar de Poisson de h, y se de-

nota con

F(p,0%) = " [hn]. (4)

81 Fn(r,e) es la transformada de Poisson de la funcidn
hn(t):

m
1
F (r,0) =Ph] = 5;-{ﬂPp(6—t)'hn(t)dt, (5)

entonces es evidente que la funcidn no-estdndar F(p,8 ) es la

generada por la sucesidn de funciones (Fn(r,e))n; o sea,
P"[n] = F(p,0) = gen(F ). (6)
Como F_(r,8) = P[hn] es aminica neal en U para fodo n, enton-
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ces P“[h] = F(p,e*) es wunbnica en U*, seglin la Definicidn 1.

Supongamos ahora que la funcidn no-estandar h(t) sea con-
tinua en T 3 es decir, que h(t+e) % h(t) para todo € = 0, para
todo T «T*; entonces (ver [2]), dado a (real) > 0, existe b

(real) > 0 tal que
|h(t)-h(o)| < a si |t-0] < b. (7)

Utilizando un método similar al usado en el caso de la trans-
formada de Poisson de una funcifn real, se puede demostrar sin

dificultad que existe c (real) > 0 tal que

IF(D,B*)-h(G*ﬂ <2 si |p-1] < c3
O sea
P*[h] = F(p,0%) = n(8%) si p % 1. (8)

Podemos interpretar (8) como la continuidad de la transformada
P*[h] = F(Q,B*) en T" en caso de que h(T) sea continua (en el
sentido de las funciones no-estdndares) en T". A titulo de ejem
plo veamos cudl es la transformada de Poisson no-estandar de la

siguiente funcidn no-estandar:

1
T en (0,¢)

h(t) =
0 en otra parte,

donde £ es un nlmero infinitesimal positivo. Aplicando (2) obte-

nemos:

P Aol e o
o€ 1-2pcos (8% -T)+p

Si T » 0 entonces cos(8™-T) * cos ® "; luego se tiene
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Px[h] R 15 w5 parap Z 1.
1-2pcosB”+p

§3. Parte estandar de la transformada de Poisson.

TEOREMA 1. Sea h(t) = gen(h,) una funcidn no-estdndar
de T en R*. S fa trhans formada no-estdndar de Poisson de h(T),
p*[n] = F(p,8%), es de valon finito para todo (p,6%) U” con
p # 1, entonces F(p,e*) es continua para p = 1, y La funcibn
real u(r,0) = Est F(r,0) es ambnica 2n U, donde u(r,0) es La
parte estindar de La nebtn¢cc4én del cirnculo neal U de La fun-
cibn no-estdndar F(p,e ): u(r,8) = Bst(F|U) = (Est F)IU

Daremos la demostracidn del Teorema 1 en cuatro partes:

(i) Dado S neal, S < 1, La funcibn no- eAtdndan F(p,0%) es §ini-
tamente acotada en el disco no-estdndan D

Demostracion de (i). (Ver [4]). Sabemos que F(p,0%) =
gen(Fn) donde Fn(r,6) = P[hn]. Supongamos que

A={neN| su |F(r,0)] = +=} =F (9)
Dg n
donde Dg es el disco neal de radio S con centro en 0. Entonces,
para cada n <A existe (r ,8 ) «Dg tal que IFn(rn en)} n;
esto es
[(E e 601 ] > [(@) ]. (10)

Si escribimos p_ = [(rn)n]’ GZ = [(Gn)], A= [(n)n] entonces

(10) puede expresarse como:

%
IF(po’eo)l > A
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Pero esto contradice el hecho que F(p,G*) es de valor finito pa-
ra todo p # 1, puesto gque A es un nimero infirito. Por tanto, se
tiene que A & F* y, por consiguiente,N-A = {n €N | supIFn(r,9)|
# o} = F*. Definimos Ps

Sup|F_(r,8)| si neN-A
e e
n )
1 sineA.
Existe entonces por la definicidn de extremo superior, (rn,en)
eiDS tal que an(rn,en)|> M 1,084 escribimos P, = [(rn)],
Go= [(Gn)], M =."[(Mn)]’ entonces IF(po,eo)I > M-1, lo que im-
plica que M eR"” es un nimero ginito. Es evidente que M es una
cota finita de la funcidn no-estandar F(p,B*) en DS Esto con-
cluye la demostracidn de (i). A

Ndtese que podemos considerar a M como una cofa undforume

de la sucesidn de funciones reales (Fn(r,e))n en el disco real
n

.
(ii) Dado R < 1, fa sucesdifn de gunciones reales (F(r,0))

es wundformemente equicontinua en el disco real Dg-
Para demostrar esto, recordemos el siguiente lema, cuya

demostracibn se encuentra en [1].

LEMA 1. Una funcibn real v(r,0) es auménica en U 44 y
5600 54 se tiene La sigulente Lgualdad vdlida para todo 0 € r

<R<1: m g g

L F R -p
v(r,8) = o 5 2v(R,t)dt. (11)
-T R°=2Rrcos(0 - t)+r

Para demostrar la equicontinuidad de la sucesidn de fun-
ciones (’E'n(r',e))n escogemos S tal que R < S < 1; como Fn(r,e)
es armdnica en U entonces por el Lema 1, tenemos:

2 2
m o
F_(r,8) = = I L F (S,0)dt.  (n=1,2,...) (12)

o o 82—2Srcos (6-t)+r
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82-r2

s“-2Srcosf+r
co D"R; en efecto, dado € (real)> 0 existe § (real) > 0 tal

que

La Mancidn

es unigormemente continua en el dis-

2 2 gasd 3
ST-r _ S "'(I‘ ) | < e (13)

82-2Srcose+r~2 S2~28r'cose'+(r')2'

si |(r,0)-(x',8")]< § , (r,0), (r',0') € D. De (12), (13), pa-

ra |(r,6)-(r',9')l < § tenemos la siguiente desigualdad:

|¥_(r,8)-F_(r',6")]

a2k 1 g§2p? 82-(r')2 1
Nl i J
=N -7 82-2Srcos(6—t)+r2 82-2Sr'cos(6'-t)+(r')2
X Fn(s,t)ldt
I
S5 fﬂan(S,t) dt < €M, (14)

donde M es una cota uniforme de sucesiones (F (r,0)) en Dg.
Com& § es independiente de n, la desigualdad (14) nos dice que

la aycesidn de funciones (Fn(r,e))n es equicontinua en DR' A

(idii) LEMA 2. Sea (gn(t))n una sucesibn de gunciones
neakes, equicontinua en un intervalo [a,b]. S& g(t) = gen(g)
entipces tenemos:

b b
Est [ g(t)dt = [ Est g(t)dt. (15)
a a

Demostracidn. Como (gn(t))n es una sucesidn equicontinua
de rinciones reales en [a,b], entonces la funcidn no-esténdar
geherada g(T) = gen(g ) es continua y de valor finito en el in-
teryalo no-esténdar [a,b] (ver §3, Cap.III, [2]). Por tanto,
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la funcidn real g:R + R, definida por g(t) = Est g(t) (t real,
t «[a,b]) es continua en [a,b]. Si £(T) es la extensin natu-

ral de g(t) entonces tenemos que £(T) = g(t) para todo T E:ZRi

T‘€f[a,b]. Por tanto, se tiene que

b b b b
[ g(tyat = [ £(1)atr = [ g(t)dt = [ Est g(t)dt,
a a a a
esto es b b
Est [ g(t)dt = [ Est g(t)dt. A
a a

(iv) Finalmente, a continuacidn daremos la demostracidn
del Teorema 1. Dado (r,0) con r < 1, escogemos R tal que r<R<1.

Del Lema 1 tenemos:

1 N R2-r2
F (r,8) = Z—W-j' > 5 F (R, £)at.  (n=1,2,3,.). (16)
i -TR“-2Rrcos(B-t)+r

Como la funcidn (R2—r2)/{R2-2chos(6-t)+r2} es continua en teT
y la sucesidn de funciones (Fn(r,t))n es equicontinua en T, en-
tonces la funcidn integrando en el segundo miembro de (16) for-
ma una sucesidn equicontinua en T. Aplicando el Lema 2 a esta

sucesidn equicontinua y usando (16) tenemos:

4 ™ R2—r2
Est F(r,8) = 5 [ Est 5 F(R,t)dt. (17)
: - R“-2Rrcos(6-t)+r
Es decir,
m 2. 12
1 R -r
u(r,8) = oy 3 u(R,t)dt.

4nR2-2chos(e-t)+r

Finalmente, por el Lema 1, se tiene que la funcidn real u(r,0)

es armdnica en U. A

COROLARIO 1. S{ una antiderivada de La funcibn no-estdn-
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dar h(t) es de valon finito en [-m,m], entonces P*[h] = F(p,0%)
24 de valor ginito para fodo (p,e"") 20U conmp?1, y La fun-
clbn u(r,8) = Est F(r,0) es awménica en U.

Demostracién. Supongamos que H(T) D" h(1) es de valor
finito en [-m,m]. Aplicando la integracién por partes a la in-

tegral de Poisson, tenemos:

T
£y _ % = il * % i
F(p,8") = P [h] = gﬁ-{ﬂPp(e -T)H'(1)dT

=L uen p"‘(e""-nlTT e L P (* () (18)
T oom 0 a2 =~ AR,

donde Pg'(T) es la derivada de PZ(T) (que es la extensidn natu-
ral de P;(t)). Como PE'(T) es de valor finito para todo T cuan-
dop# 1, de (18) se deduce que F(p,0%) es de valor finito para
p#£1. A
Observemos que la funcidn H(T) = D—lh(T) no siempre es

2m-periddica (o sea, no siempre estd definida en T*). En el ca-
so en que D ™h(T) (m > 1) sea 2m-peribdica en R¥, y ademas de
valorn §inito para todo T, entonces, aplicando m veces la inte-
gracidn por partes a la integral de Poisson, es posible demos-

trar que F(p,e*) es de valor finito para p ¥ 1.

COROLARIO 2. S{ una anti-derdivada de La funcidn no-es-
tandan h(T) es de valor infinitesimal para todo v e [-m,m] en-
Lonces

u(r,6) = Est F(r,0) = 0. (19)

Demostracidn. Supongamos que D—lh(T) X 0 para todo
T E:[-n,n] . De (18) se obtiene inmediatamente que F(p,e*) x 0
para p # 1; por tanto: u(r,8) = Est F(r,8) = 0, tal como que-
riamos demostrar. A

Consideremos ahora, a titulo de ejemplo, la siguiente

funcidn:
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1
= (t+€) en [-€,0]

§(1) = { —5 (1-€) en [0,€]
e
0 en otra parte,
donde € es un infinitesimal positivo. Se observa que D-16 es de

valorn §inito. Como 8(T) es un modelo no-estdndar de la distribu-
celon delta de Dirac, tenemos

m
\ 1 %
Est F(r,0) = Est 55—{ P7(8-1)8(1)dr

Est P[],
10

.
1 1 1 1-r
= = <8, P (6-t)> = =P (8) = 5=
2Tt 'r 2T “r 28 4 e
la cual es una funcidn real armdnica en U. Como

'
P2 en (-£,0)

§1(t1) = -i%- en (0,€)
€

0 en otra parte.

vemos que la antiderivada de segundo orden es de valor finito,

luego la funcidn

ofe m )
Est P"[G’]IU Est 2%[ P_(8-1)8"(1)dt
-

! PR !
= 2—ﬂ<6,'t,Pr(e-t)> % 95 Pl;(e)

P ; m
es armdnica en U. En la misma forma, se ve que las Pi )(6)
(m =1,2,3,...) son armonicas en U.

Otro ejemplo seria la funcidn h(T) = senAT donde A es un

ntmero infinito positivo. Como D-lh(T) = - 223&1 ¥ 0 para todo

T T , se tiene que

17 5% (1—02) senAT

3 el

P*[senAT] = - >
-1 1-2pcos(6”-T)+p
para p # 1.
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§4. Representacidn de una funcidén arménica real

mediante la transformada de Poisson. Nuestro pro-

posito es demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 2. S{ u(r,8) es una guncidn real, aumbnica
en U, entonces existe por Lo menos una funcibn no-estdndar h(t)
en TF que cumple

u(r,0) = Est P |n| - (20)

El siguiente lema serd necesario para demostrar el ante-

rior teorema:

LEMA 3. S{ u(r,0) es neal y axmbnica en U entonces

1 fﬂ 1—r2
—_— u(R,t)dt > u(r,9). (21)

e - 1-2rcos(9—t)+r2

cuando R + 17
Demostracidn. Como u(r,0) es armdnica en U entonces exis-
te una funcidn f(z) de variable compleja, analitica en U, tal

que (ver [1]):

u(r,0) = Real f(z) donde z = rel? (22)
Sea © K
f(z) =] Cyz (23)
k=0

el desarrollo de f(z) en serie de potencias de z, de modo que
la serie (23) converge unigormemente en compactos en U, dada
la analiticidad de f(z) en U. Por otra parte, sabemos que
1-p? Lk
P(8) = ——F——==2{5] rcoské}(0<r<1).
g 1-2rcosf+r k=1
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Por tanto, tenemos, para 0 £ r £ R < 1, la siguiente igualdad:

1 -
§ﬁPr(9-t)u(R,t) =
© 0 Ry
= %-{%ﬂfi rkcosk(e—t)}xReal{ Y CkRkelk“}. (24)
k=1 k=0

Ndtese que la serie en (2u4) converge absoluta y uniformemente
(para t). Integrando, (24) con respecto a t en [—W,ﬂ], tenemos:
0

m™ .
A [P (8-t)u(R,t)at = Real{] RN}, (25)
- k=0

puesto que

m . .
| cosk(6-t) Real{Cmelmt}dtz
-

kO six=m#o0

nReal{Cke

0 si k =m.

Para r < 1 dado, la serie en (25) converge uniformemente en
R 5[0,1]; luego
i

(o]
1im [ P_(8-t)u(R,t)dt = Real{ } ¢C
T r
R>1- ~T k=0

I‘keike}

k

N

Real f(z) = u(r,0),

lo cual demuestra el lema. A

Demostracidn del Teorema 2. Sea (Rn)rl una sucesidn que

tiende a 1, con R < 1 para todo n. Sea h(t) = gen(hn) con
hn(t) = u(Rn,t) (n = 1:2:3500403 (26)
entonces, por el Lema 3, tenemos:
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™
1

cuando n = ®; o sea:
P*[h]IU * u(r,0) para (r,0) U,

lo cual prueba el Teorema 2. A

Notese que la funcidn h(t) dada por (26) es de clase c”
(esto quiere decir que hn(t) ec” para todo n), ya que cualquier
funcidn armdnica en U es de clase C .

Evidentemente, la funcidn h(T) que satisface la ecuacidn

(20) no es unica.

COROLARIO 1. Sea u(r,8) una guncibn real, arumbnica en
U, que satisface La sigulente condicibn de acofacibn

m
sup [ |u(r,0)|d8 # =. (27)
0gr<1 -1
Entonces existe una funcibn no-estdndar h(t) en T* que satisga-
ce La ecuacidn (20) y cumple ademds que

m
f |n(t)]ar (28)
-T

es de valor ginito.
Demostracidn. Evidentemente, la funcidn no-estandar dada

por (26) satisface la condicidn (28). A

COROLARIO 2. Sea u(r,8) una funcibn real, aménica y
positiva en U. Entonces existe una medida ginita de Borel en
T, W, Ztal que
u(r,8) = P[dy]. (29)

Demostracidn. De (26) se tiene que hn(t) = r(Rn,t) > 0 pa-

ra todo t €T, para todo n. Esto es, h(T) > 0 para todo T <T .
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Como una funcidn armdnica y positiva siempre satisface la condi-
™

cidn de acotacidn (27), entonces fﬂh(T)dT es de valon finito.

Por tanto, existe una medida finita u de Borel en T tal que (ver

[3]), para cualquier funcién continua £(t) en T, se cumple:

L m™
Est [ £ (T)h(T)dt = [ £(t)du(t),
- 1]

donde f (T) es la extensidn natural de la funcidn real f(t). Co-

mo Pr(e—t) es continua en T, se tiene que

L
Est [ P_(6-T)h(T)dT

Est P"‘[h]lU
T

m
[ ®_(6-t)au(t) = Play],
_'n' .

tal como queriamos demostrar. A

COROLARIO 3. Sea u(r,8) una funcifn neal, arménica y
acotada en U. Entonces existe una funcibn real y acotada £(t) ,
te T tal que

u(r,8) = P[f]. (30)

Demostracidén. Si M es una cota de la funcidn u(r,0) en U,
entonces la funcidn h(t) dada por (26) también satisface la mis-
ma acotacidn: |n(t)| € M para todo T E:[—ﬂ,ﬂ]. Sea g(T) = D-lh
= fTh(o)do, T e[-m,m]. Entonces g(t) es continua en [-m,m] .
Enoefecto, si € =~ 0 entonces:

T+HE THE
|g(t+e)-g(1)| = |/ h(o)do| € [ Mdo = Meg = O,
T T

O sea
g(t+e) = g(t) si € = 0.
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Si definimos go(t) = Est g(t), entonces la funcidn real g (t)
es continua y de variacién acotada (atn més, g (t) es absolu-
tamente continua; ver [5]), ya que go(t) satisface la condi-

cidn de Lipshitz:
b
]go(b)—go(a)l = |Est(g(b)-g(a)| < [ |h(o)|do = (b-a)M.
a

Por consiguiente, go(t) es derdivable en casi toda parte, y la
derivada es acotada en [-m,m]. Si definimos la funcidn real

f:[-ﬂ,ﬂ] + IR como la derivada de go:f(t) = g;(t), entonces
(016)(e) = g (1), (31)

% & :
Si denotamos con f (T), gg(T) a las extensiones naturales de
las funciones reales f(t), go(t), respectivamente, entonces

(31) implica:

074 = gh(n.

Por la continuidad de g(T), se tiene que g(T) = gz(T) para to-
do T, o sea: D N(h-£)(1) = (DThI(T)-(DTLE¥) (1) = g(1) -
g:(T) ~ 0, para todo T. Por el Corolario 2 del Teorema 1 se
tiene que P*[h]—P*[f#] = P*[h-f*] z 0; o sea, u(r,8) =

Est P [h]

trar. A

= Est P*[f*] = P[f], tal como queriamos demos-
u lu

Por ejemplo, si
r sen

u(r,0) =

2 b
1-2rcosf+r

la cual es armdnica en U, y tomamos

Rn=1-———'1;“;m'1 (i =0122433%. )

obtenemos:
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hotE) = alR oty eoiment (a4 ey
& 2 2(1-cost)+(%0

por consiguiente,

h(T) = SeRy con €= [(D].
2(1-=cosT)+€ -

De modo que

kil 2
rsenb SSiRst %# 1-r - sentT dey
1-2rcosf+r -1 1-2rcos(6-T)+r 2(1-cosT)+€

i
Ndtese que f |n(t)|dT = log(l+§0 es un nimero no-estdndar de
oL
valor Lnginito.

Si ahora, como otro ejemplo, hacemos

logk rk

u(r,8) = zw k cosf

k=1

vemos que es armdnica en U, puesto que

4.

1im k,/klog k

k=0

Ademds tenemos que h{T) gen(hn) donde:

(o]

ORI i RS IR NS

K=

Nétese que en este caso ninguna antiderivada (de ninglin orden)

de la funcidn no-estandar h(t) es de valor finito en T .

§5. Representacion de una funcidn armdnica no-estédndar

mediante la transformada de Poisson. Nuestro resul-

dado es el siguiente:
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TEOREMA 3. Sea u(p,08%) una funcibn no-estindarn, arménd-
ca en U°. Entonces existe h(1):T" » R tal que
u(p,6%) = P*[n] = F(p,6") (32)
para todo (0,6") = U, con p # 1.
Para demostrar el anterior teorema necesitamos el siguien-

te lema:

LEMA 4. Sea {fn(r)}n una familia de funciones reales,
positivas y crecientes en [0,1). Entonces existen una funcidn
neal glr), positiva y creciente en [0,1) y una sucesibn(M ) ta-
Les que

£ (r) <M +g(r) para todo r «[0,1), para Zodo n €N. (33)

2 - 1 = - . _2_ 2
Demostracidn. Sean a, = £1(3), a, = Max1mo{f1(3),f2(§J},

Lo . k k
y, en general, a, = Max.lmo{f1 E;I), fz(E;IJ,...,fk(k+1)}.
Definimos g(r) como sigue:
1
& a, en [0,50
12
3, en [53)
g(r) =
a B rk-1 _E_)
k x % Yk ke

Evidentemente g(r) es creciente y definida en [0,1). Para cada n
tenemos que fn(r) < g(r) si re[(n-l)/n,l). Si escogemos i o
f ((n-1)/n), entonces se obtiene la desigualdad fn(r) ¥ Mn+g(r)

para todo r €:[O,1), como queriamos demostrar. A

Demostracidn del Teorema 3. Supongamos que la funcidn no-
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estandar u(p,G*) sea la generada por la sucesidn de funciones
reales (un(r,e))n, donde, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que un(r,e) es armdnica en U, para toda n. Sean
0 .
u (r,08) = Real f (z) = Real ) C(n)rkelke (34)
n n O Kk
k=0
(n=1,2735 00 s

Por (25) tenemos:

m oo
1 kok_ik6
o {TTPr(G—t)un(R,t)dt = Real 2k=oc](<n)r R%e* (35)
(n=1,2,3,....).
De (34) y (35), resulta que
1 " ® o(n) k_ike
lun(r,e)-aar{ﬂPr(G—t)un(R,t)dt| = |Real{ Zk_o 5 (1-R%)}
<7 lc]((“)]rk(1-R)(1+R+...+Rk'1) < (1-R)Y k|C}(<n)|rk. (36)
k=o k=0

o

Parz cada n, z ’klcin)|rk es una funcidn de valor real positivo,
k=0

creciente en [0,1); luego, aplicando el Lema 4, existen g(r) y

(Mn)n tales que
I klet™ ]k < g, (37)
e k n
k=0
para todo r e:[O,l], para todo n = 1,2,3,.... Si escogemos Rn co-

mo:

1
] - —_—— = 3 ...) 38)
R ;31 n(1+Mn) (n=1,2,3, . (

entonces de (36) y (37) obtenemos :
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uw
o (x,0) - 2= J 2 (6-t)u, (R, 0)ae
< HG%M? (M_+g(r)) € H1+g(r). (39)

Haciendo
h(t) = gen(hn), hn(t) = un(Rn,t) (BE1,2,.3,000 % (40)

obtenemos

Iun(r,e)-P[hn]| < %%1+g(r)) para todo n. (41)

Sabemos tambi&n que si p [(rn)] # 1, existe entonces un real

a,0 £ a <1 tal que p < a. 8Sin pérdida de generalidad, pode-
mos pues suponer que r < a para todo n; por tanto, la desi-

gualdad (41) puede expresarse como

lu(p,6*) - P*[n]| < e(1+g(a)),

1 vt . 5 S g
donde € = [(EJ] es un unfinitesimal positivo. Por consiguiente

se tiene u(p,8 ) = P*[h] para 0 # 1. A
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