
Revista

de

Maternaticas Elementales

VOLUMEN I. Octubre de 1952 FASCICULO 2-3

Tarifa Postal Rcducida - Licencia Nurnero 1993 del Ministerio de Correos y Telegrafos.

NUMEROS PRIMOS I.

por

J. HORVATH.

1. Esta serie de articulos tratara de los mimeros enteros que son:
los numeros enteros positivos:

1, 2, 3, 4, 5, 6, ... ,

el numero cero: 0,

y los mirneros enteros negatives:

-1, -2, -3, -4, -5, -6, .. ,

Estos mimeros son conocidos, generalmente, por toda la gente;
cada uno tiene una idea intuitiva de ellos y sabe manejarlos con
mas 0 menos habilidad. Lo que no se sabe, tan generalmente, es
que estos numeros se pueden definir, sin que intervenga la intui-
cion, con el sistema de cinco axiornas que Bevan el nombre del
gran maternatico italiano PEANO.La definicion rigurosa de los nu-
meros enteros sera objeto de otro articulo de esta Revista; e1 lector
interesado puede consultar el libro de E. LAJ'"TDAu:Foundations of
Analysis, Nueva York 1951. Aqui nos limitamos a enumerar las
propiedades de los numeros enteros que utilizaremos en estos ar-
ticulos. Estas propiedades se pueden demostrar todas rigurosamente
a partir de los axiomas de PEANO.En esta serie de artlculos deno-
tarcmos losenteros can letras minusculas latinas (eoentualmente
C011 subfndice) como a, b, c, m, n, x, y. z, ai, av, etc. -
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Entre mimeros enteros hay una operaei6n, que se llama' la
adicien, que hace corresponder ados mirneros enteros a y b, el
nurnero entero a+ b, llamado la suma de a y de b; a y b se llaman
los terminos de la suma a + b. Esta operaci6n tiene las propiedades
siguientes:

(a + b) + c = a + (b + c)
... a+b=b+a

(propiedad asociativa),
(propiedad conmutativa),

°+ a = a, a + (-a) = 0,
si a + b = a + c, entonces b = c.

Por la propiedad asociativa se pueden quitar los parentesis en
una expresion de la forma « (8 + 5) + 3) + 7) + 2 y se puede
escribir la sum a de mas de dos terrninos8 + 5 + 3 + 7 + 2; La
propiedad conmutativa subsiste para sumas de' varies terminos, por
ejernplo: .

8+5+3+7+2=5+7+8+2+3=3+8+2+7+5
= etc.

La operacion de la adicion tiene una operacion inversa, la sus-
traccion. Se dice que x es la diferencia de a y de b, y se escribe
x = a - b, si x + b = a. Valen las reglas siguientes:

a + (-b) = a - b. y a + (~a) = a - a = O.

La otra operacion definida entre mimeros enteros es la multipli-
cacicn, que hace corresponder ados numeros enteros a y b, el mi-
mero entero ab (0 a.b 0 a X b), llarnado el producto de a y de
b; a y b se Haman los factores del producto abo La multiplicacion
tiene las propiedades siguienres:

(ab)c = a(bc) (propiedad asociativa),
ab = ba (propiedad conmutativa),
l.a=a, O.a=O, (-l).a=-a,

si ab = ac y a * 0, entonces b = c.

Por la propiedad asociativa se pucden qui tar los parentesis en
una expresi6n de la forma « (8 X 5) X 3) X 7) X 2 y se puede
escribir cI producto de mas de dos factores 8 X 5 X 3 X 7 X 2. La
propicdad conrnutativa subsiste para productos de varies factores,
por ejcmplo: H X 5 X 3 X 7 X 2 = 5 X 7 X 8 X 2 X 3 =
.~ X R X 2 X 7 X 5 ~= etc.



La adicion y la multiplicacion estan vinculadas par la propiedad
distributiva:

a(b + c) = ab + ac,

£1 orden entre numeros enteros se define de la rnanera siguiente:
a (S menor que b, si existe un rucmero positive x tal que a + x = b;
C1l este caso se escribe a < b. Si a < b, entonees b es mayor que a,
10 que eseribiremos aS1: b > a. Si a es menor 0 igual a b, eseribi-
remos a ~ bob ;:::a (el segundo se lee: b es mayor 0 igual a a).
Los numeros positivos son los nurneros mayores que eero y los nu-
meros negativos son los nurneros men ores que eero. El orden tiene
las propiedades siguientes:

si a ~ by b ~ a,
si a ~ b y b :::;;e,
si a ~ b, entonces
si a ~ b y b < c,
si a < b y b~ c,
si a ~ bye ~ d,
si a < bye :s; d,
si a :s; bye ~ 0,
si a < bye> 0,
si a :s; b ye :s; 0,
si ac :s; be y e > 0,
si ac :s; be y e < 0,

entonces a = b;
entonees a :s; c;
a < b + 1 y a-I < b;
entonees a < c;
entonees a < c;
entonees a + c :s; b + d;
entonees a + e < b + d;
entonees ac :s; be;
entonces ae < be;
entonees ae ;::: be;
entonces a :s; b;
entonees a ;::: b.

El valor absolute laJ de un numero a se define de la manera si-
guiente:

lal = a, si a ;::: 0,

lal = -a, si a:«; 0.

Par ejernplo 1-6[ = 6, 131= 3, 101= 0. Siempre la + bl ~
lal + Ibl y labl = lal·lbl. Se dice que a es inferior a b en valor
absoluto, si lal < Ibl.

Si tenemos una eoleeei6n, a como se l1ama Cil las 111:l1em;lticas
I (('" I ' I'aval1za( as, un cOil/unto (e numeros cnteros, t lremos que ('stc

eonjunto es aeotado par clebajo, si -existe un nllmero entero" que es
menor que todos los nllll1erOS del conjul1to. Por ejemplo, 1I1l COI1-

junto cualquiera de n{ulleros positivos es acotado par dch:ljo, pllcsto



que cero cs mcnor que cada numcro POSltlVO; cs claro que cada
conjunto finite de numeros enteros es acotado por debajo; el con-
junto de los numeros negatives no es acotado por debajo.

PRot>mDAD A. En cada COII;ItIlIO de numcros entcros , acotudo por
debajo, existc un uamcro que es mellor que todos los otros nameros
del (ofJ;U1/IO •

. Esta propiedad de los numeros enteros, tan sencilla, .tiene un
papel importantisimo en la demostracion de teorernas sobre nu-
meres enteros, como 10 veremos mas adelante. En oposicion piense
(y demuestre l) el lector que los numeros racionales y los rnimeros
reales no tienen esta propiedad, pues no existe, por ejernplo, Ull

nurnero racional (0 real) positive inferior a todos los otros nume-
ros racionales (0 reales) positives.

De manera analogs un conjunto de numeros enteros se llama
acotado por encirna si existe un numero entero que es mayor que
todos los numeros del conjunto,

PROPIEPAD B. En cada conjunto de numeros enteros, acotado par
cncima, /xisle un ndmero que es mayor que todos los otros ndmeros
delcontunto, .

Finalmente hay que explicar el "principio de Ia induccion com·
pIeta" que tambien es un instrumento importante para demostrar
teoremas sobre numeros enteros. Supongamos que Pn sea una afir.
macioll que depende del tllt~ro- entero posititlo n.

1. Si PI es cierto;
2. si suponimdo que PII es cierto para valores 1 ~ n ~ m se

puede demostrar que Pili+ 1 es cierto;
entOllces Pn es cierto para cada valor mtero positivo de n;
Demos inmediat'amente un ejemplo. Sea Po la afirmaci6n: "La

sum a Sn de la progresi6n geometrica 1 + q + q2 + ...+ qO es
qO+l _ 1"

igual a
q-l

1. Sl = 1 + q = (1+q) (q-l)
q-l

q2 _ 1
q-l

2. Su pOilgamos que 1);1 ra I ~ II ::;;; 111 sea

q"+1 -1'~r'cc:.: I. + q -+ r/ + ...+ q" =
q -- 1



(en realidad utilizaremos la relacion solo para 11 :-e.:: m). Entonces
; Sn, + 1= 1 + q + q" -I- ... + q" + I =.: Sill + q" + I

m·+ 1 1 . qlll -I- 1 _ 1 _1_ qm.+ 1 (q _ I)-q - + 1II.~I-.-q~-l- q - ----- q - T-·----
III + I 1.1 III 1-" III ·1· I = ~l'_"+_~ - 1q - _~~!L_" .-::---!L_ -

q - 1 q-l

es decir la afirmacion es valida para m + 1. Entonces tenemos
,,'.1_1

S" = 1 -I- q + q~ + ...+ q" = .L.___,
q-l

para cada 11 entero positive.
Observernos que el principio de induccion cornpleta, en LIlla for-

ma ligerarnente diferente de la dada aqui, es uno de los cinco axio-
mas de PUNa.

Ejercicio: Dernostrar, por induccion completa, que la sum a de la
progresion aritrnetica a -I- (a + d) -I-(a + 2d) + ...+ (a + nd)

cs igual a nil (2a + nd).

2. Fijadas estas nociones prelirninares, vamos a definir el con-
cepto basico de este articulo: la divisibilidad. Se dice que el numero
entero a es divisible por el numero entero b, si cxiste un numero en-
tero q tal que a=bq. Por ejemplo 15 es divisible par 3, puesto
que 15 = 3 X 5; - 60 es divisible por 12, puesto que - 60 = 12 X
(- 5). Si a es divisible par b, diremos tambien que b divide a' a
(sin residuo), que b es divisor de a, 0 que a es un multiple de b.
Can otras palabras, se puede decir que a es divisible par b, si

a'
el ruimero q = b es entero. Es comedo introducir la notacion

siguiente: sib divide a, escribimos bJa. ASl par ejemplo : 216,
5115,21-8, -319, -51-20.

Demos ahara algunas proposiciones sencillas sabre la divisibi-,
lidad:, '

1. Para cada numero entero a se tiene que ala. (Cada numero
ell tero es divisor de sl' mismo).

Demostraci611. a = a.1.
2. Para cada nlllllero ('(Hero b se tiene que hiO. (Cero es cI ivisi-

hie par cada nlunero cn'tero).
Demostl'l1ci6n. 0 :,:' Ii'. O.



Las dernostraciones de las siguientcs proposiciones, igualmente
facilell, las dejarnos al lector como ejercicios, rogandole enviarlas
a. esta Revista, En una entrega siguiente darernos la lista de los lee-
tores que han presenrado demosrraciones correctas,

3. EI unico numero entero divisible par cero es cero.
4. Cada numero cntcro es divisible por + ] y par - 1.
5. Los unicos divisorcs de + 1 (y de - 1) son + 1 y -1.
6. Si clb y bla, entonces cia.
7. Si bla, entonces para cada numero entero c se tiene que cblca.
8. Si cblca y si c es difercnte de cero, cntonces bJa.
9. Si blla, y b~la~,entonces b,b~lala~.
10. Si blal y bla~, entonces bla, + a~ y blat - a2.
11. Si bla, entonces para cada numero entero c se tienc que blac.
12. Si blal y bla2, entonces bJelal+ c~a2,para mimeros enteros

C1 y C2 cualesquiera,
13. Si bla y a!b,entonces b = -+- a.
14. Si bla, entonces -bla, bl -a, -hi -a, Ibllla!-
15. Si a es diferente de cero (a :/::0) y bla, entonces jbl :::;; Iai.
Demostracion. De a = bq se sigue, siendo Iql ;::: 1, que \a1 =

Ibl·lqJ ;::: Ibl·l = Ibl·
El teorema siguiente expresa una de las propiedades mas fund a-

mentales de los numeros enteros.
TEOREMA DE LA DIVISION CON RESIDUa. Si a es un 11umero entero

cualquiera y b es un numero entero posititlo, siempre existe un 1Ut-
mero entero q y un numero cntero r que verifican las relaciones

a = bq + t·, o :::;; r <- b.

Estas relaeiones determinan qy r univoc~m.etlte, es decir si a =
bq' + r' yO:::;; r' < b, entonees necesariamente q' = q y r' . r. El
numero q se llama el coeiente (incompleto) yel nlImero r se llama
el residuo de la division dea par b. As! por ejemplo si a = -17 y
b = 5, q = -4 y r = 3, puestoque --17= 5 X (-4) + 3 y
o :::;; 3 < 5. Con esta terminoJogfa se pllcde clecir que a es divisible
por b si el resid lIO es ecro.

La demostracion de cste teorema es hasada sohrc' la propiedad
A. de los nUl11eros cntcros y es tan fUl1lbmental como el teorema
111ismo,plies la idea que lIt,iliza sc cnclIcnlra cn 1l111chaspartes de las



matematicas (por ejernplo en la Teoria de los Numeros), y es suo
mamente importante que el lector se familiarice COil ella y que la
comprenda a' fondo,

Consideremos todos los numeros de la forma a - bu, clonde u
es un numero entero cualquiera, es decir, donclc u toma los valores
u := 0, ± 1, ± 2, ... Con otras palabras, consideramos cl conjunto
de numeros de la forma a - bu,donde u = 0, -t- 1, -+ 2, ... En este
conjunto hay mimeros positivos, por ejernplo cuando u es un nu-
mero negativo de valor abso1uto muy grande, y hay tambien nu-
meros negatives, por ejernplo para valores muy grandes de u, Por
A. hay entre los numcros no negatives de la forma a - bu uno que
es inferior a todos los otros, sea este a - bq. Con otras palabras, la
expresi6n a - bu toma su valor no negative mas pequcfio para
u = q. Pongarnos entonces r = a - bq, 0 a = bq + r. Por la de-
finici6n de r = a - bq (como el numero mas pequefio 110 negatioo
de la forma a - bu) es cierto que r ;::: 0. Por otra parte, como
a - b(q + 1) < a - bq, se sigue de la definiei6n de a - bq que
r - b = a - b(q + 1) < O. Entonees 0 :( r < b.

Queda para demostrar la unicidad. Como r es definida por r
= a - bq, es suficiente dernostrar que el unico numero de la forma
a - bu que satisface a 0 :( a - bu < b es preeisamente a - bq.
En efeeto si u < q, es clecir si u :( q - 1, entonces

a - bu ;:::a - b(q-l) = a - bq + b = r + b ;::: b.

Si u > q, es decir' si u ;::: q + 1, entonees

a - bu :( a - b( q + 1) = a - bq - b = r - b < O.

E1 teorema queda pues completamente demostrado.

Sean a y b dos numeros enteros y supongamos que no sean ambos
iguales a cero. Es cierto que hay por 10 menos un nllmero positivo
que es divisor COmll\1 de a y de b, que es el numero 1 (por la 1)ro-
piedad 4.). Por otTO bdo, como supusimos que uno de los nllll1eros es
diferente de cero, par ejemplo que a '::f:. 0, cada divisor de a, y par
10 tanto cada divisor COl11ll\1de a y de b, es inferior en valor ahsoluto
alai (cf. teorcma 15.). As!, por 1a pfopiedad B. de los ntlll1eros en-
teros,cxiste un divisor COml\l) de a y de b, que es m!ls ~Tande que
todos los otras. Este divisor comllll, que es necesariamentc positivo
porque ya es superior 0 igual a I, se llama 1.'1mnximo COIl1UIl divisor
de los Ill111lCros 1.'Illl'r()S II Y h. Vamns :1 l'mple:l!" 1:1 IW1:ll"j(lll (il,h)



para el maximo comun divisor de los mimeros enteros a, b,donde)
repetimos, uno de los dos tiene que sec diferente de cero (por que]').
Ejemplos: (8,12) = 4, (-27, 15) = 3" (.:...-77)-44) = 11. El maxi-
mo cornun divisor tiene las dos propiedades evidentes:

(a, b) = (b, a), y para a -.;:0, (a,O) = 14
Sean ahara a y b dos numeros enteros, ambos diferentes de cero

(a -.;: d, b =1= 0). Se puede afirmar que existen numeros positives
que son multiples de ambos, par ejernplo el numero I'al.lbl. Par la
propiedad A. de los numeros enteros, existe pues un multiple co-
mun positivo de a y de b que es inferior a todos los otros, Este mul-
tiplo comun (que es positivo por la definicion misma) se llama el
minima cormin multiple de los numerus enteros a, b. Vamos a em-
plear la notacion [a, b] para el minima comun multiple de los nu-
meros enteros a, b (u =1= 0, b *" 0). Ejernplos [4,6] = 12, [-21,28]
= 84, [- 10,'-15] = 30. El minima cornun multiple tiene las dos
propiedades evidentes: [a, b] = [b, a], y para cada a :::/:.0,
[a,-+-I].:..-1./

Los Iemas (teoremas auxiliares) siguientes expresan propiedades
del maximo com un divisor y del minima comun multiple.

LEMA 1. Sean a y b dos ntaneros enteros diicrentes de cera y sea
m = .la, b]. Si n es un mtdtiplo de a y de b, entonccs n es tambibl
multiplo de m.'

Demostracion, Par el teorerna de la division con residua existen
mirneros enteros q y r tales que n = mq + r, 0 :( r < m. Par otro
lado como r = n - qm y como aln, aim, bin, blm, resulta par la
regla 12. de la divisibilidad que air y blr es <.Iecirque r es multiplo
comun de a y de b. Como 0 :( r < m, 1a definicion de m implica
que r = 0, luego que 11 = mq y min.

LEMA 2. Sean a y b dosnumeros enteros diferentes de cero, sea
d = (a, b) y m = [a, b]. Entonces (i) <.1m ' , labl, (ii) cada divisor
comun f de a y de b divide d (es decir de fla, f!b sigue f!d).

Demostradon. Como ab es multiplo camuo de a y de 'b, par el
lema 1, e1 nllmero g = labl es entero. De manera evidente basta

m
demostrar que:

«(t) si fla, fIb, enlollees fig.
(f3) g ~ d.

=



Si jJa y fib, entonces pot las proposiciones 1., 11. Y 14. allal ~
f

y bl Ibll~1 ,es decir 'at' es multiple comun de los numeros a y b.

E 11 1 Ilabl I' labj Ilabl A' 1 .ntonces por e ema . in -,-' es c ecir g T' SI e cociente

labl : lab! ==-.B:.. es un nurnero entero, 0 sea fig. Esto demuestra (a).
, g f

I j lal m. Ibl mComo os numeros - - -- y -- == - son enteros (por-
g - Ibl g lal .

que blm y aim), glay glb. Por (a) cadadivisor cornun I de a
y de b divide tarnbien a e. entonces por la proposici6n 15. III ~ e.
es decir g es igua1 al maximo comun divisor d = (a, b). Este de-
rnuestra cornpletamente e1 teorema. :

Observemos que las fracciones escritas en esta demostracion
son en realidad numeros enteros. Los hemos escrito en forma de
fracciones para que no sea necesario introducir dernasiadas letras.
Esta observaci6n es tambien valida para los lernas siguientes.

Si (a, b) = 1, es decir si 1 es el unico divisorcormin positivo
de a y de b, se dice que a y b son primos relatives. Por ejernplo 14 y
15 son primos relativos, ya que los divisores positivos e1e 14 son 1,
2, 7, 14 y los de 15 son 1,3, 5, 15.

LEMA 3. Si (a, b) = d i entonccs ( ; , ~ )= 1.

Demostracion. Si I > 0, II .!!...- Y II i entonccs por la propos i-
d d

ci6n 7. fdla y fdlb. Por 1a afirmaci6n (ii) e1ellema preceelente /dId,
entonces por las. proposiciones 8. y 5. y puesto que f > 0, resulta
f= 1. Entonces el maximo (y unico) divisor cornun positivo de

a . bd y de d es 1.

LEMA 4. s: c > 0, cia, clb,(!!.- , -~)= 1, entouccs (a, b) = c.
. . c c

Demostraei6n. SC:l d =: (a" b). (Como !!... y b no son amhos
c c

igualcs a cero. (1 y b talTlIHl(O 110 son :1I11hos igll;lks ;1 cero. ASI te-

)'1-



nernos el derecho de hablar de (a, b) .) Por Lema 2, (ii) cld, es decir

: es un numero entero. De ~ , 1- - : y de ; • ~ = .~

sigue que ~ j -: y -~ I : ,y como (.~ -~-.).= 1, c > O.

d > 0, sigue que d 1 0 sea que d = c. Est~ muestra que
c

en efecto c = (a, b) ..

£1 reorema siguiente es de una importanci? capital:

LEMA DE EUCLIDES. Sea a "F- 0. Si (a, h) = 'l y albc, entonces ale·
Demostracion, Si b = 0, entonces la\-= (a, 0) = 1, a = ± 1

yale· , .
Si b =;:. 0, sea m = rial, Ibll, por (a~ b) = 1 y elIema 2, (i)

lal.lbj = m. Como be es multiple comun de a yde b, por el lema
1. jal.lbll be. Par la proposici6n 14. ablbe, y finalmente par la pro-
posici6n 8. ale.

La hipotesis que a y b sean primos relatives es esencial en este
llltimo lema. Por ejemplo 6 divide a 9 X 4 = 36, pero 6 no es di-
visor ni de 9, ni de 4.

3. Un numero entero p superior a 1 que no tiene otros divisores
positivos que 1 y P se llama mimero primo, Los primeros mimeros
primos son 2, 3, S, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,59,
61, 67, 71, 73, 79,83,89, 97, 101, 103, ...

Un nurnero 12 quetiene otros divisores a mas de -+- 1 Y -+- n, se
llama un numero compuesto. Porejcmplo los numeros 2~ = 4,
2:1= 8, 24 = 16, 2" = 32, ' ... son todos compuestos. Vemos que
hay un numero infinito de numeros compuestos. £1 problema de
determinar si hay tambien un nurnero infinite de numeros primos

, 1" l'y ver como se reparten . as numeros prunes entre as numeros en-
teras positives, sera el terna de otros articulos de esta serie; ahora
nos ocupamos de investigar c6mo se pueden descomponer los nll-
meros comptlestos 'en nllmeros prinlOs, los cuales son, en lin sentido,
los ladrillos .con que son edificados totlos los numeros positivos.
Hasta nueva indicaci6n vamos a considerar ltllicamcnte nllmeros
enteros positivos.



Cada numero entero compucsto es un producto de numeros pri-
mos. Par ejemplo 14.490 = 2 X 3 X 3 X 5 X 7 X 23. La demos-
tracion de este teorerna se hace por inducci6n completa. Es claro
que el teorerna se puede enunciar tie la rnancra siguicntc: Un nu-
mew entero II > 1 0 CS lIll numcro primo, 0 cs lin producto de nu-
meros primos. El teorema es valido para 11 = 1, como para este case
no hay ninguna afirmaci6n; se dice que para n = 1 el tcorerna sc
cumple "trivialmente", Supongarnos ahora que el teorema sea va-
lido para n = 1, 2, ... , m - 1. Si m es un nurnero primo no hay
nada que dernostrar. Si m no es primo, entonces tienc un divisor
m,,1 < m, < m y luego m = mlm~, donde tarnbien 1 < m2 < m.
Por la hipotesis de inclucci6n, segun la cual cada entero entre 1 y
m - 1 es primo 0 producto de primos, m, = PIP~ '" pk, m« =---"
Pk+ 1 Pk+ 2 ••• PI, donde los numeros Pi, ... , Pi son todos primos
(1 ~ k < I). ASl m --: p,p~ '" PI, 10 que dernuestra cornpleta-
mente el teorerna.

Sea p un numero primo y a un numero entero positive. Si pia
entoQces (p, a) = p. Si P no divide a a, entonces (p. a) = 1, como
es imposible que p tenga divisor positivo diferente de 1 y de p. EI
lema de EUCLIDEStiene pues el corolario siguiente: Si el nllmero pri-
mo p divide al producto be donde b V e son numeros enteros, y si /J
no divide a b (con otras palabras, si (p, b) = 1) entonces pic. Mas
generalniente demostraremos el teorema siguiente:

Si el numero primo p divide at producto ala~ ... an, donde all
a2, ••• , an son 11umeros positivos, e11to11ccs\) divide pOI' Lo menos uno
de los 11umeros a1, a2, ... , an. Haremos la demostraci6n por inducci6n
completa seg6n el numero 11 de los factores a" a2, ••• , an. Si 11 = 1,
la proposici6n se reduce a la tautologla: si pia, entonces pia. Su-
pon~amos, pues, que el teorema sea valido para n = 1,2, ... , m - 1.
Si pla1a2 ... , am, entonces 0 bien pial en cuyo caso no hay nada que
demostrar, 0 bien p no divide a a,. En este ultimo caso, por el co-
rolario del lema de EUCLJDES pla~ ... am. Como el producto tiene
m - 1 factbres, por la hip6tesis de inducci6n, p divide por 10 me-
nos uno de los factores a~, ... , am, 10 que demuestra completamen-
te el teorema.

En particular si p, PI' p~, ... , PH son r~umeros primos y plp,p~
'" pn, entonces p es igual a uno de los nlllneros PI' ... , PH (porquc
si un n(lmero primo divide a otro nlllllcro primo, son necesaria-
mente iguales).

Tenemos ahara lodo listo para demostrar eI tl'orema qlle se 11:1-
ma "eI teorema fllnd~lml'l1tal de la aritmerica". FslL" I ('()rCJll;1 dice

-



que fa descomposicion de 1111 numcro entero n > 1 ell [actores pri-
mos n = PIP:: •.. pk es dnica. Es decir que si tenemos 11 = P,P2 ... 11k

y 11 = qIq2 ... ql, donde PH p::, •.. , Pk, ql, q2' ..• ql son todos 11U-
meros primos, entonces k = '/y los PI' P2' •.. , Pi' son los mismos que
los ql, qs, ... , ql s610 quiz.is en otro orden de escritura. Por ejemplo
1540 = 2 X 2 X 5 X 7 X 11 = 11 X 2 X 2 X 7 X 5 = 2 X 7 X
5 X 2 X 11 = etc.

, -. Haremos Ia demostraci6n por inducei6n completa segun cl nu-
mero 11. Para tl = 1 no hay nada que demostrar. Supongamos que
el teorema sea valido para n = I, 2, "', m - 1. Sea

Como pllqlq2 ... ql, por el teorcma precedente PI es igual a uno
entre los numeros ql, q2" ,., ql Y (reordenando eventualrnente los
ql, q2' ; .. , ql) podemos suponer que PI = ql.Entonees,

Y como. este numero es inferior a 111, por la hipotesis de inducci6n
k - 1 ' I - 1, es decir k = I, y los P2, ... ,pk son igual a los
Q2' "', qk.

Es seguro que cad a uno de -los lectores ya conoce el teorerna
fundamental de la aritmetica, como 10 ensefian en la escuela pri-
maria y en los primer os afios de bachillerato. A este grado el teo-
rema es explicado "intuitivamente", sin demostracion rigurosa, como
es muy natural, porque, como acabamos de ver, la demostracion
exige unos raciocinios, ideas y artificios rnuy sutiles, que luego son
utilizados hasta en las maternaticas mas altas. La desventaja de en-
sefiar el teorema sin demostraci6n es que, como 10 observa HASSE
en su Iibro, mucha genre cree que e1 teorema es evidente y no nece-
sita demostracion. EI objeto principal de este articulo y de los dos
siguientes de esta serie es de convencer al lector del contrario.

Para terrninar observemos que si en la descomposici6n de un
numero 11 Figura varias veces e1 mismo numero primo, entonces
estos se pueden iuntar en uno solo escribiendolo como una potencia.
Por ejemplo 1.540 = 22 X 5 X 7 X 11, 1.800 = 23 X Jl X 52.
Finalmente si 11 CS Ull nllmero entero l1cgativo, (- 1) .-11 es positivo
y asi obtenen~os la forma siguiente del teorcma fundamental de la. ,. /antmct:ICa: '



Calia numero elitero n dijerente de cera (positivo 0 negadoo)
se puede escribir en fa forma

dond« Pl1 P21 ••• , PJi son ntimcros primos diicrentes y (th (t2, ••• ,

(tk SOIl numeros enteros positioos. Los numeros Ph P2, ... , pk, (tll (t2'

••• , (tk son determinados completamente por el numero n.
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