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1. Esta serie de articulos tratari de los nimeros enteros que son:
los nimeros enteros positivos:

L2 345645

el ndmero cero: 0,

y los nimeros enteros negativos:
-1,-2,-3, 4,5, 6, ..

Estos nimeros son conocidos, generalmente, por toda la gente;
cada uno tiene una idea intuitiva de ellos y sabe manejarlos con
mis o menos habilidad. Lo que no se sabe, tan gencralmentc es
que estos nimeros se pucden definir, sin que intervenga la intui-
cién, con el sistema de cinco axiomas que llevan el nombre del
gran matemdtico italiano Peano. La definicién rigurosa de los nd-
meros enteros serd objeto de otro articulo de esta Revista: el lector
interesado puede consultar el libro de E. Lanpau: Foundations of
Analysis, Nueva York 1951. Aqui nos limitamos a enumerar las
propiedades de los niimeros enteros que utilizaremos en estos ar-
ticulos. Estas propiedades se pueden demostrar todas rigurosamente
a partir de los axiomas de PeaNo. En esta serie de articulos deno-
taremos los enteros con letras mindsculas latinas (eventualmente
con subindice) como a, b, c, m, n, x, y, z, @, ax, etc.
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Entre niimeros enteros hay una operacién, que se llama la
adicién, que hace corresponder a dos nlimeros enteros a y 4, el
ntimero entero « + 4, llamado la suma de 2 y de 4; a y & se llaman
los términos de la suma @ + b. Esta operacién tiene las propiedades
siguientes:

(@4+b)+c=a+ (b+ ) (propiedad asociativa),
a+b=0b+a (propiedad conmutativa),

0+a=a, a+ (—a) =0,

sia+ b=a -+ c, entonces b = c.

Por la propiedad asociativa se pueden quitar los paréntesis en
una expresién de la forma (((8 + 5) + 3) + 7) + 2y se puede
escribir la suma de més de dos términos 8 4 5 +3 + 7 + 2. La
propiedad conmutativa subsiste para sumas de varios términos, por
ejemplo: ‘

845F3+7+2=54+74+8+2+3=34+8+2+745
== Sl

La operacién de la adicién tiene una operacion inversa, la sus-
tiaccién. Se dice que x es la diferencia de a y de &, y se escribe
x =a— b,si x + b = a. Valen las reglas siguientes:

a+ (—b)=a—0b y‘ a+ (—a) =a—a=0.

La otra operacién definida entre niimeros enteros es la multipli-
cacién, que hace corresponder a dos niimeros enteros a y &, ¢l ni-
mero entero ab (o a.b 0 a X &), llamado el producto de 2 y de
b; a y b se llaman los factores del producto ab. La multiplicacion
tiene las propiedades siguientes:

(ab)e = a(bc) (propiedad asociativa),
ab = ba (propiedad conmutativa),
l.a=a, 0.a=0, (—1).a=—a,
siab = ac y a # 0, entonces b = c.

Por la propiedad asociativa se pucden quitar los paréntesis en
una expresion de la forma (((8 X 5) X 3) X 7) X 2y se puede
escribir el producto de més de dos factores 8 X 5 X 3 X 7 X 2. La
propiedad conmutativa subsiste para productos de varios factores,
por cjemplo: 8 X 5 X 3 X7 X2 =5X7X8X2X3 =
IR 2P NS = ete



La adicién y la multiplicacién estdn vinculadas por la propiedad
distributiva:
a(b + ¢) = ab + ac.

El orden entre ndmeros enteros se define de la manera siguiente:
a es menor que b, si existe un nikmero positivo x tal que a + x = b;
en este caso se escribe a < b. Si a < b, entonces b es mayor que 4,
lo que escribiremos asi: & > 4. Si a es menor o igual a &, escribi-
remos 2 <X & 0 & 2> a (el segundo se lee: & es mayor o igual a ).
Los ntimeros positivos son los nimeros mayores que cero y los ni-
meros negativos son los nimeros menores que cero. El orden tienc
las propiedades siguientes:

sia << byb<a entoncesa = b;

sia << byb<c entonces a < ¢

sia < b,entonces a< b+ 1lya—1<5b;
sia << byb <c entonces a < c;

sia < byb<c, entonces ¢ < ¢,
sia<<byc<d entoncesa+c<b+d;
sia<byc<d, entoncesa -+ c < b+ d;
sia < byc >0, entonces ac < be;

sia < byc >0, entonces ac < bec;

sia < byc<0, entonces ac = bc;

siac < beyc > 0, entonces
siac < beyc <0, entonces

b;
b.

WA

a
a
El valor absoluto |4| de un nimero « se define de la manera si-

guiente:
ol = a,si-a:22.0,

|a] = —a, sia < 0.
Por ejemplo |[—6| = 6, |3| = 3, 10| = 0. Siempre |z + 4] <

la| + |6] y |ab| = |a|.|8]. Se dice que @ es inferior a & en valor
absoluto, si |a| < |4].

Si tenemos una coleccién, o como se llama en las matematicas
‘avanzadas, un “conjunto” de ntmeros cnteros, diremos que este
conjunto es acotado por debajo, si existe un niimero entero™que es
menor que todos los ntmeros del conjunto. Por cjemplo, un con-
junto cualquiera de ntimeros positivos es acotado por debajo, pucsto



que cero es menor que cada ndimero positivo; es claro que cada
conjunto finito de nGmeros enteros es acotado por debajo; el con-
junto de los nGimeros negativos 7o es acotado por debajo.

Propiepav A. En cada conjunto de nidmeros enteros, acotado por
debajo, existe un ndmero que es menor que todos los otros ndmeros
del conjunto.

Esta propiedad de los nGmeros enteros, tan sencilla, tiene un
papel importantisimo en la demostracién de teoremas sobre nd-
meros enteros, como lo veremos mas adelante. En oposicién piense
(y demuestre!) el lector que los nimeros racionales y los nimeros
reales no tienen esta propiedad, pues no existe, por ejemplo, un
namero racional (o real) positivo inferior a todos los otros niime-
ros racionales (o reales) positivos.

De manera andloga un conjunto de ndmeros enteros se llama
acotado por encima si existe un ndiero entero que es mayor que
todos los nimeros del conjunto.

Propiepap B. En cada conjunto de nidmeros enteros, acotado por
encima, existe un ndmero que es mayor que todos los otros nidmeros
del conjunto.

Finalmente hay que explicar el “principio de la induccién com-
pleta” que también es un instrumento importante para demostrar
teoremas sobre nimeros enteros. Supongamos que Pn sea una afir-
macién que depende del nimero entero positivo n.

1. 8i P, es cierto;

2. si suponiendo que Pu es cierto para valores 1 < n < m se
puede demostrar que Pm+1 es cierto;
entonces Pn es cierto para cada valor entero positivo de n.
Demos inmediatamente un ejemplo. Sea Pa la afirmacién: “La
lA *7  $ 8L 2 n
suma S» de Ja progresién geométrica 1 + g + ¢° + ... + ¢" es

n+1__ »
igualaq E
qg—1

. ,
1. 51=1+q:(1+q)(q_1).—_-q_1\
g—1 qg—1"

2. Supongamos que para 1 < 7 << m sea

Se=l+gt+qg+.. 4=



(en realidad utilizaremos la relacién solo para # -~ m). Entonces

Sm+1: 1 _{_q+q.' ’I‘---"{"q““'l ::Sm_!_qm+l

m41 m1 m 4 1 —
— q _._i + (Im+| oo {_] l + ql (tl )
q—1 s
ey, oot N gk, o IR Wil
qg — 1 qg—1
es decir la afirmacién es valida para m + 1. Entonces tenemos
o " ny 1 1
Sh=1l4+g+4+qg+..+4q"= g_(i;‘l o

para cada # entero positivo.

Observemos que el principio de induccién completi, en una for-
ma ligeramente diferente de la dada aqui, es uno de los cinco axio-
mas de Peano.

Ejercicio: Demostrar, por induccién completa, que la suma de la
progresién aritmética @ + (¢ +d) + (a + 2d) + ... + (a + nd)
. ;“ 1 (22 + nd).

2. Fijadas estas nociones preliminares, vamos a definir el con-
cepto basico de este articulo: la divisibilidad. Se dice que el nimero
entero a es divisible por el ndmero entero b, si existe un nimero en-
tero q tal que a=—=Dbq. Por ejemplo 15 es divisible por 3, puesto
que 15 = 3 X 5; — 60 es divisible por 12, puesto que — 60 = 12 X
(—5). Si a es divisible por &, diremos también que & divide a a
(sin residuo), que & es divisor de 4, o que 4 es un mfltiplo de &.
Con otras palabras, se puede decir que @ es divisible por &, si

es igual a

a
el nimero ¢ = 5 ¢ entero. Es comodo introducir la notacién
siguiente: si & divide a, escribimos b|a. Asi por ejemplo *2|6,
5|15, 2| —8, —3|9, —5| —20.

Demos ahora algunas proposiciones sencillas sobre la divisibi-
lidad:

1. Para cada nlimero entero « se tiene que @!a. (Cada néimero
entero es divisor de si mismo).

Demostracién. a = a.l.

2. Para cada nGimero entero 4 se tiene que 40. (Cero es divisi-

ble por cada ndmero cntero).
Demostracién. 0 - b.0.



Las demostraciones de las siguientes proposiciones, igualmente
faciles, las dejamos al lector como ejercicios, rogandole enviarlas
a esta Revista. En una entrega siguiente daremos la lista de los lec-
tores que han presentado demostraciones correctas.

3. El Gnico ntimero entero divisible por cero es cero.

4. Cada nimero cntero es divisible por 4+ 1y por — 1.

5. Los Gnicos divisores de + 1 (y de —1) son +1y—1.

6. Si c|b y bla, entonces c|a.

7. Si bla, entonces para cada n(imero entero ¢ se tiene que cblca.

8. Si cblca y si c es diferente de cero, entonces bla.

9. Si b,]a, y b.|a., entonces bibs|aras.

10. Si bla, y blas, entonces bla, + a. y bla, — a..

11. Si bla, entonces para cada nimero entero ¢ se tiene que blac.

12. Si bla, y b|a,, entonces blc,a, + c.a2, para nlimeros enteros
¢, y ¢, cualesquiera.

13. Si bla y alb, entonces b = == a.

14. Si b|a, entonces —bla, b| —a, —b| —a, |b| | |al.

15. Si a es diferente de cero (a # 0) y b|a, entonces |5 < |a].

Demostracién. De a = bq se sigue, siendo |g| = 1, que o] =
6. 1q) = 16].1=18.

El teorema siguiente expresa una de las propiedades més funda-
mentales de los nimeros enteros.

TEOREMA DE LA DIVISION CON RESIDUO. S7 a es un ndmero entero
cualquiera y b es un nidimero entero positivo, siempre existe un ni-
mero entero q y un nimero entero t que verifican las relaciones

a=bq+r, 0 r<b.

Estas relaciones determinan q y r univocamente, es decir si a =
bcz’ + 7 y0 <+ < b, entonces necesariamente ¢’ = g y r’ = r. El
nimero ¢ se llama el cociente (incompleto) y el nimero r se llama
el residuo de la divisién de @ por b. Asi por ejemplo si a = —i7 y
b=54g=—4yr=23 puesto que —17 =5 X (—4) + 3y
0 < 3 < 5. Con esta terminologia se puede decir que a es divisible
por b si el residuo es cero.

La demostracién de este teorema es basada sobre-la propiedad
A. de los nimeros enteros y es tan fundamental como el teorema
mismo, pues la idea que utiliza sc encuentra en muchas partes de las



matematicas (por ejemplo en la Teorfa de los Nameros), y es su-
mamente importante que el lector se familiarice con ella y que la
comprenda a fondo.

Consideremos todos los nimeros de la forma @ — bu, donde #
es un nimero entero cualquicra, es decir, donde # toma los valores
# =0,z 1, == 2,... Con otras palabras, consideramos ¢l conjunto
de ntmeros de la forma @ — bu, donde # = 0, == 1, == 2, ... En este
conjunto hay ntimeros positivos, por ejemplo cuando # es un nd-
mero negativo de valor absoluto muy grande, y hay también nd-
meros negativos, por ejemplo para valores muy grandes de #. Por
A. hay entre los nimeros no negativos de la forma a — bu uno que
es inferior a todos los otros, sea este @ — bg. Con otras palabras, la
expresién @ — bu toma su valor no negativo mas pequeiio para
# = q. Pongamos entonces r = a — bq, o a = bq + r. Por la de-
finicién de r = @ — bq (como el nlimero mds pequeiio no negativo
de la forma @ — bu) es cierto que r = 0. Por otra parte, como
a— b(qg + 1) < a— bgq, se sigue de la definicién de a — bg que
r—b=a—b(qg+ 1) <0.Entonces 0 < r < b.

Queda para demostrar la unicidad. Como r es definida por r
= a — bg, es suficiente demostrar que el Ginico nimero de la forma
a — bu que satisface a 0 <X @ — bu < b es precisamente @ — bq.
En efecto si # < g, es decir si # <X g — 1, entonces

a—bu=a—bg—)=a—bg+b=r+b>=b

Si # > g, es decir si # > ¢ + 1, entonces
a—bu<a—blg+1)=a—bg—b=r—>b<N0.
El teorema queda pues completamente demostrado.

Sean a y & dos nimeros enteros y supongamos que no sean ambos
iguales a cero. Es cierto que hay por lo menos un niimero positivo
que es divisor comin de a y de b, que es el ndmero 1 (por la pro-
piedad 4.). Por otro lado, como supusimos que uno de los niimeros es
diferente de cero, por ejemplo que a # 0, cada divisor de a, y por
lo tanto cada divisor com@n de a y de b, es inferior en valor absoluto
a lal (cf. teorema 15.). Asi, por la propiedad B. de los niimeros en-
teros, existe un divisor coman de @ y de b, que es mis grande que
todos los otros. Este divisor com(n, que es necesariamente positivo
porque ya es superior o igual a 1, se [lama ¢l maximo comin divisor
de los nimeros enteros @ y b, Vamos a emplear Ta notacion (a.b)



para el mximo comn divisor de los nimeros enteros 4, 4, donde,
repetimos, uno de los dos tiene que ser diferente de cero (por qué?).
Ejemplos: (8, 12) = 4, (—27,15) = 3, (—77,—44) = 11. El méaxi-

mo comUn divisor tiene las dos propiedades evidentes:
(a, ) = (b, a), y para a # 0, (a,0) = |a].

Sean ahora  y 4 dos niimeros enteros, ambos diferentes de cero
(¢ #0,5 #0). Se puede afirmar que existen nimeros positivos
que son miltiplos de ambos, por ejemplo el némero |a| . |&]. Por la
propiedad A. de los nlimeros enteros, existe pues un multiplo co-
min positivo de a y de b que es inferior a todos los otros. Este mil-
tiplo comtn (que es positivo por la definicién misma) se llama el
minimo com@n miltiplo de los n(imeros enteros &, 4. Vamos a em-
plear la notacién [a, 6] para el minimo comln multiplo de los ni-
meros enteros a, & (@ # 0,5 # 0). Ejemplos [4, 6] = 12, [—21, 28]
= 84, [— 10, — 15] = 30. El minimo com@n miltiplo tiene las dos
propiedades evidentes: [a, 6] = [b, a], y para cada a # 0,
TR 2 ‘

Los lemas (teoremas auxiliares) siguientes expresan propiedades
del méxinio com@n divisor y del minimo com@n multiplo.

LeMa 1. Sean a y b dos nidmeros enteros diferentes de cero y sea
m = [a, b]. $i n es un mdltiplo de a y de b, entonces n es también
multiplo de m. -

Demostracién. Por el teorema de la divisién con residuo existen
ndimeros enteros ¢ y r tales que n = mq + r, 0 < r < m. Por otro
lado como r = n — gm y como a|n, a|m, b|n, b|m, resulta por la
regla 12. de la divisibilidad que a|r y &|r es decir que r es mltiplo
comin de @ y de . Como 0 < » < m, la definicién de m implica
que r = 0, luego que n = mq y m|n.

LeMa 2. Sean a y b dos ndmeros enteros diferentes de cero, sea
d = (a,b) y m = [a, b]. Entonces (i) dm = |ab|, (ii) cada divisor
comdn f de a y de b divide d (es decir de f|a, flb sigue fld).

Denostracién. Como ab es miltiplo comdn de a y de &, por el
lema 1, el nGimero g = labl es entero. De manera evidente basta

m
demostrar que:

() si [la, [1b, entonces f|g,
bk (B) ¢ — d.




Si fla y flb, entonces por las proposiciones 1., 11. y 14, 4| |4l @

|lab|

] Ibl-lf-l- , es decir — es multiplo comtn de los ntimeros a y 4.
Tt f

Entonces por el lema 1. m[lifb—l-, es decirlﬁél l_ai_b_l . Asi el cociente

g
t‘;—bl $ lflﬂ_—_—g— es un nimero entero, o sea f|g. Esto demuestra (a).
g

Como los nlimeros lal m bl Lo

— — y — = — son enteros (por-
B’ T

que 5|lm y a|m), gla y gl|b. Por (o) cada divisor comtn f de 4

y de & divide también a g, entonces por la proposicién 15. |f| < g;

es decir g es igual al miximo comin divisor d = (4, b). Este de-

muestra completamente el teorema.

Observemos que las fracciones escritas en esta demostracién
son en realidad nimeros enteros. Los hemos escrito en forma de
fracciones para que no sea necesario introducir demasiadas letras.
Esta observacién es también vélida para los lemas siguientes.

Si (a, b) = 1, es decir st 1 es el Gnico divisor com@n positivo
de @ y de b, se dice que @ y & son primos relativos. Por ejemplo 14 y
15 son primos relativos, ya que los divisores positivos de 14 son 1,

2,7,14 y los de 15 son 1, 3, 5, 15.

LeMa 3. 87 (a, ) = d, entonces (-;la— g %)—_— 1.

Demostracién. Si f > 0, f| S— y fl Z entonces por la proposi-

cién 7. fd|a y fd|b. Por la afirmacién (ii) del lema precedente fd|d,
entonces por las. proposiciones 8. y 5.y puesto que f > 0, resulta
f = 1. Entonces el miximo (y Gnico) divisor comin positivo de

%ydc%— es 1.

: A a b
LEMA 4. Si ¢ > 0, cla, c!b,(— L ): 1, entonces (a, b) = .
" e
- a b
Demostracién. Sea d — (a, b). (Como — y — no son ambos
¢ ¢
iguales a cero, @ y b tampoco no son ambos iguales a cero. Asi te-

n)



nemos el derecho de hablar de (a, 4) .) Por Lema 2, (ii) c|d, es decir

ies un nGmero entero. De -d- P LS y de 4 . 2 D 12
¢ ¢ d ¢ ¢ 1.8 .4 €
Sigue que »é— I .a_. y ﬂ.d. __[i_ , ¥ como (ﬂ s b_) — ]’ c > (),
£ .]i6 c.d e ¢ ¢
. & o o
d > 0,sigue que -— = 1 o0 sea que 4 = ¢. Esto muestra que
¢

en efecto ¢ = (a, b).

El teorema siguiente es de una importancia capital.
Lema pe EucLives. Sea a # 0. Si (a, b) = 1y albc, entonces alc.

Demostracién. Si b = 0, entonces |a| = (4,0) = 1,a = = 1
y ale.
Sib #0,seam= [lal, |5]], por (a, b) = 1y el lema 2, (i)
]a| |6| = m. Como bc es multlplo comin de a y de &, por el lema
]a] |b[ | bc. Por la proposicién 14. ab|be, y finalmente por la pro-
posicion 8. ale.

La hipétesis que 2 y & sean primos relativos es esencial en este
Gltimo lema. Por ejemplo 6 divide a 9 X 4 = 36, pero 6 no es di-
visor ni de 9, ni de 4.

3. Un nGmero entero p superior a 1 que no tiene otros divisores
positivos que 1 y p se llama niimero primo. Los primeros néimeros
primos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, ...

Un nmero 7 que tiene otros divisores a mis de &= 1y == " se
llama un némero compuesto. Por ejemplo los nimeros 2* = 4,
2 =8, 2' =16, 2> = 32, ... son todos compuestos. Vemos que
hay un nimero infinito de némeros compuestos. El problema de
determinar si hay también un néimero infinito de nmeros primos
y ver cdmo se reparten los niimeros primos entre los nimeros en-
teros positivos, serd el tema de otros articulos de esta serie; ahora
nos ocupamos de 1nvest1g.1r cémo se pueden descomponer los nid-
meros compuestos en nimeros primos, los cudles son, en un sentido,
los ladrillos .con que son cdificados todos los nimeros positivos.
Hasta nueva indicacién vamos a considerar Gnicamente nameros
enteros positivos.

30)




Cada ndmero entero compuesto es un producto de nimeros pri-
mos. Por ejemplo 14490 = 2 X 3 X 3 X 5 X 7 X 23. La demos-
tracién de este teorema se hace por induccién completa. Es claro
que ¢l teorema se puede enunciar de la manera siguiente: Un nd-
mero entero 2 > 1 0 ¢s un ndimero primo, o ¢s un producto de ni-
meros primos. El teorema es valido para #» = 1, como para cste caso
no hay ninguna afirmacién; se dice que para # == 1 ¢l teorema sc
cumple “trivialmente”, Supongamos ahora que el teorema sea vi-
lido para #» = 1,2, ..., m — 1. Si m es un nGmero primo no hay
nada que demostrar. Si 7 no es primo, entonces tiene un divisor
my, 1 < my < my luego m = mm., donde también 1 < my < m.
Por la hipétesis de induccién, segin la cudl cada entero entre 1y
m — 1 es primo o producto de primos, m, = pipz ... px, My =
petq prss ... p, donde los nimeros pi, ..., pr son todos primos
A< k<. Asi m = pip. ... p, lo que demucstra completa-
mente el teorema.

Sea p un ndmero primo y @ un niimero entero positivo. Si pla
entonces (p, @) = p. Si p no divide a a, entonces (p, a) = 1, como
es imposible que p tenga divisor positivo diferente de 1y de p. El
lema de EucLips tiene pues el corolario siguiente: Si cl nimero pri-
mo p divide al producto bc donde & y ¢ son nmeros enteros, y si »
no divide a & (con otras palabras, si (p, #) = 1) entonces plc. Més
generalmente demostraremos el teorema siguiente:

Si el nimero primo p divide al producto ai1a. ... an, donde a;,
a,, ..., an son nimeros positivos, entonces v divide por lo menos uno
de los ndmeros ai, as, . . ., an. Haremos la demostracién por induccién
completa segtin el nlimero » de los factores a,, a,, ..., an. Sin =1,
la proposicién se reduce a la tautologia: si pla, entonces pla. Su-
pongamos, pues, que el teorema sea valido paran =1,2,...,m —1.
Si pla,a, ..., am, entonces o bien pla, en cuyo caso no hay nada que
demostrar, o bien p no divide a 4;,. En este Gltimo caso, por el co-
rolario del lema de EucLigs pla, ... am. Como el producto tiene
m — 1 factores, por la hipétesis de induccion, p divide por lo me-
nos uno de los factores a., ..., am, lo que demuestra completamen-
te el teorema.

En particular si p, p1, ps, ..., po son nimeros primos y p!p,p.
... pm, entonces p es igual a uno de los nameros p,. ..., pn (porque
si un namero primo divide a otro nimero primo, son necesaria-
mente iguales). i

Tenemos ahora todo listo para demostrar el teorema que se Ila-
ma “el teorema fundamental de la aritmética”. Fste tcorema dice

y/



que la descomposicion de un ndmero entero n > 1 en factores pri-
mos N = pyPz ... px es dnica. Es decir que si tenemos # = pip, ... px
yn=4q4qg:... 9, donde P p’h coes DX Gy G2 o o0 g1 SON todos ni-
meros primos, entonces § =/ y los p, pu, ..., px son los mismos que
l0s q1, g2, ..., qv s6lo quizds en otro orden de escritura. Por ¢jemplo
1540 =2 X2X5X7X1l =11 X2X2X7X5=2X7X
5 X 2°X 11 =etc.

-Haremos la demostracién por induccién completa segtn el ni-
mero 7. Para # = 1 no hay nada que demostrar. Supongamos que
el teorema sea vélido para » = 1,2, ..., m — 1. Sea

m = p]ﬁ: -...Pk = 419z ... q\.

Como p1/q1gs .- g, por el teorema precedente p, es igual a uno
entre los nimeros ¢, ¢s, - .., q1 y (reordenando eventualmente los
q1, 4> :--, @) podemos suponer que p, = ¢:. Entonces

prpae PN = (q29qs... q1 .

y como este nGimero es inferior a m, por la hipétesis de induccién
k—1=1—1,esdecir k=1, ylos pu, ..., px_son igual a los
G o B0

Es seguro que cada uno de Jos lectores ya conoce el teorema
fundamental de la aritmética, como lo ensefian en la escuela pri-
maria y en los primeros afios de bachillerato. A este grado el teo-
rema es explicado “intuitivamente”, sin demostracién rigurosa, como
es muy natural, porque, como acabamos de ver, la demostracién
-exige unos raciocinios, ideas y artificios muy sutiles, que luégo son
utilizados hasta en las matemditicas mas altas. La desventaja de en-
sefiar el teorema sin demostracién es que, como lo observa Hasse
en su libro, mucha gente cree que ¢l teorema es evidente y no nece-
sita demostracién. El objeto principal de este articulo y de los dos
siguientes de esta serie es de convencer al lector del contrario.

Para terminar observemos que si en la descomposicion de un
nGimero # figura varias veces el misme namero primo, entonces
estos se pueden juntar en uno solo escribiéndolo como una potencia.
Por ejemplo 1540 = 2° X 5 X 7 X 11, 1.800 = 2* X 3" X 5%
Finalmente si # ¢s un nimero entero negativo, (— 1) . es positivo
y asi obtenemos la forma siguiente del teorema fundamental de la
aritmética:



Cada ndmero entero n diferente de cero (positivo o negativo)
se puede escribir en la forma

n==:=x1pp.% ... px%,

donde py, ps, ..., pk son ndmeros primos diferentes y g, Gy ooy
ak son ndmeros enteros positivos. Los ndmeros py, pz, ...y Pk, Gy Oy
«v., ak son determinados completamente por el nimero n.
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