INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS GRUPOS 1.

Por PasLo Casas.

Nota. En lo sucesivo indicaremos la ley de composicién interna
de un grupo asi: (x, y) = xy, en lugar de (x, y) >z 7 y. Esto lo
haremos para abreviar la escritura y en vista de que no hay lugar
a posibles confusiones. ;

Teorema 3 — 1. En un grupo G un elemento simétrico a izquier-
da es también elemento simétrico a derccha.

Demostracién: Sea a un elemento de G y sea @’ su elemento si-
métrico a izquierda.

Por definicién a’a = e, multiplicando a la derecha los dos miem-
bros de esta igualdad por &', se obtiene que

(1) (d a)d = ed.

Por la propiedad asociativa (a’a)a’ = &’ (ad’) y por definicién
ed’ = a’, reemplazando en (1) se obtiene que

(2) d(ad) = d.

Sea a” el elemento simétrico a izquierda de &', o sea que ¢’ &’ =
= e. Multiplicando a la izquierda los dos miembros de la igualdad
(2) por a” se obtiene que '

3 . d'(d (ad’) ) = d"'d.

Pero por la propiedad asociativa ¢” (¢’ (ad’) ) = (a"a") (ad’),
reemplazando en (3) se obtienc que

)] : (" d) (aa") = a"d’.

Por definicién a” «’ = e, entonces de (4) se obtienc que e(a a”)
= ¢, lvego ad =e. q. c. .



Podemos sintetizar la demostracién de este teorema ast:
ad =e(ad) = (" d) (ad)=d" (d(ad)) =d"((ad)d) =
-_:alf(eal) :all al e c.

Teorema 3—2. En un grupo G un elemento neutro a izquicrda
es también elemento neutro a derecha.

Demostracién: Sea a un elemento de G y sea @’ su elemento
simétrico.

Por el teorema 3 — 1 2’ = ¢, multiplicando a la derecha los dos
miembros de esta igualdad por « se obtiene que

-

1) (ad’)a = ea.

Por la propiedad asociativa (aa’)a = a(a’a), reemplazando en
(1) se obtiene que

(2) a(d’a) = ca.

Por definicién @’a = ¢ y ea = a, rcemplazando en (2) se ob-
tiene que

8¢ % 8. q. e d.

Podemos sintetizar la demostracién de este teorema asi:
ae = a(d'a) = (aa’)a = ea =a.

Teorema 3—3.Sid’ a = e y-d',a—ec entonces a’, = a’.

Demostracién: Por hipétesis @’y a = e, multiplicando a la dere-
cha los dos miembros de esta igualdad por 4" se obtiene que

1) (d1a)d = ed'.

Por la propiedad asociativa (¢’ya)a” = 4’y (ad’) y por defi-
nicién ea’ = 4’, reemplazando en (1) se obtiene que

) e n)= 4.
Por el teorema 3 — 1 ad’ = ¢, reemplazando en (2) 3e obtiene

que @’y e = &, pero por el teorema 3—2 o'y e = a’,, luego a’y — '
q. e d.



Podemos sintetizar la demostracion de este teorema asi:
y=die=d,(ad) = (d1a)d =ed =d.

Teorema 3 — 4. En un grupo G el clemento simétrico del ele-
mento simétrico de cualquicr elemento del grupo es igual al ele-
mento mismo.

O sea que, si con a’ indicamos el elemento simétrico del elemen-
to a y con a” indicamos el elemento simétrico del elemento a', en-
tonces 3"’ = a.

Demostracién: Por definicién e = 4’a, multiplicando a la iz-
quierda los dos miembros de esta igualdad por " se obtiene que

(1) ﬂ”c £ a,,([l,a).

Por el teorema 3 — 2 @” e = 4” y por la propiedad asociativa
a’(a'a) = (a”d")a, reemplazando en (1) se obtiene que

(2) iv: a' = (' a)a.

Por definicién a”’a’” = e, reemplazando en (2) se obtiene que
14

a” = ea, pero por definicion ez = a, entonces

oz et

Podemos sintetizar la demostracién de este teorema asi:

' =de=d(a a) = (" d)a=ca=a.
Teorema 3 — 5. Sea G un grupo y sean a y b dos elementos cua-

lesquiera de G. Existe uno y sélo un elemento x en G, tal que
ax =,

En otras palabras: la ecuacién ax = b tiene una y sélo una so-
lucién en G.

Demostracién: Supongamos que exista un x en G tal que ax =
= b. Entonces, multiplicando a la izquierda los dos miembros de esta
igualdad por ', sc obtiene que ’

¢)) / d (ax) = a'b.



Por la propiedad asociativa 4’(ax) = (d'a)x y (d'a)x = ex
= , reemplazando en (1) se obtiene que ¥ =4’ 4. Esto quiere decir
que, si existe x necesariamente debe ser de la forma x = &b,

Mostremos, ahora, que @’b ¢s en efecto una solucién de ax = 4.

Reemplazando en ax = & a x por 4’ b se obtiene que a(4'b) =
(ad')b = eb = b.

Luego x = a’b verifica la ecuacién dada.

Teorema 3 — 6. Sea G un grupo y sean a y b dos elementos cua-
lesquiera de G. Existe uno y sélo un elemento y en G, tal que ya = b.

En otras palabras: la ecuacién ya = b tiene una y sélo una so-
lucién en G.
Hacer la demostracién como ejercicio.

Teorema 3 — 7. Si a y b son dos elementos cualesquiera de un
grupo G, entonces (ab)” = b’a’.

Demostracién: 1) (ab)’ es, por definicién, el elemento simétrico
de ab.

2) Demostremos que 4’ @’ también es el elemento simétrico de
ab, o sea que (6'd") (ab) = e.

Por la propiedad asociativa y por definicion se tiene que
(¥ &) (ab) =B/ (d(ab) ) = b'((da)b) = b (eb) = b'b = ¢,
luego &’ 4’ también es elemento simétrico de ab. Por el teorema

3—3 se concluye que (2b)' = 6'd’. q.e d

Grupo finito. Se llama grupo finito a todo grupo que consta de
un nimero finito de elementos.

Grupo infinito. Se llama grupo infinito a todo grupo que consta
de un n@mero infinito de elementos.

Orden de un grupo. El nimero de elementos de un grupo se
llama orden del grupo.

Se dice que todo grupo finito es de orden finito y que todo gru-
po infinito es de orden infinito.
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1IV. TABLAS DE COMPOSICION.

La composicién interna de un grupo puede mostrarse comple-
tamente por medio de una tabla, llamada de composicidn, en la
cual figuran todos los elementos del grupo.

Ejemplo: sea el grupo G = |e, a, b} en que
e s el clemento neutro
a s el elemento simétrico de &
b  es el clemento simétrico de a

aa = b y bb = a.

Este grupo lo podemos mostrar por medio de la siguiente tabla:

> N
Sy N ‘\‘N
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En la fila exterior y en la columna exterior se indican los ele-
mentos del grupo.

El compuesto de dos elementos es cl clemento que se halla en
la interseccién de la fila encabezada por uno de los elementos de la

composicién con. la columna encabezada por el otro elemento de
la composicion. :

Como norma general, para no cometer errores, €s conveniente
tomar la columna exterior como la de encabezamiento para los ele-
mentos. que figuren a la izquierda en los elementos compuestos y
la fila exterior como la de encabezamiento para los elementos que
figuren a la derecha.

La cxistencia de una sola solucién de ax = b para cada dos ele-
mentos cualesquiera de un grupo estd mostrada por ¢l hecho de
que cada elemento del grupo sélo figura una vez en cada columna
y en cada fila.
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Ejercicios.

1. Demostrar que el conjunto {e, 4, b, ¢, d, f, g} con la composi-
cién dada en la tabla siguiente forma un grupo.
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2. Demostrar que en un grupo de 27 elementos existe, ademas
del elemento neutro, otro elemento que es el simétrico de si mismo.

3. Sean g, b, ¢, tres elementos cualesquiera de un grupo G. De-

. . 2
mostrar que la ecuacién xaxba = xbc tienc solamente una solucién
en G.

4. Dado un tridngulo equilitero y tomando como ejes de si-
metria las perpendiculares trazadas por cada vértice a los lados
opuestos y como centro de simetria el ortocentro del tridngulo, es-
cribir la tabla de composicién de las simetrias del tridngulo y de-
mostrar que el conjunto de estas simetrias es un grupo.

5. Decir si todos los nimeros irracionales, con la multiplicacién
ordinaria como operacion de composicion, forman un grupo.



