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SOBRE LAS SOLUCIONES PERIODICAS DEL PROBLEMA
DE DIRICHLET PARA ECUACIONES DE TIPO PARABOLICO

por

Luis A. ORTEGA

ABSTRACT. It is shown that for a Dirichlet's peri-
odic problema studied by Lazer:

Llu)ne gx,t,u)+f, (x,t)+s@P(x,t) in QxR
B &

u(x,t), ula xR = 0

I

u(x,t+T)

where  is a bounded domain iniRN, and certain restric-
tions are assumed for g, f,, and @, there exists a num-
ber a(f,) such that the problem has at least two solu-
taonu ifts: < a(fl), and at least one if s = a(ii).

1. Introduccién. Ambrosetti y G. Prodi demostraron en

[1] un resultado muy importante referente al siguiente pro-

blema de Dirichlet.

1

-Au = g(u) + f(x) en Q. u = 0 en 39, (1)

o e : N
en donde Q es un dominio acotado enIR', con una frontera 9
240 , i 2
de clase C » IR >R es una funcidn C~, de valor real,

tal que g'"(s) > 0 para todo s €1R, y

N
w
w



0 < 1im g'(s) < A, < 1im g'(s) < A_, (2)
1 2

G>—00 S0

donde Al’AQ son los dos primeros valores propios del si-

guiente problema de valor propio:

-Au = Au en Q, u = 0 en oR. (3)

Ellos probaron, bajo estas hipdtesis, la existencia de una
Cl—variedad M en Cm(ﬁ), que divide a este espacio en dos
conjuntos abiertos G1 y G2 con las siguientes propiedades:
(i) si f « G, el problema (1) no tiene solucidn.

(ii) Si f « M, el problema (1) tiene exactamente una solu-
cidn.

(iii) Si f & G, el problema (1) tiene exactamente dos so-

2,
luciones.

Por su parte, M.S. Berger y E. Podolak han demostrado

A !
en [9] el siguiente resultado: Para cada f1 e N existe un
numero real u(fl) para el cual el problema de Dirichlet:

-bu = g(u) +to+ £, en v At VBl B B | e (%)

no tiene solucidn si t > a(fl), tiene exactamente una solu-
€idn si t = a(fl) y tiene exactamente dos soluciones si
t < a(fl), donde ¢ es una funcién propia del problema (3)

que satisface f@Q =1 y N ={fe Ca(Q)I fe@750%;

J.L. Kazdan y F.W. Warner [5], H. Amann y P. Hess [2]
y E.N. Dancer [u] probaron resulrados similares referentes
al problema (4). En [6], Alan C. Lazer demostrd que dada
f, € N*, existe un numero a(fl) tal que el siguiente piroble-

1
ma peribédico de Dindchlet:
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{L[u] = g(x,l,u)+—fl(x,t)‘fs¢(x,t) en {XR,
u(x,t+T) = u(x,t)}, (5)

con ul dXR = 0, tiene solucidn si s < a(fl), y no tiene
solucidn si s > a(fl), en donde ¢ es solucidn del problema
de valor en la frontera:

{L[o] = X 0, ¢>0 en &R, $(x,t+T) = ¢(x,t),

o PR = o} (6)

.

cuando Al es el valor propio principal , ¢” es la solu-

cidn del problema de valor en la frontera:

{L¥(¢*) = A1¢*,¢* > 0 en R,

0¥ (x,t4T) = ¢ (x,t),0" 1oR

i

0}, (7)
y en donde, finalmente:

N* = {f e CHODR) | £(x,t+T) = £(x,1),(£,¢") = 0}
N

N 2 N
Bla] SEE Lk B o Ay b Yot ) b O 4 Gu),
oo S B 0X.0X. ; i’ 79ox.
j=1 i=1 i3 i=1 1

(c < 0), (8)

L” es el operador adjunto de L, y los coeficientes de L son

periddicos con periodo T.

En el mismo articulo Lazer demostrd que si A < Al.
entonces para todo f EZCQ(QXR), f(x,t+T) = f(x,t), existe

u e:CQ+a(QXR) tal que

L[u] = iu+f,1ﬁx,t+T) = u(x,t), uldxrR = 0 (9)

235



Si f » 0, f# 0, entonces u > 0 en XR. En este articulo
demostramos que el problema (5) tiene por lo menos dos so-

luciones si s < a(fl) y por lo menos una solucidn si

s = a(fl).

o, olors i . N
2. Definiciones y notaciones. Denotaremcs con R

2+0

(N > 1) a un dominio acotado con frontera de clase C
para algn a «(0,1), con [a,b] a un intervalo compacto y

con u, a una funcidn de valor real, definida en Qx[a,b]: Q.

" o ]
Escribimos u € C (Q) si el numero

. Ju(xq,t1)-ulxg,to) |

Hu(u) = sup 5
(zy, t))eQ [|X1‘X2| +lt1-t2
K = 1,2

(xl,tf#(xzﬂb)

[1%,3

El conjunto de todas estas funciones es un eupac1o de Ba-

nach, con la norma lu" = max  Ju(x,t)] + Ha(u).
M (x,t)eQ
T + -
Se escribe también u € 2 2(Q), s U sUx Uy xso 511

pertenecen a c*(Q), para 1 € i, j € N y la norma Il 2+a‘Q)
se define como la suma de las C (Q) -normas de todas e tas
funciones. Similarmente, C 1+0‘(Q) se define como el conjunto
de todas las funciones u definidas en Q, tales que u y ug.
1 £ i € N, pertenecen a Ca(Q). Se escribe u e:Ca(QKR),
(C1+G(QXR), C2+Q(QXP) respectivamente), si u GZCQ(QX[a,b]),
(c1*%@x[a,b]), c2™

quier a,b € R, a < b.

(Mx[d b]) respectivamente) para cual-

Denotamos con F al espacio de Banach conformado por
i . o, =~ A L
las funciones f =C (QXR), tales que f(x,t+T) = f(x,t),

con la norma I-"F definida por “flca(QX[O,T]) £ IflF
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E denotamos al espacic de Banach de todas las funciones
u C2+G(QXR) que satisfacen u(x,t+T) = u(x,t) en KR y
u(x,t) = 0, para todo (x,t) e 3QXR, con la norma ﬂ-IE defi-

P S : .
nida por HULL "J"Ca+2(9x[o,T])

In lo que sigue, L denotard al operador definido en
(8) con las siguizsntes condiciones:

Al) Les coeficientes de L son periddicos en t con pe-
riodo T.

A)) a..(+) e 2t
2 ij

CPR )erd 96 527 SN soBam = Axss

A @ExR), 1 < i < N,

b.(*) €cC
1
c e cX(HR), C < 0.

A3) L es uniformemente parabdlico.

El operador A adjunto de L, tiene la forma siguiente:

. g5 : o 320 . N s du
L"[u] :——a?— 2 ai.(X,t)gX—a—x——'{' 2 b;(X,t)-a;—'f C"(x,t)u),
§i.asp = o i
donde,
N 2 N .
o 3%a;z & ob a
be=-b,42 § x—31-,C (x,t) =C(x,t) - } =— + 2 i I
i i .4, 9X.90x. L 3 8x 0X..
s o VI S izl "1 tigjFl J

Con g:XRXR + R denotaremos a una funcidn que cumple lo si-
guiente:

a) g(x,t+T,u) = g(x,t,u) en OXRXR ,

b) %%»es continua, %%(-,-,v) eFyg(e,,v) €F para
cualquier v €F.

c) Existen constantes k > 05 k >0y k > 0 tales
que g(x,t,u)—klu k lul 2, para todo (x,t,u) c:QXRxR y
existe un nmero a tal que: | (x t,u)] < k4, para cualquier

u e [a,®) y para todo (x,t) € QXR (se puede suponer que

Al > kl’ pues Xl 2 0,

237



3. Resultado principal. El principal propdsito de esta

iltima seccidn es probar el siguiente resultado, en donde

N” es el conjunto definido en la introduccidn.

3.1 TEOREMA. Para cada £y 5 N¥, existe un namero
alf)) tal que el problema de Dirdchlet:

{u <ty L[u] = g(e,*,u) + f1+s¢ en R}, (1)

tiene por Lo menos dos soluciones s4 s < alf)) y por Lo me-

nos una AL s = a(fl).

En la demostracidn de este teorema usaremos los Si-

guientes lemas.

3.2 LEMA. Paxa cada f « F existe una nica fun-
cibn u € E que cumple L[u] = f. Ademds existen constantes
1’<1 > 0 (La cual depende .de un ndmero B = (0,1), §4f0) y }22
tales que:

2 Il € K Llll,s

b Jul 1, < R o]l

3.3 LEMA. Para cada r, >0, existe una constante
R(r,) > 0 tal que 8{ f € F, u €E y L[u] = g(+,*,u)+f en
QR y | £], <z , entonces [l ull 1+ € R(xy) (en toda esta sec-
clon B e (0,1) y se mantiene 44f0).

3.4 LEMA. Sean
B=(f cc™B@®R) | £ 2 0 en VR, F(x,t4T) = £(x,t) en DR}

y i:E > E La {nyeccibn de E en E. S¢ £, &N, d 20 ¢

N
fee)



M[u] = L[u]+du para todo u e E, entonces para cada t IR,
La aplicacidn definida de E en £ pon Ht(V) = iM_l(g(-,-,v)
+dv + £, + t¢), pana cada v eE, esta bien definida y es
continua y compacta (en toda esta seccidn E tendrd el mis-

mo significado).

Este lema nos permite hablar del grado de Leray-
Schauder: dg(I—Ht, G,p) donde G es un conjunto abierto y

oY A
acotado en E y p €E.

3.5 LEMA. S{ f e N yt_<a(f), entonces exis-

ten dos funciones u € E, u € E, tales que

Lju] > g(e,*,0) + t o+ £, en OR,

L[g] <IgLeRe u) 4 to¢ + f1 en PR, Yy u< u en OXR.

3.6 LEMA. Sea

g(x,t,g(x,t))+d19(x,t), AL s € ulx,t),
B(x,t,s) =4 g(x,t,s)+d,s, 44 u(x,t) < s < u(x,t),
g(x,t,ﬁ(x,t))+d1ﬁ(x,t) 84 s > ulx,t),

donde [%%(x,t,s)lsidl en mex[?,w] y o = min u. Entonces

1 . OXR g
g es una funcibn acotada y no decreciente en La varniable s.

El lema anterior se usa en la demostracidn del si-

guiente lema:

3.7 LEMA. S t_ < alf,), ¢ ﬁto es La funcibn de
Eoent de gindida por ﬁto(v) = iM-l(é(°,-,v)+to¢+f1) para ca-



da v eE, donde M[u] = L[u]+d1u, y La funcién i:E ~ £ es
La inyeccibn, entonces existe un nimero real R > 0 tal que

[ie (DD, < B> para todo v & E.

3.8 LEMA. (R mencionado en ef Lema 3.7). SL

ucﬁ|9<11<ﬁenﬂﬂ,
du _ du _ du
= £ ex en 9NAR

” u” 1+8 <R,

entonces:
i) G es un confjunto no vacio, abierto y convexo de £

ﬁtol G = Htol G.

(]
<

ii) dg(I-H¢ ,6,0) = 1.

iii) Exéste un nfmero R > R tal que dg(I-Hy_,BR ,0) = 0
donde BR, = {ue E|"uﬂ1+8 < RO}, y dg(I—HtO,D,P), deno-
ta el grado de (I-Hto) en P, nelativo a D.

Demosthacion del Teorema 3.1. Supongamos que

ty < a(fl). Por el Lema 3.8, dg(I—HtO,G,O) =1y,

dg(I—Hto,BRO,O) =0y BRO:D G. Por un resultado estandar
de la teoria del grado (ver [7], Teorema 4.3.9), lo ante-
rior implica que dg(I-HtO,(BRé\é),O) = -1; por tanto, exis-

ten dos funciones, u, e G, u, GZ(BRg‘é)’ tales que Hto(ul)

1
= uy, y He (uy) = u,. Esto quiere decir que:

M—l(g(',°,u1)+d1u1+f1+to¢)

1
1]

u

1 Hto(ul)

M_l(g(°,’,u2)+d1u2+f1+to¢).

o
I

Hto(UQ)
Estas dos identidades son equivalentes a:
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=
—
=
=
Robid
1

L[u1]+d1u1 = g(',-,u1)+d1u1+to¢+f1,

=
—
o
N
-
1

L[u2]+d u

1Yy = g(',°,u2)+d1u2+to¢+f1,

L[ul] = g(o’-,u1)+to¢+f1 en OQXR,

L[u2] N g(',',u2)+to¢+f1 en QXR, u, #u

1 2°

oo
Para demostrar (ii), denotemos con {tn}n_1 a una sucesidn
de nlmeros reales que cumple las condiciones tn < a(fl) pa-
ra cualquier enteron 3> 1, y 11m b= ML), * t*. Lo ante-
rior implica que existe una suces1on de fun01ones {u } ot
en E tal que L[ n] =g ,un)+tn¢+f1 en XR, para todo

(oo}
n > 1. Puesto que {tn} es una sucesidn convergente, exis-

n=1
te r > 0 tal que ”tn¢+f1“m < |tn|||¢n°°+||f1|oo < r para todo
n > 1. Por el Lema 3.3, existe R(r) > 0 que satisface
"un“1+6 < R(r) para todo n > 1. Ahora bien, como la inyec-
cidn i'ﬁ + F es compacta, existe una subsucesidn de {u }n 1
denotada también con {u } n=1> due converge a una funcidn

u e P, en la norma de F. Por tanto: "u —u||oo 0 cuando

s

n
n > ©, Lo anterior implica que existe T

> 0 tal que u, >
Yy u>7Tren (¥R, para todo n > 1. Se puede suponer, por otra
parte, que |g%(x,t,s)| < k3, para todo (x,t) €XR y s > r
Pox.xanto,

9
lgCeesu)-gCee i, = 15205080 ) (u-w,
< kglu -, > o,

cuando n > ®, Por el Lema 3.2, existe entonces una funcidn

v € E tal que:

L[v] = g(',',u)+t*¢+f1 en OQXR (10)
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" un‘V” 1+R < }21” L( un"V”oo

kolgCesesu) + t ¢-g(e,e,u)-t o,

ke, u) - gCeys wll g+ Kyl lt7]

7N

R lol e |+ o

A
P
—
c

si n > %, Por lo anterior, tenemos que u -+ v, cuando n > ®,
en la norma de F. Como "un—uﬂco + 0 cuando n > ©, tenemos

u = v. Por (10), podemos concluir finalmente que

L[u] = g('°,u)+t*¢+f1 en QXR, donde t" = a(fl). A

Demosthacibn def Lema 3.2. Denotemos con x::(xl,...,
X ) a un punto variable enIRn sean s = min X S, = max x
n P 3 ¥ o T BT go Y1 8q ARG
. Y(s1-s0)  Y(X1-s0)
Si Y(x) = e - e donde Yy > 0, entonces Y(x) >0
en 2 y L(YP)(x,t) > mY2 - kY, donde m es la constante asocia-
da a L por ser uniformemente parabdlico, y k es la cota de
Ibl(x,t)l en QXR. Seleccionamos Y > 0 lo suficientemente
grande para que L(y)(x,t) > 1. Haremos la demostracidn para
feF, f(x,t) > 0 en OXR, y f(x,0) = 0. La demostracidn en
el caso general es facil, usando este caso particular. Deno-
temos con v(x,t) = w(x)"flm y con z(x,t) a la solucidn del

problema inicial con valor en la frontera:

1
]
-

L[z](x,t) = Flxaut)sen QX[O,W), z(x,0) =

o

z [9x[0,) =
Puesto que L[z] >0 en QX[O,W) y 2z =0 en BQX[O,w)lJQX{O},
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siguese, por el principio méximo, que z(x,t) > 0 en {x[0,%).
Hagamos zl(x,t) = z(x,t+T), para t > 0. Ya que fe F y los
coeficientes de L son T-periddicos en t, entonces L[zll =1,
Como

L[zl-z] X0, (zl-z)(x,O) = zl(x,O) = z(x,T) > 0
y (zl—z)IBQX[O,W) = 0, tenemos que z(x,t) < zl(x,t) =
z(x,t+T) en QX[O,W). Por tanto, si zm(x,t) = z(x,t+mT), re-
sulta que zm(x,t) < zm+1(x,t) param > 1, y (x,t)ﬁx[o,m).
Puesto que L[v](x,t) = | floL (W) (x,t) > ||f||co 2 fs Ly
v(x,0) > 0, se deduce del principio maximo, que z(x,t) <
vix,t) < dlﬂf“w, donde d, = eY\Sluso). Por consiguiente,

0 i zm(x,t) < zm+1(x,t)

A

dlllf“oo en 9x[0,°) para todo m >1;
esto es, el 1im z (x,t) = u(x,t) existe en Ox[0,T]. Sea
m>o M

6(t) una funcidn suave, definida en [O,w), tal que 6(0) =0
y 6(t) =1 para t > T/2. Si para cada m > 1, escribimos

w_ = 0z , entonces L[w ] =060z +6f = h , en QX[O,W). Ahora
m m m m m

bien, por estimaciones previas tenemos que “hmﬂ°° N d2||f|[°0 s
en {x[0,°), donde d, es independiente de f. Dado que w =0
en 30x[0,») UQx{0}, por un resultado conocido (ver [8],

pags. 342-3u3), para cualquier r > 0 existe entonces d, =

3
ax[o ax[o, .
dy(r) tal que, "wm"1+é ,r] & dauhmlmx[ P]. Si v % Th
vemos que
Qx|(T/2, axlo,
lzml 1+é r‘] N d3uhm|oo [ r} $ d2d3| f”oo’ (11)

para todo m > 1.
s i 148, =
Como la inyeccidn de C (QX[T/Q,r]) en
CQ(QX[T/Q,r]) es compacta, existe una subsusecidn de
{Zm}:_1 que converge en CG(QX[T/Q,P]) y puesto que cualquie-

ra de tales subsucesiones converge a u(x,t) en QX[T/Q,P],
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tenemos que u €:Ca(QX[T/Q,P]) y ”zm—u"gx[T/Q,I{I + 0, cuan-

do m > ®, para todo r > T/2. Denotemos con ¢ a una funcidn
suave tal que ®(T/2) = 0, ®(t) = 1 para t > T. Sea n>m 2 1
ya que ¢(zn—zm) = 0 en BQX[T/Q,w)lJQX{T/Q}, por un resulta-
do conocido (ver [3] pag. 65, Teoremas 6 y 7), para todo

r > T/2 existe una constante du — du(r) independiente de m
y n que cumple

ox[T/2, ox[1/2,
s s M

Ya que

HL(@(zn_Zm)mgx [1/2,r] o (Zn_zm)”gx[T/Q,r]

ax[1/2,
< az -z | T1/2:7)

se tiene que:

QX[T,P]
Iz -2 |

Gx[1/2,r] fx[1/2,r]
n ot2 <:dudsllzn_zm"(x

SHQ(%{me2+a

: . . 210, =
Lo anterior implica que {zn}w converge a u en C K&QX[T,r]),
para cualquier r > T. Esto quiere decir que u es de clase
C2+a en QX[T,r], parar > T, y para xe Q y t > T, se tie-
ne entonces u(x,t+T) = 1lim zm(x,t+T) = ddm zm+1(x,t) =
u(x,t);ademas para x €3 y t > T, u(x,t) = limz_(x,t) =0;y
existe una Ginica extensidn de u a R, que es T-periddica

en t. Si denotamos esta extensidn otra vez con u, entonces

ueby L[u] = f. Retornando a la desigualdad (11) tenemos
que

25 54 " Qx[1/2,2T]
ol g = timle 13477« anlz |5
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La unicidad es consecuencia inmediata del principio
maximo. Por lo tanto, el operador L:E > F es uno a uno y
sobre. Por el teorema de la funcidn abierta, L_1 es conti-
nua; en consecuencia, existe una constante Rl que satisface

la desigualdad (a). A

Demosthacion del Lema 3.3. Usando las hipdtesis so-
bre la funcidn g y las relaciones comunes existentes entre
el operador L y su adjunto L", es facil demostrar que para
o dado, existe ry >0 tal que si ueE, f eF, ”f"m < o

y L[u] = g(**,u)+f entonces "u"oo <r Si-f e Fy ukeLl,

1
"f"w el e ) L[U] = g(+,+,u)+f, entonces

Ll 1, < Fhulull, < Ryllaceoeowl, + lel)

< iz[ksnuﬂm + §up|g(x,t,0)| + "fﬂw]
QXR

S k2|k3r1+r01-52§|g(x,t,0)I] =R(x ). A

Las demostraciones de los lemas 3.4, 3.6 y 3.7 son

inmediatas.

Demostracién del Lema 3.5. Tomemos t, <ty < a(fl),

4
(t1 fijo). Por (5), existe una funcidn u €E tal que
L[ﬁ] = g(e,*,u) + t1¢ + f1 en QAR. Como ¢ > 0 en XR, se

tiene
U -~ e o 4 > e o 1
L[u] gle,ou) + t1¢+f1 g(e, ,u)+to¢+f1 en OXR.

S r =m & i PR, .
ea r, Siﬁ(f1+t0¢)' Para f k2+(r1 1), por (9), existe

una funcidn ue E tal que
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Llu] = (A =k u-k, +(ry-1) s g+, 2, u)+(r -1) < gle o W+t _¢+f,
en QXR. Puesto que

L[W] > gle=,w+t _¢+£, > (A -k, )ur(?,-1)-k, en R,
tenemos:

L[ﬁ—g] - (Al—kl)(ﬁ—y) en OXR (12

Hagamos z = u-u y h = L[z]—(kl—kl)z en V. Como L[u]
(Al—kl)z+h y h > 0 en R, por (9) tenemos que 0<z=u
en QXR. A

Demosthacién del Lema 3.8. La demostracidn de (i)
es consecuencia directa de las definiciones de G y ﬁto' Pa-
ra demostrar (ii), supongamos que V By v 3 ﬁto(v) y u'eE

cE. Por el Lema 3.5 tenemos que:
M[u-u] > d1u+g(*,°,u)+to¢+f1-(g(°,°,v)+to¢+f1)
= g(e,*,u)-g(*,*,v) >0 en QXR.

De esta desigualdad y del principio del maximo para las ecua-
ciones parabdlicas, se deduce que u-u > 0 en VR y -ﬁ(u u) <0
en WXR. Usando este mismo argumento podemos probar que
du/9n < 89/3; en IXR. Ya que "uﬂl 3 "ﬁt (v)"1+B <R
(ver Lema 3.7), tenemos que u = Ht (v) € G, para todo v e'E.
Tomemos ¢ « G, (¢ fijo) y con51deremos la homotopia compac-
ta H,(v) = Ag_(v)+(1-\)$, 0 € A € 1, para todo v <E. Ya
que Hto(v) € Gy G es un conjunto convexo, se sigue que

ﬁx(v) € G, para cada v € E y 0 < A £ 1. Por la propiedad de
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i/
] Bigd: ey

invariabilidad de las homotépiaswen'lé“téoria del grado,

obtenemos: dg(I—ﬁO ,G,0) = dg(I-H,,G,0). Como ﬁto = H

7y N y 1, T 13 HO
es constante en E (Hy = ¢), se tiene que 1 = dg(I—HO,G,O)
= dg(I-Hl,G,O). Puesto que HtolG = HtolG’ se sigue que

1= dg(I-ﬁo,G,O) dg(I-H:/6,0) = dg(l—ﬁto,e,o)

19
dg(I-Hy _,G,0).

Para demostrar (iii) seleccionemos un numero real tl tal

y a(fl) ¥ by P |to|. Para r; > ||f1||°° + tlid)"°° >

"f1+t1¢nw, por el Lema 3.3 existe R(rg) > 0 tal que si feF,

que t

"f"m <ryy Llu|] = g(*,*,u)+f en QXR, entonces
Il g < RCry)- (13)

S t e [to,tl] y Ht(u) = u, ue E, entonces L[u] =
g(',',u)+f1+t¢ en XR vy

h£ 4ol < BE b+ [elloll, < DEl+ tqllol,, <

Por esta desigualdad y por (3) tenemos que “u"1 8 < R(r 3£

max{R(rs), R+1} = R . Por tanto, si |l * Ry me E vy

148
¢ c:[to,tl] entonces u # Ht(u)' La invariabilidad de las ho-

motopias en la teoria del grado nos dice ahora que

dg(I-Ht_,Br ,0) = dg(I-Ht,,Br ,0). (14)

Como tl > a(f ), el problema periddico de Dirichlet {u etk
y L[u] = ,u)+f +t ¢ en OXR} no tiene solucidn en virtud
de (5), por consiguiente (I- Htl)(v) # 0 para cualquier inE

lo cual es equivalente a decir que:

dg(I—Htl,BRO,O) e 0. (15)
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De (14) y (15) deducimos finalmente que 0 = dg(I—Htl,BRO,O)

= dg(I—HtO,BRO,O). A
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