
R~v~ta Colomb~a~a d~ Mat~atie~
Vol. XIX (19851, pag~. 251-267

COHOMOLOGIA LOCAL DE LAS EXTENSIONES
CICLICAS DE GRADO PRIMO

po r

Marco Fidel SUAREZ R.

RESU,MEN. Se utiliza un teorema de Loca.Li.zacibn
de cohomologla para demostrar un teorema de Hideo Yo-
koisobre cohomologla de extensiones clclicas de gra-
do primo de cuerpos numericos. Para ello, se reduce
el teorema al caso local y se calc ulan expllcitamen-
te los grupos de cohomologla de dimension 0 y -1,
mostrando que son isomorfos.

ABSTRACT. In this paper we use a theorem of lo-
calization of cohomology to prove a theorem of Hideo
Yokoi on the cohomology of a cyclic extension of num-
ber fields of primer degree. We reduce this theorem
to the local case and compute explicity the cohomolo-
gy groups of dimensions 0 and -1, observing that they
are isomorphic.

§1. Introduccion. Sean K y L cuerpos numer-Lcos , L exten-
sion finita de K con grupo de Galois G, A Y B los respecti-
vos anillos de enteros de K y L. En [6] H. Yokoi considero
a B como Z. [G] modulo y en particular demostro
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TEOREMA 1. Si K 1j L I.IOn ext.ens iones noJm1a1.e.-6de.
m 1j L/K es c.1cUc.a de. gJta.do pJUmo p ,e.ntone.e.-6 todas ros gJtu-
pO.6 de. e.ohomolog~a de. B e.on ~e.-6pe.e.to a L/K .6on i.6omo~nO.6
e.~e. .6~; e.n otJta..6 palab~a.6 HieG,B) = HjeG,B), p~ e.ual-
qiu er: p~ de. ent.enas i tj j (v~ [4] J •

En el presente articulo demostraremos este result a-
do utilizando el siguiente teorema de localizacion e [3]).

TEO REMA 2. Si <l> es un cc n j unto de. ide.ale.-6 pJU-
mo.6 de. L que. e.ontie.ne.n e.xactame.nte. un divi.6o~ q de. e.ada
ide.al pJUmo P de. K, e.ntone.e.-6 p~ e.ualquie.~ e.nt~o i

A

donde. B es e1. arUUo de. enreno» de. la e.omple.tae.i6n q-a.die.a
A q
L de. LtjG es e.l g~upo de. de.6e.omp0.6ie.i6n de. q e.n L/K.

q q

En la situacion particular del Teorema 1, tenemos
el siguiente corolario del Teorema 2.

COROLARIO. Si K 1j L .6on e.xte.YlJ.Jione..6 noJum1.e..6 de.
m y L/K e.-6 c.1c.lie.a de. g~do pJUmo p, e.ntone.e.-6 HieG,B) ~
Hie G ,13 ) p~ todo enteso i donde. q e.-6 un ideal pJUmo e.n

q q
L que. divide. a p.

Ve.mo.6tJta.c.i6n. Si P es cualquier ideal primo en K y

P n z ~ p, sea q un ideal primo de L que divide a P; la ca-
racteristica del cuerpo resid~al Kp' siendo distinta de p,
no divide el indice de ramificaci6n de q sobre P; por 10
tanto, la extension local L /Kp es suavemente ramificada. q
ever [1] I,§5 pag.21) y ElCG ,B ) = 0 para todo entero i

q q
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([3J ,Cor.1). El result ado del Corolario es entonces conse-
cuencia del Teorema 2. i

OBSERVACIONES. Consideramos pertinentes las siguien-
tes observaciones:
(i) El corolario anterior reduce el Teorema 1 al caso de

extensiones locales.
(ii) Como G es un grupo ciclico, sabemos ([4J, 3-2-1) que pa-

ra todo entero i y todo G-modulo B

Segun estas observaciones podemos simplificar el
Teorema 1 en la forma siguiente:

TEOREMA 3. Si K e.6 W1.a erteVl-6ion nofUrla.1 de (Q ,p
L/K es una erteVl-6ion ci-cLlc.a de g!W.do p, A (fte!.lP.B) e!.l e..i
avU1..to de entexos de K (fte!.l p. L) lj G e..i gJUlpO de Ga.1oi.6 de

a -1L/K, entanc.e!.l H (G,B) ~ H (G,B).

Observemos que en caso de que L/K sea suavemente ra-
mificada el resultado es trivial pues todo grupo de cohomo-
logia es O. Par 10 tanto podemos suponer que L/K es tatal-
mente ftamL6ic.ada lj 6u.eJdemente ftami Qic. ada.

§2. C.)1cuJo de los grupos de cohomologTa HO(G,B) 1.
- 1 .H (G,B). A continuacion,procederemos a calcular

los dos grupos de cohomologla anteriores mediante algunos
lemas auxiliares.
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LEMA 1. En lCU:Jmi6mM c.oncUuone.6 del TeoJLema 3,

el c.onjunto SB de lCU:J;tJwzCU:Jde lO-6 elemento-6 de B, C.Ol1-6ti-
tuue. un ideal ent.eno de K, el c.ual cUvide a V, "el cU6eJLen-
t.e" de fa exten-6ion ([1J, 1,§4,pag.16).

-1Oem0-6Vtauon. Sea a = SB; afirmamos que a =
-1 -1o n K. En efecto, a e: a Sl y solo si a e: K y para todo

b e: B, as(b) e: A, si Y solo si a e: K y SCab) e: A para todo
-1

b e: B, si y solo si a e: K y a e: 0 . De 10 anterior conclul-
-1 -1 Imos que a Be 0 y 0 c OlB, es decir a O••

LEMA 2. sz r = vK(Ol), v = "r. (0) donde. vK tj vL
-6on lM valuauone.6 de K tj L JLe.6pec.uvamente, entonc.e.6
v = rett, 0 ~ t < e (e es el .{.ncUc.e de JLamiMc.auon de la

extel1-6ion L/K), es deuJL, [vie] = r ([ ] es la 6unc.ion paJL-

te entena) .

Vemo-6t!Lauon. Segun el Lema 1, v ~ reo Si fuera

(r+1)e ~ v entonces tendrlamos 0 c pr+1B (P el ideal maximal

d ) d 1 V C (1"+1)e ( .d . d )eKe 0 cual q q el l el maxlmal e L ; pe-
-(r+l)e c V-1 .. Aro entonces q , 10 cual lmpllcarla

-(r+l) -(r+1)e
Por otra parte, P c q n K y en consecuencia
-(r+l) -1 -rP c Ol = P , 10 cual es absurdo. •

En las mismas condiciones del Teorema 3, si 0 es un

generadordel grupo G, definimos el nUme!Lo de ~6ic.ac.i6n
de L/K por N(O) = "r, (O;1)'lT = iCo)-l (iCo) definido en [2J,

IV,§1) donde 'IT es un elemento primo en L. Es facil ver que

N(o) no depende del primo 'IT.

PROPOS rc ION. En lM c.onMUOne.6 del T eoJLema. 3,
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i(OV) = i(o) ~~ todo v tal que 1 < v ~ p-1.
Vemo.6~u6Vl.. Siendo L/K fuertemente ramificada, en-

tonces iCo) > 1 ([5], 3-6-8) e inductivamente puede demos-
trarse que, para 1 < V ~ p-1,

V [ v-1 v-2 ]vL(O -1)1T = vL (0-1)(0 +0 + ...+0+1) 1T

LEMA 3. sz s = N(o) - [N(O)/p] tj n = [K:{Q J, eVl.-
p

to nces

°H (G,B) ~ fJj/~ Gl ... Gl~/~ (ns/ek veces)

dcnde. e
K

es e.1.. iVl.Mc.e de JW.m.i.Mc.auoVl.de p en K.
p-1 V

Vemo.6~u6Vl.. Tenemos v = vL(V) = I i(o) =V=l
(p-1)(N(0)+1) ([2J ,Prop.4, IV,§l). Sea N(O) = pm+t, 0 ~ t
< p; si tomamos r = p-(t+1), entonces tambien 0 ~ r < p, Y
sustituyendo en la formula para v tendremos

v = (p-1)(pm+t+1) = p((p-1)m+t)+r

= p(N(o)-m)+r = p(N(O)-[N(O)/pJ )+r = ps+r.

De acuerdo con el Lema 2 y la suposicion de que L/K es una
extension totalmente ramificada (e = p) concluimos que SB =

pS• Por otra parte, HO(G,B) ~ A/SB ([4J, 1-5-6); luego
HO(G,B) ~ A/ps, de donde

pues n/ek = [R:~ 1 (grado residual); puesto que p = #G
anula HO(G,B) (14J, 3-1-6), se tiene el resultado del Lema
3. •
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Ahara construiremos una base para B sabre A.

LEMA 4. Pa!W. c.ada j, 1 ~ j ~ p-1 e..wte.. x , e:: B :ta.1.
J

que.. vL(xj) = j y vL(a-1)xj = j+N(a).
'_1V~o~thac.i6n. Si n es un elemento primo en L, sea

x . = n al(n) para 1 ~ j ~ p-1, es claro que vL (x.) = j.
J i=O. J .

Ademas, ax./x. = aJn/n implica que (a-1)x./x. = (aJ-1)n/n.J J . J J
Ahara bien, vL(aJ-1)n/n = N(a) (segun la proposicion). Par

(a-Ux'
10 tanto "r. J = N(a), y entoncesx.

J

vL(a-1)xj = vL(xj)+N(a) = j+N(a). •

LEMA 5. u. c.onjunto {1 = x ,x1""'x 1}' c.o~;tL-a p-
tuue. una bM e paJta B ~ 0 bJte.. A.

Ve..mo~thac.i6n. Los elementos del anterior conjunto
son representantes de todas las distintas coclases de
VL(K~':)en vL(L~':)([5], cap.I, 6); ad ernas siendo L/K total-
mente ramificada [E:R] = 1, entonces dicho conjunto es li-
nealmente independiente sabre A ([5], 1-6-3).

Si n es un primo fijo en B, afirmamos que B = A+nB.
En efecto, si a cL: B entonces a = a1" I, donde a1 e:: K es la
coclase de cierto a

1
e:: A, yay 1 son las coclases respec-

tivas de a y 1 en L. Entonces

a = a + no. , can a e:: B.
1 0 a

2 p-1Puesto que nB = a(n)B = a (n)B= ...=a (n)B tendremos

B = A+n(A+nB) = A+n(A+a(n)B)

--A+TIA+TIo(n)B = xoA+x1A+x2B =

= xoA+x1A+x2A+ ...+xp_1A+nPB.
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·-.~,,--,~-,--~,----,--~,----,~,
En otras palabras, para todo a E B.

p-1
a = I c.x.+TIPb, para algunos b E B, c. E A;

j=O J J J

pero TIPB = TIB siendo TI un primo en A; entonces
a ' a

p-1 (0)
a = I a. X.+TI a1;

j =0 J J a

asl mismo
p-1 (1)

= L a. X.+TI a2.
j =0 J J 0

Obtenemos entonces una sucesion a1,a2, ... , en B tal que
p-1 (n) ( )

a = L a. x , +TI a 1; ademas , para j fijo, {a.n } es una
n j =0 J J a n+ ]

suceslon en A.
00

(n)puesto que a. E A,
]

E A. Por la cons-

'i' a_(.n).,.,n ;Consideremos la serie L "
=0 j a

esta serie converge ([5J ,1-7) gacia un a.
J

truccion de la sucesion a1,a2, ... , tenemos

n-1 p-1 (k) k n
ex = I(La. x.)TI + TI

k=O j=O J J 0 a
ex ,

n
para todo n E IN,

y haciendo tender n a infinito obtenemos a

como querlamos demostrar.

p-1
= L a .x.,

j =0 J ]
tal

LEMA 6. U c.ol1jun:to {Y1,Y2, ... ,Yp-1} donde paJu1

t.odo j, 1 ~ j ~ p-1, y. = (o-l)x., es ul1a ba6e de (o-l)B
] J

.6obJte A.

Vemo.6tJtac.i611. Segun el lema anterior basta demos-
trar su
p-1L a.y.
j =1 J J
suponer

independencia lineal. Supongamos qu~ tenemos
= 0, donde los a. E A no son todos cera. Podemos

J
que par 10 menos un a. es una unidad de A. Sea J'

J 0
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el menor subindice tal que ajo es una unidad, entonces
vL(ajoYjo) = jo+N(O); pero

a· y' = - L a.y.Jo Jo '.J.. J JJt"Ja

y para j < j ,
a

vL(a.y.)
J J

para j >

= j+N(o)+vL(aj) = j+pvK(aj)+N(O)
j , vL(a.y.) ~ j+N(O) > j +N(O);

a J J a

>,.. j +N(O);
a

par 10 tan-t amb i en

to
v (aJ.YJ· ) >,.. min {vL(a.y.)} > j +N(O),L a a ..J.' JJ aJt"Ja

10 cual es una contradiccion. •

-1Observemos que H (G ,B) '"BS/(O-1)B <[4J, 3-2-1);
en consecuencia,a fin de calcular este grupo de cohomologia
debemos estudiar ahara BS' el cual consiste de los elemen-
tos de B cuya traza es cera. Debemos tener en cuenta ademas
que B

S
= B n (o-1)L. En sf ect o , BS c B n LS' pero LS = (O-l)L,
-1 + [ Jporque H (G,L) = 0 (4 ,3-1-4).

LEMA 7. Et c.oniunt» { ./7T(j)}~-l donde 7T e/.) unyJ a J=1 a
pJUmo en A 1j (j) = [j+N(O)/p] <[] nunuon oard:« eYLteJta) e.s
una ba..6e de BS .6Oblte A.

Ve.mo -6t!tauo n. Observemos en primer lugar que para
1 ~ j ~ p-1,

Dado a E BS' de acuerdo can observaciones anteriores
p-l

a = L q.y., donde los q. E K.
j=l J J J

258



tos entre si, y puesto que vL(O) ~ 0, para todo 1 ~ j ~ p-l,
entonces vL(q.y.) ~ 0; es decir,

J J

de donde
( ) >. _ j+N(O)vK qj / P •

Si para cada 1 ~ j ~ p, escribirnos

q. = b. /-rr ( j ) b
II con. e::: KJ J 0 J

entonces

(b ) = ( ) (.) > [j+N(O)] _ j+N(O) .vK· vKq·+J / ,
J 3 P P

de aqui se concluye que para 1 ~ j ~ p-l, vK(bj) ~ 0; en
otras palabras,

a = , can los b. e::: A.
J

PROPOSICION.
(ve/l. Lema. 3).

pv1[j+N(O)J -_ [N(O) 1L N(o) - -- = s
j=l P P

Vemo~~c~6n. Supongarnos en primer lugar que
pIN(O), entonces

( p-1) N ( a ) = s .
p

Si par el contrario, p{N(O), sea N(O) = prn+t, 0 < t < p;
entonces

p-1L [j+N(O)]
j=l p
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= (p-t-1)m+ t Cm--L) = N(a)-m = N(a) - N(a) = s.
p

LEMA 8. H-1(G,B) '" ~/PZ: $ ... $ ~/p~ (ns/ek ve.-
ces ) .

Vemo-6tMc.i6 Yl..

-1 ~ BsH (G,B) - (a-1)B
p-1 p-1

'" ($ Ay./n(j»/( $ Ay.)
1 J 0 . 1 Jp- J-

p-1 Ay./n(j)
$ J 0 '"

j=1 AYj

Por otra parte,
g:}

= II Ord( (~) )
j=1 rr J A

o

p-1 ))(j) TI= JT (NK/ {Q (n = pn(j)/ek
0

J =1 P j=1
p-1-E...I (j) ns/ek= pekj=1 = P

-1Y el hecho de que p anula H (G,B) completa la demostracion
del LernaB. A
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