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COHOMOLOGIA LOCAL DE LAS EXTENSIONES
CICLICAS DE GRADO PRIMO

por

Marco Fidel SUAREZ R.

RESUMEN. Se utiliza un teorema de localizacidn
de cohomologia para demostrar un teorema de Hideo Yo-
koi sobre cohomologia de extensiones ciclicas de gra-
do primo de cuerpos numéricos. Para ello, se reduce
el teorema al caso local y se calculan explicitamen-
te los grupos de cohomologia de dimensidn 0 y -1,
mostrando que son isomorfos.

ABSTRACT. In this paper we use a theorem of lo-
calization of cohomology to prove a theorem of Hideo
Yokoi on the cohomology of a cyclic extension of num-
ber fields of primer degree. We reduce this theorem
to the local case and compute explicity the cohomolo-
gy groups of dimensions 0 and -1, observing that they
are isomorphic.

§1. Introduccién. Sean K y L cuerpos numéricos, L exten-

sion finita de K con grupo de Galois G, Ay B los respecti-
vos anillos de enteros de K y L. En [6] H. Yokoi considerd

a B como Z[G] modulo y en particular demostrd
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TEOREMA 1. S{ K y L son extensiones normales de
Dy L/K es clclica de grado primo psentonces todos Los ghu-
pos de cohomologia de B con respecto a L/K son Lsomonfos
entrne 84; en othas palabras Hi(G,B) = Hj(G,B), para cual-
quien par de enteros iy j (ver [u]).

En el presente articulo demostraremos este resulta-

do utilizando el siguiente teorema de localizacidn ([3]).

TEOREMA 2. S{ & es un conjunto de Ldeales phi-
mos de L que contienen exactamente un divison q de cada
Ldeal prnimo P de K, entonces para cualquier entero i

H'(G,B) ~® H'(G ,B ) (q =9)
q" q

donde ﬁqe/s el anillo de enteros de La completacibn q-ddica
ﬁq de L y Gq es el grupo de descomposicibn de q en L/K.
En la situacidn particular del Teorema 1, tenemos

el siguiente corolario del Teorema 2.

COROLARIO. S{ K y L son extensiones nomumales de
0 y L/K es ciclica de grado primo p, entonces Hi(G,B) =
Hi(Gq,ﬁq) para todo entero i donde q es un Ldeal primo en
L que divide a p.

Demostrhacibn. Si P es cualquier ideal primo en K y
Pn2Z#p, sea q un ideal primo de L que divide a P; la ca-
racteristica del cuerpo residval RP’ siendo distinta de p,
no divide el indice de ramificacién de q sobre P; por lo
tanto, la extensidn local.Lq/KP es suavemente ramificada

(ver [1] 1,85 pag.21) y Hl(Gq,gq) = 0 para todo entero i
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([3],Cor.1). El resultado del Corolario es entonces conse-

cuencia del Teorema 2. A

OBSERVACIONES. Consideramos pertinentes las siguien-
tes observaciones:
(i) E1 corolario anterior reduce el Teorema 1 al caso de
extensiones locales.
(ii) Como G es un grupo ciclico, sabemos ([ML 3-2-1) que pa-

ra todo entero i y todo G-mddulo B

ut(e,B) = H *%(e,B).

Segln estas observaciones podemos simplificar el

Teorema 1 en la forma siguiente:

TEOREMA 3. S{ K es una extensiln nowmal de iDP,
L/K es una extensidn ciclica de grado p, A (nespB) es el
anillo de enteros de K (resp.L) y G el grwupo de Galodis de
L/K, entonces HO(G,B) = H™1(G,B).

Observemos que en caso de que L/K sea suavemente ra-
mificada el resultado es trivial pues todo grupo de cohomo-
logia es 0. Por lo tanto podemos suponer que L/K es fotal-
mente ramificada y fuertemente ramificada.

§2. Calculo de los grupos de cohomologfa H°(G,B) y

-1 - .o
H (G,B). A continuacidn, procederemos a calcular
los dos grupos de cohomologia anteriores mediante algunos

lemas auxiliares.



LEMA 1. En Las mismas condiciones del Teorema 3,
el conjunto SB de Las trazas de Los elementos de B, consti-
tuye un Lideal entero de K, el cuak divide a D, "el diferen-
te" de La extensibn ([1], 1,§4,pag.16).

Demosthacidn. Sea O = SB; afirmamos que a?l-

D-1 NK. En efecto, a e:C)Z_1 si y sdlo si a € K y para todo
b €3B, aS(b) € A, si y sdlo si a € Ky S(ab) A para todo
beB, siysdblosiaeKyaec D_l. De lo anterior conclui-

mos que alsc p? y D < OB, es decir CL|D. A

LEMA 2. Sir = v (A), v = v, (D) donde vie ¥ vy,
son Las valuaciones de K y L respectivamente, entonces
v = rett, 0 £ t < e (e es el indice de ramificacibn de fa
extensibn L/K), es decin, [v/e] = v ([ ] es La funcibn par-
te entena).

Demostrhacibn. Segin el Lema 1, v > re. Si fuera
(r+1)e < v entonces tendriamos D CZPP+1B (P el ideal maximal

(r+1)e

de K) de lo cual D =g (q el idel maximal de L); pe-

ro entonces q—(r+1)e = D_l, lo cual implicaria

q—(r+1)en - D

-(r+1) -(r+l)e
g

Por otra parte, P N K y en consecuencia

P—(r+1) SHETE s P, 1o cual es absurdo. A

En las mismas condiciones del Teorema 3, si O es un
seneradordel grupo G, definimos el nimero de ramd ficacibn
de L/K por N(o) = VLLQ%EZE= i(o)-1 (i(o) definido en [2],
1V,§1) donde T es un elemento primo en L. Es facil ver que

N(c) no depende del primo .

PROPOSICION. En Las condiciones del Teorema 3,
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i(o¥) = i(o) para todo v tal que 1 < v £ p-1.
Demostrhacddn. Siendo L/K fuertemente ramificada, en-
tonces i(0) > 1 ([5], 3-6-8) e inductivamente puede demos-

trarse que, para 1 < v £ p-1,

vL(Ov—l)ﬂ vL[(0—1)(ov_1+ov—2+".+o+1)]n

VL(O-l)ﬂ. A

LEMA 3. S{ s = N(o) - [N(0)/p] y n = [K:mp], en-
Lonces

H°(G,B) *%Z/(Z ® ... ® Z/pZ (ns/ek veces)

donde e e el Indice de namificacibn de p e? K.
Demosthacibn. Tenemos v = vL(D) = pz i(aV) =

(p-1)(N()+1)  ([2],Prop.4, IV,§1). Sea N(G) = pmrt, O < t

< p; si tomamos r = p-(t+1), entonces también 0 £ r < p, ¥y

sustituyendo en la formula para v tendremos

<
"

(p-1) (pm+t+1) = p((p-1)m+t)+r

p(N(g)-m)+r = p(N(O)-[N(O)/p])+r = ps+r.

De acuerdo con el Lema 2 y la suposicidn de que L/K es una
extensidn totalmente ramificada (e = p) concluimos que SB =
P°. Por otra parte, HO(G,B) ~ A/SB ([4],1—5—6); luego
HO(G,B) = A/P°, de donde

. - ” 8y = S = phs/ex
#1°(G,B) = card(A/P°) M, QP(P ) (NK mp(P)) p

/ /

pues n/ek = [R:@ ] (grado residual); puesto que p = #G
anula HO(G,B) ( 4],3—1-6), se tiene el resultado del Lema
KPRl |
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Ahora construiremos una base para B sobre A.

LEMA 4. Paww cada j, 1< € p-1 exéste x, B fak

que VL(Xj) =jy vL(o—l)xj = j+N(0).

._1Dgﬂnbtnacién. Si m es un elemento primo en L, sea
X, = ]| ot (m) para 1 < j € p-1, es claro que VL(Xj) = ik
Ademééf)ox./x. =.Ojﬂ/ﬂ implica que (O—l)xj/xj = (oj—l)n/ﬂ.
Ahora bien, VL(O]—I)N/W = N(o) (segln la proposicidn). Por
lo tanto v £g%%l§i = N(o), y entonces

J

VL(O-i)xj = VL(xj)+N(o) = §+N(o). A

LEMA 5. E£ conjunto {1 = x
tuye una base para B sobre A.

o’xl""’xp—l}’ ConsTL-

Demosthacién. Los elementos del anterior conjunto
son representantes de todas las distintas coclases de
vL(K*) en VL(L*) ([5], cap.I, 6); ademas siendo L/K total-
mente ramificada [E:R] Z 1, entonces dicho conjunto es li-
nealmente independiente sobre A ([5], 1-6-3).

Si m es un primo fijo en B, afirmamos que B = A+7B.
En efecto, si o « B entonces o= él'i, donde 51 e K es la
coclase de cierto a e A, y oy 1 son las coclases respec-
tivas de a y 1 en L. Entonces

o0 =4d; 4+ T ,con 0 e-B.
1 o o}

Puesto que mB = o(m)B = 02(ﬂ)B=...:0p—1(ﬂ)B tendremos

A+m(A+TB) = A+m(A+0(mW)B)

(s e}
"

A+mA+To(TM)B = x A+x A+x.B =.
) 1 2

Py,

1

XOA+X1A+x2A+...+xp_1A+ﬂ
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En otras palabras, para todo o « B.

p-1
a = Z c.xj+ﬂpb, para algunos b « B, cj e A
=0

pero 7PB = nOB, siendo T, un primo en A; entonces

p-1 (
o) (o)
= Za. x.+1TOa1; alc B, aj ,S & A
as1l mismo
p-1
a, = Z a(l)x.+ﬂ o,
. o 2
=4

Obtenemos entonces una sucesidn 0y s0yse

T el 3 . (n)
%n * ~Zoaj xj-fnoan+1; ademas, para j fijo, {aj } es una

., en B tal que

suces1don en A. 2

Consideremos la serie 2 agn)ﬂg ; puesto que agn)e:A,

-0
esta serie converge ([5],1-7) Hagia un aj e A. Por la cons-

truccidn de la sucesidn Oy sQyseees tenemos
n-1 p-1
R I o agk)x.)ﬂki-ﬂn o, para todo ne N,
k=0 =0 - AT N Ty
p-1

y haciendo tender n a infinito obtenemos o = tal

EL30.
jzoj]
como queriamos demostrar.

LEMA 6. EL conjunto {yl,yQ,...,yp_l} donde para
Lodo 3, 1 s/ jcgip=ly ¥ia® (c—l)xj, es una base de (0-1)B
sobre A.

Demostracibn. Segin el lema anterior basta demos-
trar su independencia lineal. Supongamos que tenemos

.Z a.yj = 0, donde los a.j e A no son todos cero. Podemos

suponer que por lo menos un aj es una unidad de A. Sea jo
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el menor subindice tal que aj, ©8 una unidad, entonces
VL(ajoyjo) = ]O+N(O); pero

Hdo © _.Z. ajyj

¥,

y para j <3,

= ' " + +N(O +N(O

VL(ajyj) j+N(O)+VL(aj) Jrpvy (a )+N(o) > > 3 (o)

también para j > Jj , VL(ajyj) > j+N(O) > ]O+N(O), por lo tan-

to
. . > > +N(O
vL(aJ y] ) ?1? {V (ajyj)} ] ( )y

lo cual es una contradiccidn. A

Observemos que H_l(G,B) = Bg/(0-1)B ([H],3—2—1);
en consecuencia,a fin de calcular este grupo de cohomologia
debemos estudiar ahora BS’ el cual consiste de los elemen-
tos de B cuya traza es cero. Debemos tener en cuenta ademés
que By = B N (o-1)L. En efecto, Bg c:B[]LS, pero Lg = (o-1)L,
porque H2(a,Lt) = 0 ([u],3-1-4).

LEMA 7. EL conjunto {y. /n(j)}s 1 donde T, es un
primo en Ay (3) = [§+N(0)/p] [ ] funcién parte entena) es
una base de Bg sobre A.

Demostrhacién. Observemos en primer lugar que para

1 <3< p-1,

v (y /ﬁ(l)) = j+N(0)—p[lig£92J >1 0%
Dado a BS’ de acuerdo con observaciones anteriores
p-1
z q y , donde los q. € K.
EER .

Los numeros enteros VL(qu7) = va(qj)+j+N(0) son distin-
J

258



tos entre si, y puesto que VL(O) > 0, para todo 1 £ j £ p-1,

entonces VL(qjyj) > 0; es decir,

va(qj) > -j-N(0),

de donde
_ j+N(o)
VK(qj) > -Gk

Si para cada 1 € j < p, escribimos

(3)

q. = b./m con b, e K
3 Ja O J

entonces

[j+N(O)] _ j+N(0)
P

VK(bj) = vK(qj)+(j) > -

de aqui se concluye que para 1 € j < p-1, VK(bj) > 03 en

otras palabras,

Bel=t o
o = Z b‘E—T;T" con los b, e A. A
j21 3M03 ]
Pl san(a) N(o)
PROPOSICION. ) P—B-—J = N(o) - [ s Jo= 8
j=1

(ven Lema 3).
Demosthacdén. Supongamos en primer lugar que

plN(O), entonces

Si por el contrario, per(o), sea N(o) = pm+t, 0 < t < p;

entonces
p-1 . p-(t+1) p-1 .
N N N
T (e ey, Ty e
j=1 =1 j=p-t
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N(o) _

= (p-t-1)m+ t(m+l) = N(o)-m = N(o) - s.

P
LEMA 8.HAK&B)=Z@Z@...®Zhﬁ(nw%<u&
ces)
Demosthacibn.
-1 : p-1
g i Bat % (i)
B 7(G,B) = 5235 = (® Ays/m, )/( @ ij)

p-1 j-1

p—l Ay'/ﬂ(j) p_l

A
o Yilo = @ —ry—
j=1 A5 471 nOJ)A

R

Por otra parte,

el p-1 "
j=1 noj A j=1 p

p-1 3 .
M g [ SO %1- n(j)/ey
= [T(N (m_)) = P
j=1 K/Qp (o] j"—'l
rlpil
st L5)
" pekj=l - pns/ek

y el hecho de que p anula H_l(G,B) completa la demostracidn

del Lema 8. A

-
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