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EXISTENCIA DE SOLUCIONES DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Myriam Mufioz de 0zak

ABSTRACT. In classic theorems, when we have a
stochastic differential equation of the form dX =
f(t Xt)dt + G(t,X )dwt, xt =€, t, <t T<o»™,
where Wy is a Wlener ProceSs and g is a random var—
iable independent of Wt wt for t 2 to, in order to
have existence and unlqueness of solutions it is
supposed the existence of a constant K such that:
(Lipschitz condition) for all t « [to,T] X,y EHRd

| £(t,x)-£(t,y) ] + |6(t,x)-6(t,y) | € K|x-y]|.
Andifor all t « Ito,TI and erRd,
| £(t,x) | 2+]6(t,x) | % < K2(1+|x]2).

In this article we prove an existence theorem under
weaker hypothesis: we require only that f and G be
continuous in the second variable and the existence
of a function m « L2 [t,,T] such that

|£(t,x)|+|6(t,x)]| < m(t)

for all t = [té,T] and x CIRd.

Introduccidén. Clasicamente cuando se tiene una ecuacidn

diferencial estocdstica de la forma
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dx)C = f(t,Xt)dt + G(t,Xt)th, X'Co g ty £t €T <™,

donde Wt es un proceso de Wiener y &£ una variable aleatoria

independiente de Wt—wto para t > to, en orden a demostrar

la existencia y unicidad de soluciones se supone la existen-
cia de una constante K tal que: a) (Condicidn de Lipschitz)

para toda t € [tO,T] , X c]Rd, y e:]Rd,

| £(t,x)-f(t,y)| + |a(t,x)-6(t,y)| <€ K|x-y].
b) Para toda t &« [tO,T] y x €R,
lf(t,x)l2 B ]G(t,x)l2 < K2(1+[x|2).

Véase, por ejemplo Arnold [1]. En este articulo probamos un
teorema de existencia debilitando las hipGtesis: sblo nece-
sitamos que f y G sean continuas en la segunda variable y

: - 2
exista una funcidn m €L [tO,T] tal que

|£(t,30 | + [6(t,0] € m(t), Ve e [t_,1], ¥x e B

Aunque estas hipdtesis son mds débiles en el senti-
do de que no se pone limite al crecimiento de f y G respec-
to a la variable t, son mas fuertes en el sentido de que li-
mitan el crecimiento de las funciones respecto a la varia-
ble x, excluyendo por ejemplo las funciones lineales en X.

En la literatura existen teoremas similares, por
ejemplo Teorema 5.2 en[H.J. Keisler, An infinitesimal ap-
proach to stochastic analysis, Memoirs of the A.M.S., 1984],
demostrado por métodos no estandar para un espacio § =

perfinito, P es la probabilidad de Loeb y At una filtracidn

.
, en donde  es un espacio de muestreo hi-

arbitraria.
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La existencia de solucidn en nuestro articulo, en
cambio, depende fuertemente de la filtracidn especifica que
se toma en el teorema, es decir la generada por el proceso
de Wiener con respecto al cual se integra.

Aparentemente, de los resultados de Barlow en[Dne
diemsional stochastic differential equations with no strong
so0lution, Proc. London Math. Society, 198ﬂ, si se toma una
filtracidn arbitraria, puede fallar el teorema de existen-
cia.

El esquema de aproximacidn que usaremos en la de-

mostracidn del teorema principal es distinto del esquema
(n+1)
T

, debido a que no se tiene la condi-

usual de aproximaciones sucesivas, en el que X se defi-

(n)
t
cidn de Lipschitz sino la continuidad, y es posible que es-

ne en términos de X

tas aproximaciones no converjan a una solucidn. Ademds, en
31 teorema principal sdlo se obtiene la existencia, pero no
ta unicidad, nuevamente porque no se supone una condicidn
ie Lipschitz. Como las ecuaciones diferenciales ordinarias
son un caso particular de las estocasticas, podemos consi-
derar el siguiente ejemplo, en el cual no se tiene unici-
dad:

aR a8 Pt x)at = xl/sdt, x(0) = 0.
Considerando las aproximaciones como en nuestro teorema, ob-
twmmsqmaéj%t)=0pmacmﬂmﬁa1j=1,L.”,o sea
que obtenemos una solucidn x(t) = 0, pero existe otra solu-

citng. x(t) =.(2t/3) %2,

§1. Notacidon y conceptos basicos. Tomaremos las defi-

niciones de los conceptos bdsicos y la nomenclatura del li-
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bro de Arnold [1].
Por (Q,U,P) denotaremos un espacio de probabilidad.

Se dice que una proposicidn D se cumple con probabifidad 1,
si D(w) se cumple para toda w € { excepto en un conjunto de
probabilidad cero. D se cumple estocdsiicamente si para to-
do € > 0 existe A« U tal que P(A) < € y D(w) se cumple pa-
ra todo w €  tal que w¢ A. A lo largo de este trabajo,
las letras mayusculas X, Xn’ Y denotaran variables aleato-
rias. XA denotard la funcidn caracteristica de A.

LP(Q,U,P) = LP(p) a1 espacio vectorial normado formado por
las clases de equivalencia de variables aleatorias X que
coinciden con probabilidad 1 y tales que E!X|p <Yy pr>-1i
LQ[tO,T] serd la coleccidn de todas las funciones medibles
f tales que f |f(s,x)l2ds < ®, Las letras manuscritas, U,
F, W denotargg o-algebras. U(X) denotard a la o-algebra ge-
nerada por X. U(Xu;tO < u £ t) serd la 0-algebra generada
por las variables aleatorias Xu’ con to Ligigit,

{Xt}te[to,T]’ o en ocasiones simplemente Xt’ denotara un

proceso estocidstico definido en (Q,U,P) con valores en R
(d > 1)y {X,,F
{wt}te[to,T
Wiener. ac—%}g Xn = X denotara a la convergencia con proba-

t}te[to,T] denotara a una martingala.
] , O simplemente Wt, denotard a un proceso de

bilidad 1 de {X_} hacia X. st-1im X = X denotara a la
n"nelN n>eo N

convergencia estocastica o en probabilidad {Xn}heiw hacia X.

§2. I'ntelral estocastica. Para simplificar la lectu-

ra del trabajo daremos la definicidn detallada de integral
estocdstica, siguiendo Arnold [1], y citaremos algunos re-

sultados de [1], y de Doob [4], para posterior uso.
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Se considera un proceso de Wiener m-dimensional Wt,
definido en (2,U,P). Sean t, un real fijo y no negativo,
+
= H < < = - £
wt U(wu,to Su<t)y wt U(wS wt, t € s <®). Como Wy
tiene incrementos wS-wt independientes, entonces wt y w:

son independientes.

DEFINICION 2.1. (Arnold, Def.4.3.2, pag.63).

Sea t_ mno negativo y fijo; una familia {Ft}t>“ de subsigma-
‘0
dlgebras de U se dice no antilcipante respecto del proceso
de Wiener m-dimensional Wt si:
ayFE gF (t <s
by Fp 21U, (t >t,)

€ t)
c) Ft es independiente de wI (t > to).

DEFINICION 2.2. (Arnold, Def.4.3.4, pag.63). Una
funcidn G(s,w) definida en [tO,T]XQ,con valores matriciales
(dxm), medible en ambas variables, se dice no anticipante
(respecto de la familia no anticipante {FS}) si para todo s
fijo, 8 & [tO,T], G(s,w) es FS medible. Si ademds las tra-
yectorias G(s,w) LQ[tO,T}, w fijo, con probabilidad 1, en-
tonces a este tipo de funciones no anticipantes las agrupa-
mos en el conjunto denotado con MQ[tO,T].

Para facilitar la escritura, cuando no haya lugar a
confusiones, en algunos casos se omitird la segunda varia-
ble, ya que los conceptos que se estudiarén ahora sdlo de-
penderan de la primera variable.

DEFINICION 2.3. (Arnold 4.4, pag.64). Una fun-
cidn G MQ[tO,T] se dice escalonada, si existe una parti-

cidn ¥ B3k pate £ F T del intervalo [tO,T] tal que

2
G(s) = G(ti—l)’ para todo s € [ti_l,ti).
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DEFINICION 2.4. (Arnold 4.4, pag.64). La Ante-
gl estocdsiica para funciones escalonadas G respecto al

proceso de Wiener Wt la definimos como

t t
[ Gaw = [ G(s)aws =
to to 1

_w W
1G(t1-1)(wfi ts )

I e~

Para definir la integral estocadstica de cualquier
funcidn en MQ[to’T] se utilizard el hecho de que el conjun-
to de todas las funciones escalonadas en MQ[tO,t] es denso
en M2[to,t] en el siguiente sentido: si G G:Mg[to’t]’ exis-
te una sucesidn de funciones escalonadas Gne: Mg[to’t] tal

que

g o
ac-1im f lG(s)—G (s)|2ds =0 .
n->o to h

Como la convergencia con probabilidad 1 implica la conver-
gencia estocdstica, se tiene, en resumen, que si

G €3M2[to,t], existe entonces una sucesidn de funciones es-

calonadas G_ e« [t ,t] tal que
n o

2
st-1im [ IG(S)—G (s)|2ds =£.0.
n-—+ o to R

Como ya se ha definido la integral para funciones escalona-

t
das, se tiene f Gn(s)dwS para todo n = 1,2,...
to
Ademds, es posible ver que el limite

t
st-1im f Gn(s)dWS

n=+00
e}

existe y define una variable aleatoria, llamémosla I(G), la

cual no depende de la escogencia de la sucesidn {G_} y
n nelN
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de manera que la integral estocdstica de G se define como

t o
[ a(s)aw_ = st-1im [ G_(s)dW_,
S n S

to n->oo to

donde Gn es una sucesidn de funciones en M2 [to,t] tal que

t
st-1im [ lG(s)—Gn(s)|2ds =0 .

n to

TEOREMA 2.5. (Arnold, Theorem 4.4.14, pag.73).
Sean G’G1’G2’
Les (dxm) en M,[ty,t]. S& W denota a un proceso de Wienen
m-dimensional, entonces 44

Gn, n = 1,2,... funciones con valores matrnicia-

1T
st-lim IG(s)—Gn(s)lzds N
n e to

para una sucesidn {G,} de funciones no necesariamente esca-
Lonadas se tiene que

t e
st-1im [ G dW = [ Gaw.

3 b gl tO tO

COROLARIO 2.6. (Arnold, Corollary 4.5.5, pag.77).

t
sS4 { E|a(s)|%ds < », donde G e M [t,.t], entonces para todo

o
¢ >0

2

T ¥ 2 5
P[|f caw| > ] s [ E|6(s)| ds/c”.

£ t,

SiGce M, [tO,T] y A € B (0-&lgebra generada por los
conjuntos de Borel '(rle R), entonces A < [tO,T] y GXA < M[tO,T].
T ;
Si se ha definido {bde, entonces [GAW = { GX,dW. Si
A o
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t [tO,T], se define

4 T
Xt(W) = { G(s,w)dws(w) = { G(S)X[O,t]dws'
o o
{x:} es un proceso estocastico con valores en R
t t e [to,T] P )

definido en forma Gnica, salvo equivalencia estocdstica
Xto = 0 con probabilidad 1
t
X -X, = i G(u)dWw , t < s<t<T.

TEOREMA 2.7. S{ X, y Yy son martingalas respecto
a La misma gamilia de subsigma-dlgebras, entonces AX, + BYy
(donde A y B Aon matrnices fifas, pxd, p > 1) es una martin-
gala. En particular, X -X, es una martingaka 84 a es un
neal §ij0, t > a.

TEOREMA 2.8. (Doob [4]). S{ X_ es una martingala
y X, = LP(P), entonces |X.|P es una submartingala y se cum-
plen Las sigulentes desigualdades:

a) P[ sup _[X.| 2 c] € E[%|P/cP, Ve >0, p 21 {2.2.3)
te[a,b] :

b) B[ sup _|%.|P] < (p/(p-10)PE|X [P, p > 1. (2.2.4)
tE[a,b]

TEOREMA 2.9. (Arnold, Theorem 5.11 (a)-(c),pag.81)

Sean G« M,[t_,1] y {Ft}te[to,T] , una familia no anticipan-
te de subsigma-algebras. Si
t
X, = { G(s)dW_, t < t<T

o}

entonces se cumplen Las Adlguientes agirmacionesd:
a) X_es Ft—medéble, 0 sea, no anticipante.
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&

. 2
b) S{ [ E|6(s)|“ds < », ¥t < T, entonces {X_,F} es
4 L [E55T]
una marntingala con valonres enimd; ademids para
t,s e [ty,T] e tiene:
TPpR_370
- min(t,s)
ii) Ex X = [ EG(u)G(u) ' du;
t
O
en particular,
25 Fpr 2
E[X_|© = [ E|l6(w)|“du (2.2.6)
tO
iii) ¥e¢ > 0, t,<a<bgrT,
¥ 2 2
P[ sup |Xt-Xa| 2 c] < f E|G(s)|“ds/c (2.2.7)
ast<hb a

c) X, tiene thayectorias continuas con probabilidad 1.

§3. Ecuacidon diferencial estocastica y existencia

de soluciones. Se consideran dos funciones, f con va-

lores enIRd y G con valores matriciales (dxm), ambas defini-
das en [tO,T]XRd; f(t,x) y G6(t,x) son independientes de

W e Q, este valor aparece solo cuando se considera
f(t,Xt(w)) y G(t,Xt(w)); ambas funciones se suponen medibles
en las dos variables. Sea Wt un proceso de Wiener m-dimen-

sional. Consideramos una ecuacidn diferencial estocastica

de la forma
s } -~ Lt T<K» 3.1
dwt f(t,Xt)dt-+G(t,Xt)ddtg Xt E, to$t&T ( )

0 su forma integral

t t
wt=g+f f(s,XS)ds+f G(s,X )aW_, t St<T<w (3.2)
2 t
o) O
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Sabemos por el Teorema 2.9 (a) que, en caso de existir,
X, es un proceso estocastico Ft—medible; Xto = £ es una
variable aleatoria que debe ser independiente de los pro-
cesos Wt—wto, t > t,s por tanto, a partir de este momento
se toma Ft = U(g,ws,s< t) que debe ser independiente de

+

W

= - > .
5 U(WS Wt,s >t)

DEFINICION 3.3. (Arnold, Def.6.1.3,pag.101).
Una ecuacidn de la forma (3.1) se llama Ecuacidn Digeren-
cALal Estocdsiica (de Ito). La variable aleatoria & se lla-
ma el valor iniclal en el momento to El proceso estocasti-
co X, se llama una s0lucidn de La ecuactdn (3.1) o (3.2)
en el intervalo [to,T] si satisface las propiedades siguien-
tes:

a) Xt es Ft—medible o sea no anticipante para
t e[t ,T]. ) ;

b) Las funciones f(t,w) = f(t,Xt(w)) y G(t,w) =
6(t,X¢(w)) (no anticipantes) cumplen con probabilidad 1:

T 1

[ EGs,wds <= y [ [B(s,w)]%ds <
% to

c) La ecuacidn (3.2) se cumple para todo t e{to,T]

con probabilidad 1.

Si G = 0 la influencia estocastica de la ecuacidn esti da-

da por E&.

TEOREMA 3.4. Dada fa ecuacifn diferencial esto-
cdstica

dwt =t F X )+G(t,Xt)dwt, xtozg, to\<t\<T<°°,
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donde Wy es un proceso de Wiener m-dimensional y & una va-
niable akeatoria independiente de W -Wy para t » tg, 44
Las gunciones £, con valores en IRd, Yy G con valores mathi-
ciales (dxm), ambas definidas y medibles en [ty,T]RY son
tales que £(t,*) y G(t,*) s0n continuas para cada te [tg,T],

y satispacen:

| £(t,x) |+]|6(t,x) | g m(t), Vte[t,,T], ¥x er?, ne LQ[tO,T]

(4.1.1)

entonces La ecuacibn tieme en [t,,T] una so0lucibn X, con
valones en RS y definida en Q, continua para t € [t,,T]
con probabilidad 1, que satisgace La condicibn inicial

Xto = E.
Demosthacién. La demostracidn se hard en dos etapas
(c.f. Arnold [1]). Supongamos primero que EI£|2 <K < e

Como nne.LQ[to,T], definimos una funcidn auxiliar M(t) asi:

M(t) 0, si t=1t .

.
[ m“(s)ds, t, <t <T.
Tt

M(t)

O

Por su definicidn, M es una funcidn continua, no decrecien-
te y M(to) = 0. Definimos ahora las aproximaciones Xij) de

Xt’ j =1,2,...3 para facilitar la escritura, escribimos

h = T-t, y para cada w e 0 definimos:

(i)

Kt

(w) = g(w), sitygtc< to+h/j
5) t-h/j 4
X 3w) = €+ £(s,x ) (w))as
T B
t-h/j )
+ f G(s,X 7 (w))aW_(w) si te[ty+h/§,T]

%o
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Es claro que Xij) esta bien definida, pues si t_+h/j < t €

tot2h/j entonces

(1) t-h/j t-h/7j
Xt] =E+ [ f(s,E)ds + | G(s,E)dn_

e ts

en segundo lugar, si t_ +2h/j <€ t < t,*+3h/j, al considerar
las integrales, en f(s,*) y G(s,*) sdlo se substituyen valo-
res ya definidos de ng), para s en el intervalo [to,to+2h/ﬂ;
ésta consideracidn se puede hacer j veces hasta que t reco-

rra todo el intervalo [to,T]. Como

T

|£(s,x)| + |6(s,x)| <m(s) y [ m?(s)ds < @,

to

entonces

L t 2 1
[ £(s,w)|ds < [(T-t ) ([ |f(s,w)|%ds)]? < =
i 5 t

o O

t 5 t 5

f IG(s,w)l ds < f m(s)ds < =

to to

1

De modo que f(é)L [tO,T] y C e M2[to,T]~y por el Teorema
2.9 (c) los Xt] son procesos estocadsticos con trayectorias
continuas con probabilidad 1, para j = 1,2,... y t e:[to,T}
Por la parte (a) del mismo teorema los Xij) son ademds no
anticipantes y por la parte (b) son martingalas respecto de
la familia {Ft}tC[to
[to,T] se obtienen las siguientes acotaciones:

,T]° Ft = U(E,Ws,s < t). Ademids en

Elxij)l2 = Elgl2 <K, g, 8l R &t < £ th/3
Si to+h/j £t < T, como |x+y+z]2 < 3|x|2 + 3|y|2 + 3|z|2,
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entonces

: t-h/j . t-h/j )
E:[X,EJ)I2 =E|E+ [ £(s,x 3 )as + f ats,x3yaw |2
S S S
o5 £,
t-h/j . t-h/j ]
< 3E|E|%+3E|f f(s,X;J))ds]2+3E|f a(s,x3))aw_|?
to t, s s
t-h/j t-h/]j .
€ 3K, +3(t-h/j-ty) [ E|fs, m)l ds + 3[ EIG(S,XS)Hst
to to
t-h/j ) t-h/j 5
€ 3y + 3(T-t ) Em“(s)ds + 3f Em“(s)ds
tO tO

3(K +(T-to+1M(t-h/3)),

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Teorema 2.9
(b,ii). Como M es una funcidn continua en [tO,T], es unifor-
memente continua y acotada; luego existe una constante
K2 > 0 tal que M(s) < K, para todo s e:[to,T]. Sea
K = s

3 3(K1+(T ttDK,), entonces

(3),2
E[x.|

g 351,2,000, t € [t,,T] (3.4.1)

Por el Teorema 2.8, para p = 2 se tiene la desigualdad

; 5 ;
E[ sup |xi3)|2] < uE|x(3)| € Was T35 1525000 (3.4.2)
tefty,T)
Sea ahora Z. = suyp lX(])lz, la cual es una variable alea-
I tefto,T]
toria con esperanza finita acotada por MKS, P=3:2,..84 ¥
consideramos la variable aleatoria U_ = méx Z., entonces
jsn .
E(Un) € UKy, n=1,2,.005 ademas E(Un) es una sucesidn cre-

ciente y acotada de numeros reales, por lo tanto es conver-

gente. Observamos que U es a su vez una sucesidn creciente
n
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de variables aleatorias que converge a sup Zj; por tanto,
J

E(sup Z.) = E(1im U_) = 1im E(U_ ) < uK
jp Y noo n n-o n B 3’

y por la desigualdad de Chebyshev, para todo ¢ > 0 obtene-
mos
P[sup Zs > c] < E(sup Z;)/e < HKy/e;
] ]

en resumen,

P[sup sup ]Xij)IQ >c] s 4K4/c.
j telty,T]

Sea

A= {w:sup sup |Xij)|2(w)>n2},
o J tefty,T]

o]

entonces P(A ) < uK /n2. Como z P(A ) < o, tenemos
n 3 n=1 n
P(1im sup An) = 0 por el lema de Borel-Cantelli. Sea
A = 1im sup An' Si w #£A, entonces w e A para un nimero
n
finito de valores de n solamente digamos nq,Nj,...,Ng, sea
K(w) = max{nl,nQ,...,nk}+ 1, de modo que w ¢ A_ para todo

n > K(w): entonces para este w

sup sup IXij)IQ(w) < K(w)2,

I tefty,T]

es decir,
lxij)(W)l $ KO, 3.4 252008 52 5.4 Lhgstha (3.4.3)

(3)

por consiguiente, para todo w €& A, {Xt (w)} es uniformemen-

te acotada.

(

Ahora demostraremos que el proceso {Xt])}j es equi-
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continuo, con probabilidad 1; esto es, existe un conjunto B
con P(B) = 0 tal que si w & B, entonces dado € > 0, existe
§ > 0, que depende de € y de w, tal que si Itl—t2| Ll
tsty € [tO,T], entonces

IXii)(w)-—Xig)(w)l < 8,0 3]

Consideraremos tres casos:

a) Si t.t, e [to,to+h/j), entonces |Xii)(w)-xii)(W)| = 0,

O Wy 5
b) &% ty,t, c;[¢o+h/j,T] entonces, suponiendo ty< t, se
tiene
: L to-h/j ; to-h/j :
Efxd) (D2 £(s,xP)as + | o(s,x{ i) 2
N t4-h/] ty-h/3
to-h/j ty-h/7j
(342 (3412
2(t -t,)f E|f(s,x ?)|%ds + 2f E|G(s,x_77)|“as
271 4 . s
t,-h/j tl—h/J

n

tg—h/j 5 to-h/j )
2(T—to)] Em (s)ds + 2] Em~(s)ds
tl-h/j tl—h/j

N

= 2(T—to+1)(M(t2—h/j)-M(tl—h/j))-

clafi t e:[to,to+h/j) y ts E.[to+h/j,?], se reduce simple-

. ()

mente al caso (b) ya que la funcidn X{~° es constante res-

pecto a t en [to,to+h/j], o sea que Xij) se comporta como
w34 )
toth/3”

Como M es uniformemente continua, entonces dado €> 0

existe § > 0,que depende sdlo de €, tal que si [tl—tQ] < €

con tl,t2 e:[to,T]:
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[M(t,-h/3) - MOt -b/P)] < e, § = 1,2,
Asi que resumiento los tres casos, se tiene:

Ve > 0 existe 6§, que depende de €, tal que si

tyst, e;[to,T] y [tl—tQ] < § entonces

(3) ,(3),2 ; .
E]xt1 _xt2 [SuE 2(T—to+1)(M(t2—h/])—M(tl-h/j))

< 2(T-to+1)€ {3.4.8)

y esto para todo j = 1,2,.
Sea t [tO,T] fijo, sea § >0y t [tO,T—G]; por

(i) L(3)
el Teorema 2.7, {Xt+u--Xt 4 Ft+u}u€[qé

la y por el teorema 2.8 (b), para p = 2 se tiene entonces:

] es una martinga-

(j)—-X(j)IQ
; o

(3 )2
El sup [x.] -x77]% < sE|X]3

t+u
ogugs

< 8(T—to+1)€ (3.4.5)

cuando § es el de (3.4.4). Sea

Yij) = sup IXiii-Xij)lz, t « [tO,T—G], e 20 B A
0<ug§

Como los racionales de [tO,T-G] son densos en [tO,T—é], por

el Teorema 2.2, capitulo II, en [4], para cada n €N existe

una particidn de [to,T—él, de nlmeros racionales t, < sén) <

s(n)S...Ss(n)~6 T-6, tal que
1 an
sup T(]) < 1liminf max Y(gi), e 4GP UK.
toSt<T-§ n  k<ap s



Por (3.4.5)

1iminfE( max v 3) ) < (1ot +1)e, 5 = 1,2,...

(n)
n k<ay, Sk
Entonces
E( sup Y(j)) < E(1im inf mas Y(%i))

t St<T-8 n k€a, Sy
< 1im inf E(méx Y(gi)) < 8(Tx tl)e, F=1,2,... {(3.4..6)

n kSan sk
Sea ahora Z. = sup Yij), j =1,2,... Definimos

to$tST—6
Un = max Z.; como hemos visto, ésta es una sucesidn crecien-
J<n

te de variables aleatorias que converge a supZ. s ademas

J
E(sup Z ) < 8(T-t, +1). Nuevamente por la desigualdad de

Che%yshev tenemos para todo c > 0:

P[sup Zs 2 c] € E(sup Z,)/e < B(T-t +1)/c,
] 3

obteniendo para todo € > 0 y ¢ > 0:

P[sgp sup sup |Xi1& ij)l > c] < 8(T-t+1)e/c, (3.4.7)
J £ <t<T-8 O<ugs

con 8§ dependiente de € como en (3.4.4). Escogemos ahora va-
lores BN 1/nu e & 1/n2 para € y c respectivamente, y

consideramos los conjuntos:

B_ = {w:sup sup sup lX(])—X(j)IQ(W) > 1/n2},
n . t+u ot
J tost<T-§ O<usd

en donde P(Bn) < 8(T-to+1)1/n2 por (3.4.7); aplicando nue-

vamente el lema de Borel-Cantelli, si B = 1im sup Bn’ vemos
n
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que P(B) = 0. Asi mismo si w ¢ B, entonces w & B para un
nimero finito de valores de n solamente, digamos N sNpse e
.. SiN = méx{nl,nQ,...,nP}+1, entonces w ¢ B_, n > N;
como € = 1/n’, existe un én’ el cual depende de €. ¥ de w,

pero no de j ni de t, tal que se cumple:

(3)_3(3))2 < 1/n2
sup sup sup 'Xt+u £ | 1/n

I toSt<T-8 O<ugs
o, lo que el lo mismo, si |t1—t2| < Gn con tl’tQ e [tO,T]
entonces

IXig)(w)—Xii)(w)l < 1/n, I T P
De manera que para cada w ¢ B, {Xij)(w)}j, es equicontinua
en [to,T]. Considerando el conjunto C = AUB, para cada
w & C, {X(j)(w)}. es una familia de funciones de t unifor-
memente acotada (3.4.3) y equicontinua. Por el teorema de
Arzéla-Ascoli existe una subsusecidn {X( k)(w)} que conver-
ge uniformemente en [t T] hacia una funcidn X (w), obte-
niendose asi un proceso estocastico {X }, que es el limite
uniforme de una subsucesidn {X(]k } con probabilidad 1;
es no anticipante y dg trayectoria

Tt
g B (5+)
continua con probabilidad 1, ya que los Xt]k

por consiguiente, X

lo son.

Para que Xt sea solucidn de la ecuacidn diferencial
estocastica falta ver Ginicamente que X; cumple la propiedad
(c) de la Definicidn 3.3. Como f y G son continuas respecto

a la segunda variable t € [tO,T], entonces

(3x) )
1im f(t,X ) = £{t, X ) (¥ d%m G(t, X(Jk ). = G(t,Xt)

k=00 koo

con probabilidad 1. Como ,f(s,x)l <m(s) yme LQ[tO,T], f

es integrable y por el teorema de la convergencia acotada
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se tiene:

1) t
ac-1im f f(s XS Yds = f f(s,X )ds.
n-®o t s

to o
Debido a que G « XQ[tO,T], se tiene Ge L [t T] y como la
convergencia de X(jk hacia X es uniforme, VE >0,INe N
tal que ¥n > N; Vs e:[to,T] se tiene que
|e(s, (]n )-G( Xs)l < € con probabilidad 1; por consi-
gUIGnte f |G(s, X(jn))— G(s,XS)|ds < (T—to)e con probabili-

to
dad 1; es de01r,

> t {f5) 2
ac-1im f lG(s,XS ) - G(s,XS)I ds

= 0,
N> to
y,por consiguiente,
£ig)
st-11im f ]G(s X i G(s,X )] ds = 03
e Xa
finalmente, por el Teorema 2.5,
’ t (]n) it
st-1im [ G(s,X )aw_ = [ G(s,X )aw_,
s s’ s
Ty00 to to

obteniéndose asi que Xt es una solucidén de la ecuacidn dife-
rencial estocastica planteada en el teorema.
Se demostrard ahora el caso general; es decir, el ca-

so en que & es una variable aleatoria cualquiera. Definimos

T ol A

0 en todo lo demas.

- n)
Para cada n € N existe entonces una solucidon Xt a la ecua-
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t t
xt=gn+{ f(s,xs)ds+j’ G(s,X )dWs, t_ < t<T,

O tO

fuera de un conjunto Cn tal que P(Cn) = 0. Ademas como
1im £ = &, se tiene:
; 99% SR

(n) (m) E it
p[|x." -x.™| # 0] = P[|E £ | # 0] + 0

cuando m,n > ©, sin depender de t. Existe entonces un pro-

(n)

ceso estocastico X_, tal que . (n > ) uniforme-

.t,
mente con probabilidad 1, ya que P(|J Cn) = 0.
n
Resulta, pues, que Xt es una solucidn de la ecuacidn

diferencial estocastica, completando asi la demostracidn del

teorema.
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