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SOBRE GEOMETRIA ANALITICA DE
“LUGARES COMPUESTOS” I

Por Carros Feperict Casa.

O. En la geometria analitica ordinaria los segmentos, los angu-
los, los diedros, y las configuraciones que de estos elementos nacen
asociandolos de diferentes maneras, no son tratados, en general, sino
por via indirecta. Esto se debe a que los métodos usuales no se
prestan para ser aplicados a tales figuras aunque éstas sean, o puedan
ser, muy sencillas.

Por ejemplo: ¢Cémo podemos representar el eje de las x en un
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares? Todos sabemos
que la respuesta es

y =0.

Pero si deseamos representar analiticamente el semieje positivo
de las x la cuestion se complica y la respuesta es

y =00 <+ = (0)

0 sea, un sistema mixto compuesto de una ecuacién y de dos in-
ecuaciones. Entonces la pregunta que espontaneamente surge en
nosotros es la siguiente: “¢Es posible transformar, de alguna ma-
nera, el sistema mixto (0), en un sistema puro de ecuaciones o,
mejor todavia, en una ecuacion?

La respuesta es afirmativa, y la ecuacién es la siguiente:

0=y + sl —x (D
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en donde con x| indicamos, siguiendo a WEierstrass (1815), la
funcién “valor absoluto de x” que algunos, siguiendo a Arcanp
(1814), Caucny (1865), Peano (1905), indican con mod x, y leen
“médulo de x”. En efecto, si indicamos con p un ndmero positivo,
entonces cualquier punto P(—p, y), que no puede pertenecer al
semieje positivo de las x es tal que

yl+ [—pl— (=) =1yl + 20 >0

o sea, es tal que no satisface a la ecuacién (1), mientras que cual-
quier punto P(-+p, y) que si puede pertenecer al semieje positive
de las x es tal que

Iyl + 4ol = (+2) =yl =0

si y sblo si
y=i

0 sea si y solo si pertenece al eje de las x. Es conveniente notar que
a la semirrecta representada por la ecuaciéon (1) pertenece también
el punto tal que x = 0, o sea el origen.

Ejercicio: Determinar las ecuaciones del semieje negativo de las
x, y de los semiejes positivo y negativo de las y.

Resulta bastante evidente, de lo dicho, que la ecuacién
0=|¢] —x

representa, de los semiplanos en que el eje y divide al plano, aquel
para el cual

Sxl + =

o sea el comanmente llamado “semiplano derecho”.

Ejercicio: Determinar la ecuacién del “semiplano izquierdo” y
las de los “semiplanos inferior” y “superior”.

1. Como se ve, la introduccién de la funciéon “valor absoluto
de” permite dar a la expresion analitica de “lugares que de otra
manecra requerlrlan sisternas nllXtOS de ecuaciones ¢ IHCCUHCIOHCS,
la forma de una simple y sencilla ecuaciéon. Continuando nuestra
btsqueda propongidmonos el problema de representar por medio
de una ecuacién el primer cuadrante en el plano, que en la manera
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acostumbrada se representa con el siguiente sistema de cuatro
inecuaciones.

0<r <+ %,0<y < + =.
La ecuacién que responde al problema es la siguiente:
0=l + [y + (—x—y) ().

En efecto si con £ y 7 se indican dos reales positivos se deduce que

1) cada punto I del primer cuadrante es tal que I (&, n) y en-
tonces tal que

2 + [y + (= =) =[] + o[ + (€ —n) =
=&+n—&—n=0
o sea tal que si satisface la ecuacion (2).

2) cada punto II del segundo cuadrante es tal que II (—§, 1)
y entonces tal que

x| + lyl + (== =) =~ + In| + (— (=& —) =
=2&>0
o sea tal que no satisface la ecuacion (2).

3) cada punto III del tercer cuadrante es tal que III (—&, —n)
y entonces tal que

| + Iyl + (= —p) =
= || + [l + (— () — () =2 +9) >0
o sea tal que no satisface la ecuacion (2).

4) cada punto IV del cuarto cuadrante es tal que IV (¢, —n)
y entonces tal que

o+l + (=2 —y) =] + [ + (€ —=(—) =
=25 >0

o sea tal que no satisface la ecuacion (2).



Es conveniente notar que al primer cuadrante, representado por
la ecuacién (2), le pertenece también la “frontera” constituida por
los semiejes positivos de las x y de las y.

Ejercicio. Determinar las ecuaciones del segundo, tercero y cuar-
to cuadrantes.

2. Tratemos, ahora, de resolver este otro problema. ¢Cual es la
ecuacién de la semirrecta a la cual pertenece como “origen” el
punto (2, 1) (punto de “detencion™ o de “arresto”) y que pasa por
el punto (5, 2)°

Usualmente para representar tal semirrecta se escribe la ecuacion

o | - i ' 174
de la recta (2, 1), (5, 2) o sea la ecuacion

y=(x+ 13

anadiendo las condiciones

o sea usando una ecuacién y dos inecuaciones.

Usando la funcién “valor absoluto de” la ecuacién de la semi-
recta se escribe asi:

= ly— (r + 1)/3| + |x — 2| — (x —2) (3)-

En cfecto todo punto P(2—p, y), que no puede pertenecer a
la semirrecta en cuestion, es tal que
y— (x+ DB+ r—2— (x—2) =
=ly—Q—p+ D3+ 2—p=2|—Q2—p—2) =
=ly+p/3—1+2p>0
o sea tal que no satisface la ecuacion (3) mientras que todo punto
P(2 + p, y), que si puede pertenecer a la semirrecta, es tal que
y— =+ B3|+ e =2 —(x—2) =
=ly—Q+p+DA+L2+p—2-C+tr=2)=
= |ly—p/3—1=0

sy solo si

y—p/3—1=0

58



o sea si y s6lo si

y=p/34+1=x—2)3+1=(x+1)/3
o sea si y solo si el punto P pertenece a la semirrecta que pasa por
los puntos (2, 1) y (5, 2).

Ejercicio. Determinar la ecuacion de la semirrecta a la cual per-
tenece como “origen” el punto (5, 2) (punto de detencién o de
arresto) y que pasa por el punto (2, 1).

3. De los problemas resueltos se ve que la introduccién de la
funcién “valor absoluto de” entre las funciones elementales puede
llevar notables ventajas a la geomectria analitica y esto impone en-
tonces, un estudio sistematico de aquélla.

Consideremos una recta x y sobre la misma un sistema de coor-
denadas abscisas (con O “punto origen” y U “punto unidad™). El
primer problema que queremos resolver es el de determinar la ecua-
cién de la semirrecta de origen A (de abscisa @) y sentido positivo.
La ecuacion requerida es la siguiente:

0=lxr—4a — (x—a) (4).

En efecto, cada X perteneciente a la semirrecta en cuestién es tal
que su abscisa x es tal que

x=a-+p
(siendo p un real positivo) y entonces tal que
x—al —(x—a)y=la+p—al—(@t+p—a)y=p—p=0

o sea tal que la ecuacién (4) si esta satisfecha, mientras que cada
punto X no perteneciente a la semirrecta en cuestién es tal que su
abscisa x es tal que

X =a—p,

y entonces tal que

lx—a —(x—a)=la—p—a|—(a—p—a) =

=pt+tp=2p>0
o sea tal que la ecuacion (4) no esta satisfecha. -
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Es conveniente notar que a la semirrecta de origen A (y de
sentido positivo) representada por la ecuacion (4) pertenece tam-
bién el mismo A. En efecto

Tx_al—(x—a) :]a—-a'—(a—a)ZO—O:O

Ejercicio. Determinar la ecuacién de la semirrecta de origen A
y de sentido negativo.

4. Tratemos, ahora, de resolver el problema que consiste en de-
terminar la ecuacién del segmento AB, sobre la recta x del pro-
blema precedente, siendo @ y & las coordenadas abscisas de 4 y de
B, respectivamente, y en donde, sin restarle generalidad al proble-
ma, podemos suponer que a < b.

La ecuacién del segmento AB es la siguiente:
0=|x—a| + |x— b —|a— b (5).

En efecto, cada punto X perteneciente a la semirrecta 4 —
y por lo tanto no perteneciente a 4 B, es tal que

x=a—p
y entonces tal que

Ix—a{—}—}x—b]——]a——-b':
=le—p—al+le—p—bl—la—b=
= |=p| + |=p=(b—= D]~ | (5 —a)| =
=p+p+(b—a)—(b—a)=2p>0

o sea tal que no satisface a la ecuacién (5).

Ademis, cada punto X perteneciente a la semirrecta B 4 0,y
por lo tanto no perteneciente a 4B, es tal que

x=1b+ p,
y entonces tal que

"x—a}—l— Ix~b!—fa—bl:
=lb+p—al+btp—bl—|a—b=
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=lp+ (—a) + p—|—(b—a) =
=p+pr+(b—a)—(b—a)=2p>0

o sea tal que no satisface la ecuacion (5).

Y por fin, cada punto X perteneciente al segmento AB es tal
que

x=a-+ (b—a)b

(indicando con 6 un real que tal que 0 << 6 <C 1) y entonces tal
que

x—al + x— bl —|a— b =
—le+ (b—a)0—a|+]a+ (b—a) 80— —|a—b] =
=[(b—a) b + |—(b—a) (1 —0)|—|—(b—0a)| =
=(b—a)0+ (b—a) (1—0) — (b—a) =
=(b—a)(+1—0—1)=0,

o sea tal que si satisface a la ecuacién (5).

Tratemos de resolver los problemas precedentes en el caso en
que semirrecta y segmento estén “inmersos” en un plano (en vez
que en una recta) referido a un sistema cartesiano rectangular (O,
Us; U5 )

Empezamos por buscar la ecuacién de la semirrecta de origen
P (x,, y,) y que pasa por el punto P (x,, ¥,), bajo las hipdtesis de
que

XoFE X1, Yo # Ve
La ecuacién requerida es:

0=|(y—y0) / (51 —y0) — (x—x0) / (1 — x0)| +
+x — xo] —(x — x0) si 20 < 2, (6)

0=1[(y —y)/ (1 —yo) — (x—x0) / (s — %) +
—+ [x—xo} + (x—xn) siox < %o (7)
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En efecto, en el primer caso:

cualquier punto P (x, — p, y), que no puede pertenecer a la semi-
rrecta es tal que

(G —y0) [ (31— o) — (x —x0) [ (1n —x0)| +
+ Jr—x — (x—x) = [(y —y0) / (1 —y0) —
— (to—p — o) [ (11— x)| + %o — p — | —
—(xg—p—x0) = [(y —y0) / (11 —y0) +
+ g/ (xl—x(.)“ +2p >0

o sea tal que no satisface la ecuacién, mientras que cualquier punto
P (xo + p, y), que si puede pertenecer a la semirrecta es tal que:

(y—y0) / (1 —y0) — (x —x) [ (1 —x0)| +
+ e — x| — (x —x) = [(y —y0) / (31— y0) —

— (o4 p—%0) [ (1 —x0)| + |%o + p— 20| — (20 + p— x0) =
=(y—y)/ =) —p/ (11— 1) =0

S
si y sélo si

0= (y— J'U) / (31— }'u) — / (x1 e xo) =
= (¥ — ¥o) / (y1 — yo) — (x — xo) [ (%1 — Xo)

o sea, siy solosi P (x, + p = x,y) pertenece a la semirrecta P, Pi.

Dejamos al lector la demostracién del segundo caso que se des-
arrolla paralelamente a la del primero.

6. En el caso en que
Yo=Y —17

las ecuaciones (6) y (7) se simplifican y se trasforman en las si-
guientes:

0=y —m| 4+ lr—mx — (x —x,) six, <1 (8)
0=ly—mn| + [t —x] + (x—x) six; < 9)
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En efecto en el primer caso cualquier punto P (xo — p, y) que
no puede pertenecer a la semirrecta P, P,, es tal que
y— ] + e — 2 — (= 20) =

y—nl+lx—p—m—(o—p—x)=ly—m +2p>0

o sea tal que no satisface a la ecuacién (8), mientras que cualquier
punto P (x, + p, y) que si puede pertenecer a la semirrecta P, P1,

es tal que
ly— ] + e — x — (x — x0) =
=ly—n+lmtr—xn—@xtpr—m)=y—n=0
sy solo si
y—n=20
o sea tal que pertenece a la semirrecta P, P,, si y solo si sus coorde-
nadas satisfacen la ecuacion (8).

Dejamos al lector la demostracién del segundo caso.

7. Para agotar las diferentes condiciones en que se puede pre-
sentar una semirrecta (con relacidén a los ejes de referencia) nos
falta considerar el caso en que x, = x, =

Es facil demostrar, en ese caso, que la ecuacion de la semirrecta

Pn P| €S
0= jx — f' + ‘y — .)'n‘ — (y — _1'0) s1 Yo < V1 <10)
O=lr—€&+ly—y| +@—y) si <y 1D

Dejamos al lector las demostraciones.

Ejercicio. Determinar la ecuacién de la semirrecta que tiene
como origen al punto Po (3,2) y que pasa por el punto Py (—2, —1).

8. Tratemos, ahora, de determinar, en el plano, la ecuacién del
segmento Py P, siendo xo, y, y ¥i, ¥1 las respectivas coordenadas
(cartesianas rectangulares) de Py y de P;.

En el caso en que

XoZ£ X1, Yo#) <
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la ecuacién es la siguiente

0="1(y—y0) / (1 —y0) = (x—1x0) [ (tn — x)| +
—+ }x——x',?' + fx—xlg—]x(.—xlf. (12)
En efecto, si suponemos que xo < x;, lo que no resta generali-

dad a la demostracién, cualquier punto P (xo — p, y) que no puede
pertenecer al segmento P, P,, es tal que

‘(}’ —yo) / (yl - yu) — (x — x“) / (xl — x“)g -
—+ J’x—xoﬁ -+ Ix ""Xl{ — Exu_x17 -
= (=) / (31— y0) — (x0o—p— %) [ (%1 — x0)| +
+ TX<)—P—XU‘: —+ !xo—p—xll — fxu—xli =
= =)/ Gr—y) tp/(i—x) +p+p+
+ (xl == x‘,) —— (xl — xu) =
- j(y_‘y") / (J/l _}'n) +p / (xl _x")i, -+ 2[7 >0
o sea tal que no satisface a la ecuacién (12); ademas cualquier pun-
to P (x, + p,y) que no puede pertenecer al segmento P, P; es tal
que
(=) / (1 — o) — (x —x0) [ (11— x0)| +
+ |r— x| + Jx— 2] — 10— x| =
==y [ =) — (0 p—x0) [ (11— x0)| +
4l 4 p— x| + |1t p— x| — |xe — 1| =
=1 =9/ (h—y0) = (p+x1—x0) [ (1 — %) +
+p+ (ri—x) +p— (01— %) =

=1—y)/ Gr—y) — (p +1—x) /[ (xn—x0) +2p >0
o sea tal que no satisface a la ecuaciéon (12).

Finalmente, cualquier punto P (x, + (x, — x,) 6, y) que si pue-
de pertenecer al segmento P P, es tal que (recuérdese que 6 es un

real tal que 0 << 0 < 1)
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(y—y0) / (31— yo) — (x — %) [ (21 — 20)| +
+le—xo| + x— 1| — |ro— 1| =
= (3 —y0) / (11— y0) — (x4 (11 —x0) 0 —x0) / (x1—%0)| +
+ lxo + (21— x0) O — xo| + 20 + (21— x0) O — 21| —

— o=l =1y —p0) / (11 —y0) — O] + (21— x0) 0 +
+ (r—x0) (1—0) — (xs—x0) = [(y — y0) / (51— y0) — 0,
=0
si y sélo si

0= —yp)/ (1—y) —0=
= (y —30) / (31— yo) — (x — %) / (21 — %)

o sea tal que pertenece al segmento Py P, si y solo si satisface a la
ecuacion (12).

Por ejemplo la ecuacién del segmento P, Py en donde Po (3, 2)
y P, (—2, —1) es la siguiente

0=[(y—2)/(—1=2) = (x=3) /(23| +
+le—3 +lr+ 2| —-B- (2=
=0—2)/ (B —(==3)/ (D) +lx—3+
+ x4+ 2 — 5=
= |5y +104+3c—9//15+ |xr—3|+ |x+2[—5=
= (3x—5y+1|+15x—3/+15[x+2[—75) /15=0

0 sea
0=[3x—5y+ 1]+ 15x—3 + 15| +2| —7.

9. Para agotar las diferentes condiciones en que se puede pre-
sentar un segmento (con relacién a los ejes de referencia) nos falta
considerar los siguientes casos: 1) Cuando x, = x, = & y es facil ~
demostrar que en este caso la ecuacién del segmento Po Py es la
siguiente

O=le—&+ly—pl+ly—nl—lro—mnls 13
65



IT) Cuando
Yo =1 ="

e o
y es también facil demostrar que en este caso la ecuacién del seg-
mento Py P, es la siguiente:

O:‘y—'r)z-*—:x—X<,T+{x—x1:—iX<>—x]f (14)

Dejamos las demostraciones al lector.

Ejercicio. Determinar la ecuacién del segmento Po P, en donde
1)11 (1, 1) y P] (3, O).

Ejercicio. Determinar la ecuacién del segmento P, P; en donde
P (1, Z) y Pl (5, 2)

Ejercicio. Determinar la ecuacién del segmento P, P; en donde
P, (3,2) vy P (3 3).

NOTA HISTORICO — BIBLIOGRAFICA

Si con “lugar geométrico simple” se indica la figura representada
por una o mas ecuaciones “ordinarias” algebraicas o trascendentes,
la geometria analitica, que establece una correspondencia biunivoca
entre ecuaciones (o sistemas de ecuaciones) y “lugares simples”,
extiende . su deminio solamente sobre dichos lugares, los cuales,
evidentemente, son s6lo una parte del conjunto de todas las figuras
geométricas, quedando incluidas entre las demads, los “lugares geo-
métricos compuestos” asi llamados porque estan formados por par-
tes de lugares simples. Estos lugares compuestos han sido tratados
analiticamente sélo de una manera indirecta y con artificios varios
o sea sin aquella uniformidad de método que es el fin principal de
la geometria analitica.

Ya Fourier (J. B. Auxerre 1768, Paris 1830) en su célebre trata-
do “Théorie analytique de la chaleur” lamenta varias veces la falta
de una representacién analitica de dichos “lugares” afirmando la
necesidad de la misma, y al tratar analiticamente un fenémeno
representable graficamente por un diagrama triangular y hacien-
do uso de una especial funcién (que con las estudiadas por otros
autores forma la clase de las funciones, “limitadoras” segtin la no-
menclatura de LaBoccerra) apta para delimitar las partes de rectas
que constituyen los lados del tridngulo, tal vez involuntariamente,
indica el camino que hay que seguir para una tal extension.
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El citado inconveniente, puede pensarse, es debido al uso de fun-
ciones indefinidamente derivables mientras las funciones represen-
tadas graficamente por lugares compuestos (poligonales, superfi-
cies poliédricas, variedades politépicas) tienen derivada discontinua
(con uno o mas saltos) o son ellas mismas discontinuas.

Para tratar analiticamente las lineas y superficies “spezzate” mix-
tas y agregados de las mismas se necesita entonces introducir una
o mas funciones discontinuas o con derivada discontinua como la
que usa Fourier o como las estudiadas, desde el punto de vista ana-
litico, por Lasoccerta, las cuales utiliza también en algunas apli-
caciones geométricas en una serie de trabajos que aparecen entre
1922 y 1933.

Naturalmente, en virtud del conocido principio de economia
mental, es oportuno introducir el menor niimero posible de nuevas
funciones puesto que ya una sola oportunamente escogida puede
ofrecer vastas posibilidades como lo prueba V. Avract por medio
de la integral

0

sen xa
JE2v"
a

o

(que es igual a + /2,0, —/2,

seglin que x sea positivo, cero, negativo) en una serie de memorias
publicadas entre 1930 y 1936 en las cuales representa y estudia ana-
liticamente una vasta clase de lugares compuestos y mas precisa-
mente poligonos y poliedros convexos.

Haciendo uso él mismo, de un interesante concepto, prueba
cémo a cada poligono o poliedro convexo corresponda una ecua-
ci6n que lo representa biunivocamente y ensefla a escribir tal ecua-
cién pero sin lograr pasar, hecha salvedad de casos excepcional-
mente sencillos, de la ecuacion al poligono o poliedro represen-
tado, y frente al problema analitico, el mds elemental, como aquel
de encontrar las intersecciones de un poligono o poliedro con una
recta, no encuentra mejor camino que descomponer la ecuacién del
pohgono o poliedro en las ecuaciones de sus lados o caras y pro-
ceder luégo con los métodos analiticos ordinarios.

Este parcial insuceso parece debido a la falta de un estudio pre-
liminar de las propiedades de las ecuaciones a las cuales se llega
representando lugares compuestos.

Habiéndose propuesto investigar las propiedades de dichas ecua-
ciones, TaccHeLLA en 1933, se da cuenta que las funciones limita-
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doras de Lasoccerta aunque notablemente mas sencillas que la
funcién empleada por Fourier, conducian todavia a ecuaciones de-
masiado complicadas, y por lo tanto poco intuitivas, y por este mo-
tivo se vi6 impelido a introducir como nueva funcién limitadora
aquella bien conocida, pero hasta entonces no empleada (si se hace
excepcién del olvidado trabajo de SopereLom de 1906 y del de
Amoroso de 1924), la funcién “valor absoluto de” desarrollando
luégo los métodos para la resolucién de las ecuaciones lineales con
términos todos o en parte absolutos, y aplicando los mismos mé-
todos a la representaciéon y a un primer estudio analitico de las po-
ligonales planas y alabeadas de los poligonos y poliedros convexos
y céncavos, cerrados y abiertos, sea considerando los unos como li-
neas o como partes de plano, y los otros como superficies o como

partes de espacio.

Después de TaccHELLA, e independientemente, llegaba a su vez,
en 1936 y por otros caminos, a resultados notables, OAKLEY.

Fundamentandose, por fin, en los trabajos de TaccHELLA y de
OAKLEY, el prematuramente desaparecido amigo mio, F. PrerT1, se
propone, en dos memorias que salen a la luz en los aflos de 1937 y
1938, en primer término estudiar de cual manera y entre cuales
limites la funcién “valor absoluto de” pueda servir para represen-

r “lugares lineales compuestos” (o sea figuras constituidas de
puntos segmentos, poligonos, poliedros y politopos) reales, en cual-
quier nimero de dimensiones, situados sobre la recta, el plano el
espacio, o un hiperspacio proyectivo cualquiera, y en segundo tér-
mino explicar a fondo las ecuaciones lineales con términos absolu-
tos de primero y de segundo orden (éstos incidentalmente usados
por OakLey) y las ecuaciones paramétricas encontradas simulta-
nea e independientemente de TACCHELLA.

Ademas de los citados motivos, que ya parecen suficientes, otro
motivo encuentra, y pesado, de la necesidad de representar luga-
res compuestos con una ecuacién, quien lea los modernos trata-
dos de “Analisis operatorial” en los cuales se usan frecuentemente
funciones representadas graficamente por los lugares compuestos
llamados “meandros”, “sierras”, “escaleras”, “ondas rectangulares”,
“ondas triangulares”, etc., como es facil darse cuenta si se hojea,
por ejemplo, el “Cours de Calcul Operationnel” D. Paprin et A.
KaurrmanN, A. MicHEL, Paris, 1951 o el “Advanced Engineering
Mathematics” WyLie, Mc Graw - Hill, New - York, 1951, o también
el “Fourier Transforms” Jan N. SNxebpon Mc Graw - Hill. New -
York, 1951.
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