
NUMEROS PRIMOS II.

PORJ. HORVATH.

4. En el numero anterior dedujimos el teorema fundamental de
la arirmetica del lema de EUCLIDEs.En este numero y en el numero
7. daremos otras dos demostraciones de este lema; la raz6n de esto
es que en las demostraciones dadas en el numero 2. (pp. 28-30)
utilizamos numeros fraccionarios (por 10 men os en escritura ; d.
la observaci6n de la pagina 29) y es natural exigir que un teorema
tan sencillo sobre nurneros entcros se demuestre utilizando unica-
mente numeros cnteros. Las ideas sobre las cuales seran basad as
estas demostraciones se aplican tarnbien en muchas otras cuestiones
de la Teoria de Numeros y del Algebra como por ejemplo en la des-
composici6n de un polinomio en producto de "polinomios primos"
(vease p. ej., VANDERWAERDEN,Algebra Moderna, §§ 18, 19,23).

Sean a y b dos numeros enter os, que no son ambos iguales a
cero. Llarnernos M al conjunto de todos los numeros de la forma
ax + by, en donde x e y son numeros enteros arbitrarios (positi-
vos, negativos 0 nulos). El numero a pertenece a M, puesto que
podernos escribir a = a . 1 + b. 0, es decir a es de ia forma ax + by
con ,x . 1, Y = 0. Poniendo x = 0, y = 1 se ve que b tambien per-
tenece a M. De la misma manera se puede ver que -a, -b y por
10 tanto lal y [bl pertenecen tambien aM. '

Si dos nurneros pertcneccn a M, cntonces su suma y su diiercn-
cia tarnbten pertcnccen a M. En efecto, sean ax + by, ax' + by' dos
nurneros de M, escribiendo

(ax + by) + (ax' + by/)= a(x + x') + bey + y'),

(ax - by) - (ax' + by') = a(x - x') + bey - y'),

se ve inmediatamente la afirmaci6n, puesto que x + x', y + y',
x - x', y - y' son nurneros enteros. El producto de un nurnero de
M por un numero cntcro arbitrario pertenccc a M. Sea en efecto
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ax + by un numero de M y z un numero entero cualquiera. En-
tonces

z (ax + by) = a(zx) + b(zy),

y es obvio que este ultimo pertenece a M, puesto que zx y zy son
numeros enteros.

El conjunto M contiene numeros positivos, por ejemplo lal 0

Ibl. Entonces por la propiedad A. de los nurneros enteros (p. 24.)
entre los nurneros positivos pertenecientes a M existe uno inferior
a todos los dernds. Llamemos este numero d1• Vamos a mostrar,
ahora, que cada numcro que pertenccc aMes U11 rnulttplo de d.,
Por 10 que hemos visto arriba, cada multiple de d, pertenece a M,
entonces resultara que M no es otra cosa que el conjunto de todos
los multiples de d s.

Sea, pues, 11 un elernento de M. Por el teorema de la division
con residuo (p.26.) podemos escribir 11 = dIq + r, donde 0 ::(
::( r < d-, Por las propiedades de M expuestas arriba vemos que d1q
y r = 11 - d1q pertenecen a M. Siendo por definicion d, el menor
numero positivo de M, resulta que r es necesariamente igual acero,
es decir que 11 = d.q, 11 es multiple de d-,

Generalizando el concepto del maximo cornun divisor de dos
numeros (p. 27.), vamos a introducir el concepto del maximo co-
rnun divisor de un conjunto arbitrario de numeros enteros. Consi-
derernos entonces un conjunto de numeros enteros, entre los cuales
hay por 10 men os un numero, llamemoslo c, diferente de cero. El
numero entero positivo 1 divide a todos los numeros del conjun-
to, por el teorema 4 (p. 26.). Par otro lado cada numero que divide
a todos los numeros del conjunto, y cual por 10 tanto divide a c,
debe ser en valor absoluto inferior a lei por el teorema 15 (p. 26.).
Existe entonces por la propiedad B. de los numeros enteros un nu-
mero entero positive que divide a todos los numeros del conjunto y
es mas grande que cualquier otro nurnero entero con la misma pro-
pied ad. Este numero se Ilarnara el maximo cormin divisor de los nu-
meros del conjunto,

De acuerdo con esta definicion, se ve que d., es el maximo co-
rnun divisor de los numeros del conjunto M. En efecto vimos que
d1 es divisor de cada nurnero de M, y es claro que no hay numero
mas grande con esta propiedad, ya que no hay numero superior a
d, que divida a d1, en virtud del teorema 15 (p. 26.) puesto que d,
-es positivo.
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Sea ahara d = (a, b) el maximo cornun divisor de los numeros
enteros a y b . d es tambien el maximo comun divisor de los nu-
rneros de M. En efecto d divide a todos los nurneros de la forma
ax + by par el teorema 12. (p. 26.) y no hay numero mas grande
que haga esto, ya que no hay numero mas grande que d que di-
vida a a y a b (par la definici6n de d; se recuerda aqui que a y b
pertenecen a M).

Asi, d y d, son ambos el maximo cornun divisor de M, luego
d = d.: Como d1 pertenece a M (fue definido como el numero po-
sitivo mas pequefio que pertenece a M) es de la forma ax + by.
Bernas obtenido, pues, el resultado importante de que si d = (a, b),
siempre cxisten dos numcros enteros x c y, tales que d = ax + by.
En particular si a y b son primos rclatiuos, es decir si (a, b) = 1,
existcn dos numcroscntcros x e y, tales que 1 = ax + by.

De este ultimo se deduce facilmente el
LEMA DE EUCLIDES. Sea a =f. 0. Si (a, b) = 1 y albc, entonces ale.
En virtud de la hip6tesis (a, b) = 1 existen dos numeros en-

teros can los cuales 1 = ax + by 0 sea (ac)x + (bc)y = c. Como
evidentemente alac y par hipotesis albc, resulta, par el teorema 12
(p. 26.), que alc. q. e. d.

5. De la representaci6n de d = (a, b) en la forma d = ax + by
se pueden dedueir otra vez faeilmente las propiedades del maximo
cornun divisor y del minima cornun multiple (d. pp. 28-29.).

Sean a y b dos ntcmcrosentcros que no son ambos iguales a cero
y sea d = (a, b). Entonces, cada divisor cornun f de a y de b divide
ad. (Cf. Lema 2, (ii), p. 28.). Como d = ax + by (x, y numeros
enteros), fla fl b, la proposici6n resulta del teorema 12 (p. 26.).

Sean a y b dos numeros entcros que no son ambos iguales a
cero y sea c un numero entero dijcrentc de ccro, Entonces (a, b) lei =
= (ae, be) (d. Lemas 3 y 4, p. 29.). Sea d = (a, b), existen dos nu-
meros enteros x e y tales que d = ax + by, luego c(a, b) =
= acx + bcy. Si llamamos M' el eonjunto de todos los nurneros
de la farm a acu + bcv, donde u y v son nurneros enteros arbirrarios,
las consideraciones del numero precedente muestran que los nume-
ros que perteneeen a M' son precisamente los multiples de (ac, bc).
Entonees, puesto que c(a, b) perteneee aM', (ac, bc) I c(a, b).

Por otro lado como (a, b) I a y (a, b) I b, el teorema 7 (p. 26.)
impliea que c( a, b) lac y c( a, b) I bc. Luego por la proposiei6n pre-
eedente c(a, b) I (ac, bc) y en virtud del teorema 13 (p, 26.)
c(a, b) = -+- (ac, bc). Como (a, b) > 9, (ac, bc) > 0, de la ultima
igualdad sigue lei (a, b) = (ac, bc). q. e. d.
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Observemos que de esta ultima propOSIClOn resulta otra
lema de EUCLIDES.En efecto si (a, b) = 1, entonces (ae, be)
De alae y de albe sigue al (ae, be) es decir a[c.
A pesar de nuestra prornesa inicial de no emplear sino numeros

enteros, nos permitimos en la dernostracion que viene a continua-
cion, usar la escritura de numeros fraccionarios. EI lector podra,
como ejercicio, transformarla en otra en que las fracciones se evitan
aun en la escritura.

vcz el
= lei·

Sean a y b dos ntcmcros enteros dijerentes de eero. Sea d . (a, b)
y m = [a, b]. Entonces dm = labl (d. Lema 2, (i), p. 28.). Por
la proposicion precedents

es decir ( ~, ; ) = 1 y (a; , bdm) = m. Como aim y blm, del

abl am ab I bmteorema 7. (p. 26.) sigue - - y - - y entonces por la pri-
d d d d

abj a \adbmera proposicion de este nurnero d m. Por otro lado

y b I ab (teorerna 11, p. 26.), entonces en virtud del lema 1. (p.
·d

l

ab
28.) m d' Del teorema 13 (p. 26.) resulta que m ab± -,

d

es dccir que md = jabl.
q. e. d

6. EI teorerna fundamental de la aritrnetica nos da un metodo
comedo para determinar el maximo comun divisor y el minimo
comun multiplo de varios nurneros.

Sean a y b dos numeros enteros. Para encontrar (a, b) podernos
suponer que a ~ 1 y b ~ 1. De heche, si por ejemplo b = 0, en-
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tonces a 7= ° Y (a, b) = 14 Ademas, por la relaci6n evidente
(Ial, Ibl) = (a, b), si a y b son ambos diferentes de cero, la busque-
da de su maximo cornun divisor se reduce a la busqueda del maximo
cornun divisor de dos numeros superiores 0 iguales a l.

Escribamos, ahora, los dos numeros a yb como productos de
potencias de nurneros primos. Admitiendo la convenci6n usual de
que un numero diferente de cero a la potencia cero es la unidad,
se puede lograr que en los dos productos figuren los mismos nu-
meros primos como bases:

(Q, > 0, Q, > 0, ... , CLk ~ 0)

*
b =P~'N' ...p~. (13, > 0, (3, ~ 0, ... , Bx > 0)

As! por ejernplo

1.638 = 2 X 32 X 7 X 13= 2 X 32 X 5° X 7 X 13,

2.100 = 22 X 3 X 52 X 7 = 22 X3 X 52 X 7 X 13°.

Para que b divida a a es necesario y suficiente que se cum-plan las
rclacioncs Ul ?? {31> U2 ?? {32, ... , Uk ?? {31<.

Si est-as relaciones se cumplen, entonces

es un nurnero entero y bq = a, es decir bJa. Inversamente si bla es
decir si bq = a (q entero), por el teorema fundamental de la arit-
metica cad a divisor de b, que es una potencia de un numero primo,
debe dividir tam bien a a (porque de otra manera obtendriamos dos
descomposiciones diferentes de a en nurneros primos). Esto dernues-
tra inmediatamente las desigualdades Ul ?? (31, U2 ?? {32, ... ,
Uk ?? {31;.

Siendo u y v dos numeros enteros, denotaremos por min (u, v)
el menor de los numeros u y v. Es evidente que min (u, v) ~ u,
min (u, v) ~ v y que min (u, v) es e1 numero entero mas grande
que tenga esta propiedad.

Siendo siempre a y b dos nurneros enteros, a ;;? 1, b ;;? 1, escritos
en la forma (*), sean '}'1 = min (Ul, {31), '}'2 = min (U2' {32), ... ,
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')II< = min (ak, (31<). Entonees el maximo comun divisor de a y de
b es igual a

* d P'" p1" p1'<,,== 1 :2' •• k

En efeeto por la proposiei6n preeedente d divide a a y a byes
claro que no hay numero mas grande que haga 10 mismo. Asi por
ejemplo

(1.638, 2.100) = 2 X 3 X 50 X 7 X 13° = 42.

De la misma manera se puede determinar el maximo cornun
divisor de varios numeros ; dejaremos los detalles al lector como
ejercicio.

Siendo u y v dos numeros enteros, denotaremos por max (u, v)
el mayor de los dos nurneros u y v. Es evidente que u ~ max (u, v),
v ~ max (u, v) y que max (u, v) es el numero entero mas pequefio
que tenga est a propiedad. Adernas tenemos la igualdad obvia

max (u, v) + min (u, v)= u + v.

El minimo cornun multiple m = [a, b] es ahora

Poniendo 01 = max (0.1, (31), 02 = max (0.2, (32), ... , 0', = max
(a. k , (3" ), vemos entonees que

Ejernplo:

[1.638,2.100] = 22 X 32 X 52 X 7 X 13 = 81.900.

Ejercicio: 2'C6mo se define el minimo comun multiple de un
eonjunto [inito de numerosenteros, diferentes de cero? 2Por que no
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se puede definir el rrurumo comun multiple de un conjunto infi-
nita de nurneros enteros? Extender el metodo expuesto en esta sec-
cion a la determinacion del minirno comun multiple de varios
numeros.

7. En el numero precedente hemos determinado el maximo co-
mun divisor de dos numeros utilizando sus descomposiciones en
numeros primos. Pero podemos obtener el mismo resultado sin
ellas, por un procedimiento que se llama el algoritmo de Euclides
y que much as veces da el resultado mas rapidamente. Este algorit-
mo tiene tarnbien un interes teorico, pues nos conducira a una
nueva demostracion del lema de EUCLIDEs.

En este numero tarnbien podemos suponer que a ~ 1, b ~ 1.
Sea por ejemplo a > b, entonces por el teorema de la division con
residuo a = bq + r, 0 :S; r < b. Tenemos que (a, b) = (b, r).
Esta afirrnacion sera evidente si tenemos en cuenta que cada divisor
comun de a y de b divide a r, es decir, es divisor cornun de b y de r,
e inversamente cada divisor de b y de r divide a a, es decir es divi-
sor cornun de a y de b. .

. Pongamos ahora a = al' b = a2 y hagamos sucesivamente las
divisiones

al = qs a2 + as

a2 = qs as + a4

as = qs a, + a5

o :S; as < a2

o :S; a4 < as

o :S; a5 < a4

Como a] > a2 > as > a4 > ...,despues de un numero finita
de. pasos debemos lIegar a una division que da el residuo cero.

Sea

Entonces por la observacion precedente

(al, a2) = (a2, as) = (as, a4)
= (ai_l, a i ) = (a i ,0) = a i.

Es decir el maximo divisor comun (a, b) es el ultimo residua
diferente de cera en la cadena de divisiones. Por ejernplo poniendo
a = 2.100, b = 1.638, los residuos sucesivos seran 462, 252, 210, 42,
O. Entonces (2.100, 1.638) = 42.
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De las ecuaciones

se pueden eliminar sucesivamente los nurneros ai -1> ai-2, ... , a4, a3'
En efecto

ai == al-2 - q i-2 ai-1 = ai-2 - qi-l (ai-J - qi-l Ui-2)

= al-l (1+ q,-, q'-3) - a c, q,-, ,
a, = (a,_. - qi-. ai-3) (1+ q,-, ql-3) - a ,., qi-l =

= a.c., (1+ql-2 q'-3)-a,-3 (qi-' +q,-.+q,-, qi-3 q,-.),

etc. Finalmente llegaremos a una expresi6n de la forma

en donde x e y son numeros enteros. EI lema de EUCLIDESes
consecuencia inmediata de esta representaci6n de d, como 10 hemos
vista en el numero 4. Esta es la demostraci6n original de EUCLIDES
para su lema.

8. Durante 2.000 afios la demostraci6n del teorema fundamen-
tal de la aritmetica, dada en el numero 3 y basada esencialmente
sobre el lema de EUCLIDES,era la unica. Esta demostraci6n es suma-
mente importante porque, como ya 10 hem os observado, se puede.
aplicar en muchas otras circunstancias. Sin embargo, es interesante
ver ahora una .demostraci6n que no presupone el conocimiento del
lema de EUCLIDES,y que fue dada en el siglo XX. por ERNESTOZER-
MEW. Esta demostraci6n conduce quiz as mas rapidarnente al teo-
rema fundamental. .

Tenernos que demostrar que, prescindiendo del orden, un nu-
mero entero n > 1 se puede escribir s610 de una manera como pro-
ducto de nurneros primos (cf. p. 32.). Haremos otra vez la demos-
traci6n por inducci6n completa segun el numero n. Para n = 1 rio
hay nada que demostrar. Supongarnos que el teorerna sea valido
para n = 1, 2, ... , m - 1. Si m es un numero primo no hay nada
que demostrar. Si m no es primo, tiene un factor primo Pl * (cf.
p. 31) y se puede escribir m = PI s, donde 1 ~ s ~ m - 1 y enton-

* p se llama factor prime de 11, si p es Ull numero prime que divide a 11 (por-
que enronces figura como factor ell la descomposici6n de 11).
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ces, por la hip6tesis de inducci6n, s se escribe de una manera urnca
en la forma s = P2 P3 ... t» , donde P2, P3, .... , P I, son numeros
primos. Supongamos ahora que m admita otra descomposici6n en
numeros primos m = ql q2 qt· Entonces PI es diferente de cada
uno de los nurneros qi, q2, , ql' En efecto si fuera PI = qi, de
m = PIS = ql q2 ... q I obtendriamos que s es igual al producto de
los nurneros primos ql, q2, ... , qi-l> q i + I' ... ,ql . Pero la descom-
posici6n de s es unica, entonces estos ultimos numeros primos sedan
los mismos que P2, P3, ... , P k • Asi la descomposici6n m = ql q2 ...
ql seria la misma que m = PI P2 ... Pk

Como PI =t ql, evidentemente tenemos el derecho de suponer
gue PI < ql' Sea m = qlt, donde t = q2 q3 ... qt. Sea

m' -, m ~ p, t = {
PI (s - t)
(ql - PI)t.

Puesto que ql > PI> m' es un numero entero positivo y m' < rn,
Los nurneros s - t, ql - PI' t son tarnbien numeros enteros inferio-
res a rn , y por la hip6tesis de inducci6n tienen entonces descornpo-
siciones unicas en nurneros primos. De la representaci6n m' =
= PI (s - t) se ve que PI debe ser factor primo de m' Luego de la re-
presentaci6n m' = (ql - PI)t se ve que PI debe ser factor primo
de ql - PI 0 de t. Pero ya hemos visto anteriormente que PI es di-
ferente de los factores primos qs, q3, "" ql de t. Entonces PII
.(q] - PI)' Como PI I PI' vemos que PI I ql' Puesto que 1 < PI < qi
y que ql es primo, esto es imposible, entonces la hipotesis de que
m se puede descomponer de dos maneras diferentes en numeros
primos, conduce a una contradicci6n y esta contradicci6n demuestra
el teorema.

La demostraci6n precedente utiliza muy habilmente el hecho
de que el lema de EUCLIDESes, por su parte, consecuencia del teo-
rema fundamental de la aritrnetica. En efecto (a, b) = 1 quiere
decir que a y b no tienen factor primo cornun. Si albe, todos los fac-
tores primos de a 10 son tarnbien de be. Pero como no pueden ser
de b, 10 son de e, es decir ale- Cuando la demostraci6n precedente
concluye de PI I (ql - PI)t que PI I (qi - PI) 0 PI It, utiliza el
hecho de que el teorema fundamental ya se supone valido para
nurneros enteros positivos inferiores a m, es decir que en realidad
ellema de EUCLIDESse considera verdadero para numeros bye cuyo
producto es inferior a m.
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