NUMEROS PRIMOS II.
Por J. HorvATH.

4. En el ntmero anterior dedujimos el teorema fundamental de
la aritmética del lema de EucLipes. En este nimero y en el nGmero
7. daremos otras dos demostraciones de este lema; la razon de esto
es que en las demostraciones dadas en el namero 2. (pp- 28-30)
utilizamos ntmeros fraccionarios (por lo menos en escritura; cf.
la observacién de la pagina 29) y es natural exigir que un teorema
tan sencillo sobre nmeros enteros se demuestre utilizando tunica-
mente ntmeros enteros. Las ideas sobre las cuales serin basadas
estas demostraciones se aplican también en muchas otras cuestiones
de la Teoria de Ntimeros y del Algebra como por ejemplo en la des-
composiciéon de un polinomio en producto de “polinomios primos”
(véase p. ej., van DER WaERDEN, Algebra Moderna, §§ 18, 19, 23).

Sean @ y b dos nimeros enteros, que no son ambos iguales a
cero. Llamemos M al conjunto de todos los nimeros de la forma
ax + by, en donde x e y son ntimeros enteros arbitrarios (positi-
vos, negativos o nulos). El nimero a pertenece a M, puesto que
podemos escribir a = a.1 + 4.0, es decir a es de la forma ax + by
conx =19y =0. Pomendo x = O y = 1seve que b también per-
tenece a M De 1
lo tanto |a| y |4 pertenecen también a M.

Si dos niimeros pertenecen a M, entonces su suma y su diferen-
cia también pertenecen a M. En efecto, sean ax + by, ax” + by’ dos
ntmeros de M, escribiendo

(ax + by) + (ax' + by")= a(x + &) + b(y + ),
(ax — by) — (ax’ + by")=a(x — ') + b(y — V"),
se ve inmediatamente la afirmacién, puesto que x + x/, y + y/,

’ / /7
x — «’, y — y" son ntmeros enteros. El producto de un nimero de
M por un nimero entero arbitrario pertenece a M. Sea en efecto
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ax + by un namero de M y z un namero entero cualquiera. En-
tonces

o (ax + by) = a(ex) + b(zy),

y es obvio que este Gltimo pertenece a M, puesto que zx y 2y son
nameros enteros.

El conjunto M contiene ntmeros positivos, por ejemplo a| o
b/, Entonces por la propiedad A. de los ntmeros enteros (p. 24.)
entre los nimeros positivos pertenecientes a M existe uno inferior
a todos los demds. Llamemos este nimero 4,. Vamos a mostrar,
ahora, que cada nimero que pertenece a M es un multiplo de d..
Por lo que hemos visto arriba, cada multiplo de &, pertenece a M,
entonces resultard que M no es otra cosa que el conjunto de todos
los multiplos de d,.

Sea, pues, » un elemento de M. Por el teorema de la divisién
con residuo (p. 26.) podemos escribir » = d,g + r, donde 0 <
< r < d,. Por las propiedades de M expuestas arriba vemos que 4,4
y r = n — d,q pertenecen a M. Siendo por definicién 4 el menor
namero positivo de M, resulta que r es necesariamente igual a cero,
es decir que n = d,q, n es multiplo de 4.

Generalizando el concepto del maximo comun divisor de dos
ntmeros (p. 27.), vamos a introducir el concepto del maximo co-
mun divisor de un conjunto arbitrario de nmeros enteros. Consi-
deremos entonces un conjunto de nimeros enteros, entre los cuales
hay por lo menos un nimero, llamémoslo ¢, diferente de cero. El
ntmero entero positivo 1 divide a todos los nameros del conjun-
to, por el teorema 4 (p. 26.). Por otro lado cada ntimero que divide
a todos los nimeros del conjunto, y cual por lo tanto divide a ¢,
debe ser en valor absoluto inferior a ¢/ por el teorema 15 (p. 26.).
Existe entonces por la propiedad B. de los ndmeros enteros un nu-
mero entero positivo que divide a todos los nimeros del conjunto y
es mas grande que cualquier otro niimero entero con la misma pro-
piedad. Este nlimero se llamar4 el maximo comun divisor de los ni-
meros del conjunto.

De acuerdo con esta definicidn, se ve que &, es ¢l maximo co-
mun divisor de los ntimeros del conjunto M. En efecto vimos que
d, es divisor de cada nimero de M, y es claro que no hay niimero
més grande con esta propiedad, ya que no hay ntimero superior a
d, que divida a d,, en virtud del teorema 15 (p. 26.) puesto que 4
es positivo.
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Sea ahera d — (a, ) el miximo coman divisor de los nimeros
enteros @ y b . d es también el maximo comun divisor de los nu-
meros de M. En efecto d divide a todos los nimeros de la forma
ax -+ by por el teorema 12. (p. 26.) y no hay nimero mas grande
que haga esto, ya que no hay ntimero mas grande que 4 que di-
vida a @ y a & (por la definicion de d; se recuerda aqui que a2 y b
pertenecen a M).

Asi, d y d, son ambos el maximo comun divisor de M, luego
d = d,. Como d, pertenece a M (fué definido como el nimero po-
sitivo mds pequeiio que pertenece a M) es de la forma ax -+ by.
Hemos obtenido, pues, el resultado importante de que s d = (a, b),
siempre existen dos nidmeros enteros X e vy, tales que d = ax + by.
En particular sz a y b son primos relativos, es decir si (a, b) =1,
existen dos nidimeros enteros X ey, tales que 1 = ax + by.

De este ultimo se deduce facilmente el
Lema pE Euciies. Sez a # 0. Si (a, b) = 1 y a be, entonces ac.

En virtud de la hipétesis (a, b) = 1 existen dos nimeros en-
teros con los cuales 1 = ax 4 by o sea (ac)x + (bc)y — ¢. Como
evidentemente «/ac y por hipétesis a|bc, resulta, por el teorema 12
(p- 26.), que a c. q. e. d.

5. De la representacién de d = (a, b) en la forma d = ax + by
se pueden deducir otra vez facilmente las propiedades del maximo
comtn divisor y del minimo comn multiplo (cf. pp. 28-29.).

Sean a y b dos nitmeros enteros que no son ambos iguales a cero
y sea d = (a, b). Entonces, cada divisor comin f de a y de b divide
a d. (Cf. Lema 2, (i), p. 28.). Como d = ax + by (x, y nimeros
enteros), fla f b, la proposicién resulta del teorema 12 (p. 26.).

Sean a y b dos ndmeros enteros que no son ambos iguales a
cero y sea c un ndmero entero diferente de cero. Entonces (a,b)|c, =
= (ac, bc) (cf. Lemas 3y 4, p. 29.). Sea d = (a, b), existen dos nu-
meros enteros x ¢ y tales que d = ax + by, luego c(a, b) =
= acx + bcy. Si llamamos M’ el conjunto de todos los nimeros
de la forma acu + bcv, donde u y v scn ntimeros enteros arbitrarios,
las consideraciones del nimero precedente muestran que los nime-
ros que pertenecen a M’ son precisamente los multiplos de (ac, bc).
Entonces, puesto que ¢(a, b) pertenece a M, (ac, be) | c(a, b).

Por otro lado como (a, b) a y (a, b) | b, el teorema 7 (p. 26.)
implica que ¢(a, ) |acy c(a, b) | be. Luego por la proposicion pre-
cedente c(a, b) | (ac, bc) y en virtud del teorema 13 (p. 26.)
c(a, b) = == (ac, bc). Como (a, b) > 0, (ac, be) > 0, de la Gltima
igualdad sigue ¢ (a, b) = (ac, bc). q. e. d.
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Observemos que de esta Gltima proposicién resulta otra vez el
lema de EucLigs. En. efecto si (a, #) = 1, entonces (ac, bc) = c|.
De alac y de albe sigue a (ac, be) es decir ac.

A pesar de nuestra promesa inicial de no emplear sino nameros
enteros, nos permitimos en la demostracién que viene a continua-
cién, usar la escritura de nimeros fraccionarios. El lector podra,
como ejercicio, transformarla en otra en que las fracciones se evitan

aun en la escritura.

Sean a y b dos ndmeros enteros diferentes de cero. Sea d = (a, b)
y m = [a, bl. Entonces dm = ab| (cf. Lema 2, (1), p. 28.). Por
la proposicién precedente

d = (a,) =(£d. d, _g.d):(l’ ,ﬁ> d,

es decir (Z,> i) =1y (a_;n_ ) bd_m> = m. Como a/m y b|m, del

b

m .
“== y entonces por la pri-

d

am ab

teorema 7. (p. 26.) sigue —a—b~

d |

4 "’ -d

—_— , ab " a
mera proposicion de este numero 7 m. Por otro lado « -

y b '%b (teorema 11, p. 26.), entonces en virtud del lema 1. (p.

ab

28.) m = Del teorema 13 (p. 26.) resulta que m = =* 7"

es decir que md = |ab|.
q. e d

6. El teorema fundamental de la aritmética nos da un método
cémodo para determinar el maximo comun divisor y el minimo
comtn multiplo de varios nimeros.

Sean @ y b dos nimeros enteros. Para encontrar (4, &) podemos
suponer que 2 == 1 y & = 1. De hecho, si por ejemplo & = 0, en-
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tonces @ # 0y (a, b) = |a|. Ademis, por la relacion evidente
(lal, b)) = (a, b), si ay b son ambos diferentes de cero, la bsque-
da de su maximo comtn divisor se reduce a la basqueda del maximo
comtn divisor de dos ntimeros superiores ¢ iguales a 1.

Escribamos, ahora, los dos nimeros @ y 4 como productos de
potencias de ntmeros primos. Admitiendo la convencién usual de
que un namero diferente de cero a la potencia cero es la unidad,
se puede lograr que en los dos productos figuren los mismos nd-
meros primos como bases:

a=prpe . p (0, 20,4, 20, 0 2 0)
*
b=pt pt .. .pbs (g, = 0,8, >0,...,8=0)

Asi por ejemplo

1638 =2 X 3* X7 X 13=2X 3F X5 X7X13,
2000 =22 X 3% PR T=22 X3 K5 X7 X 13

Para que b divida a a es necesario y suficiente que se cumplan las
relaciones a; > By, a2 == Poy ...,y ax = P

Si estas relaciones se cumplen, entonces

g:plﬂx—ﬂxp;kz-ﬂz . p;u—[}x

es un nimero entero y g = a, es decir bla. Inversamente si ba es
decir si bg = a (g entero), por el teorema fundamental de la arit-
mética cada divisor de &, que es una potencia de un niimero primo,
debe dividir también a @ (porque de otra manera obtendriamos dos
descomposiciones diferentes de @ en niimeros primos). Esto demues-
tra inmediatamente las desigualdades a; = Bi, a2 = B, ...
Ok 2 Bl\'.

Siendo # y v dos nimeros enteros, denotaremos por min (u, v)
el menor de los ndmeros # y ». Es evidente que min (u, v) < u,
min (u, v) < vy que min (u, v) es el nlmero entero mas grande
que tenga esta propiedad.

Siendo siempre @ y 4 dos nlimeros enteros, @ = 1, b > 1, escritos
en la forma (*), sean y1 = min (a1, B1), v» = min (as, B2), ...,
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vy = min (ax, Bx). Entonces e/ mdximo comin divisor de a 'y de
b es igual a

YV
K

5 d=p py ...

En efecto por la proposicion precedente d divide a @y a by es
claro que no hay nimero mas grande que haga lo mismo. Asi por
ejemplo

(1.638,2.100) =2 X 3 X 5° X 7 X 13°* = 42.

De la misma manera se puede determinar el maximo comin
divisor de varios nGmeros; dejaremos los detalles al lector como
ejercicio.

Siendo # y v dos nimeros enteros, denotaremos por max (u, v)
el mayor de los dos niimeros # y v. Es evidente que # < max (u, v),
v < max (u,v) y que max (u,v) es el nimero entero mas pequeiio
que tenga esta propiedad. Ademas tenemos la igualdad obvia

max (u, v) + min (u,v) = u + v.

El minimo coman multiplo m = [a, b] es ahora

_ ab_prpr.. pepbpt. . p

d P PR, P B

— plﬂﬁﬁv')’x p;tz‘ﬂr?’z P,‘(lx’erA‘)’x.

Poniendo 8 = max (a1, B:), 8: = max (as, B2), ..., O — max
(ay , B« ), vemos entonces que

' w = Pl i,
Ejemplo:
[1.638, 2.100] = 2* X 3* X 5° X 7 X 13 = 81.900.

Ejercicio: iCémo se define el minimo comtin multiplo de un
conjunto finito de nimeros enteros, diferentes de cero? ¢Por qué no
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se puede definir el minimo comdn mltiplo de un conjunto infi-
nito de nimeros enteros? Extender el método expuesto en esta sec-
cién a la determinacién del minimo comn mdaltiplo de varios
nameros.

7. En el nimero precedente hemos determinado el maximo co-
mun divisor de dos nimeros utilizando sus descomposiciones en
ntmeros primos. Pero podemos obtener el mismo resultado sin
ellas, por un procedimiento que se llama el algoritmo de Euclides
y que muchas veces da el resultado mas ripidamente. Este algorit-
mo tiene también un interés teérico, pues nos conducird a una
nueva demostracion del lema de EucLIpEs.

En este niimero también podemos suponer que @ = 1, & = 1.
Sea por ejemplo a > b, entonces por el teorema de la divisién con
residuo @ = bg + r,0 < r < b. Tenemos que (a, b) = (b, r).
Esta afirmacién sera ev1dente si tenemos en cuenta que cada divisor
comtn de @ y de & divide a r, es decir, es divisor comtn de &y de r,
e inversamente cada divisor de & y de r divide a 4, es decir es divi-
sor comtn de @ y de . '

Pongamos ahora « = a,, & = a, y hagamos sucesivamente las
divisiones
a = g, a + as 0 £ as Kty
ﬂzzqzﬂ:=+ﬂ4 O<a4<a:;
as — gs ay -+ a; O<ﬂ3<a4
Como a, > a» > a3 > a, > ..., después de un ntmero finito

de pasos debemos llegar a una division que da el residuo cero.
Sea
ai_1— 4i_14i

Entonces por la observacién precedente

(a1, a2) = (a., @) = (a3, a) = ...
=(a,_pa;)=(a,;,0)=a
Es decir el mdximo divisor comin (a, b) es el dltimo residuo
diferente de cero en la cadena de divisiones. Por ejemplo poniendo

a = 2.100, b = 1.638, los residuos sucesivos seran 462, 252, 210, 42,
0. Entonces (2.100, 1.638) = 42.
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De las ecuaciones

a, = qa» + a
ai_o= gi_» @;_4 + a;,
se pueden eliminar sucesivamente los nimeros &,_,, @;_, ..., @4, d3.

En efecto

B = Gy — Qs Biy = Qi —Gos (15— Gis G1n)
=a. (1+q. ¢.)—a.; ¢,
a=(a. —q.a,)1+q.,.q.)—a. qg.,=
=a. (1+q. g.)—a. (g, Tq.+q. q.q.),

etc. Finalmente llegaremos a una expresién de la forma
a; = mx + asy, es decir d = ax + by,

en donde x e y son nameros enteros. El lema de EucLies es
consecuencia inmediata de esta representacion de o, como lo hemos
visto en el nimero 4. Esta es la demostracion original de EucLipes
para su lema.

8. Durante 2.000 afios la demostraciéon del teorema fundamen-
tal de la aritmética, dada en el ntimero 3 y basada esencialmente
sobre el lema de EucLipgs, era la Gnica. Esta demostracién es suma-
mente importante porque, como ya lo hemos observado, se puede
aplicar en muchas otras circunstancias. Sin embargo, es interesante
ver ahora una demostracién que no presupone el conocimiento del
lema de EucLipes, y que fue dada en el siglo XX. por ErNEsTO ZER-
MEeLo. Esta demostracién conduce quizds mas rapidamente al teo-
rema fundamental.

Tenemos que demostrar que, prescindiendo del orden, un na-
mero entero 7 > 1 se puede escribir sélo de una manera como pro-
ducto de ndmeros primos (cf. p. 32) Haremos otra vez la demos-
tracién por induccién completa segiin el ndmero »#. Para # = 1 no
hay nada que demostrar. Supongamos que el teorema sea valido
paran = 1,2, ..., m — 1. Si m es un nimero primo no hay nada
que demostrar. Si m no es primo, tiene un factor primo p; * (cf.
p- 31) y se puede escribir m = p, 5, donde 1 << s <X m — 1 y enton-

* p se llama factor primo de 7, si p es un ndmero primo que divide a n (por-
que entonces figura como factor en la descomposicion de »).
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ces, por la hipétesis de induccidn, s se escribe de una manera Gnica
en la forma s = po ps ... px, donde ps, ps, . .. ., pi son nameros
primos. Supongamos ahora que 2 admita otra descomposicién en
nimeros primos m = ¢, g . . . 4, . Entonces p1 es diferente de cada
uno de los nimeros g1, g, -- -, ¢, En efecto si fuera p; = g, de
m = pi§ = g1 g --. ¢, obtendriamos que s es igual al producto de
los NGMeros primos i, Gy - - «» §i—1, g1 +15 - - - » @1 - Pero la descom-
posicién de s es Gnica, entonces estos Gltimos nimeros primos serian
los Mismos que po, Py - - -, P - Asi la descomposicion m = g, g5 . ..
g, seria la misma que m = p, po . . . px

Como p; # g, evidentemente tenemos el derecho de suponer
que p; < ¢,.Seam = g,¢,donde £ = g2 g5 . .. 1. Sea

P (s—1)
(. — po)t.

m =m—pt=
Puesto que g, > p1, m’ es un nlimero entero positivo y m’ < m.
Los ntimeros s — ¢, g, — p», ¢ son también nimeros enteros inferio-
res a m, y por la hipétesis de induccién tienen entonces descompo-
siciones tnicas en ntmeros primos. De la representacion m’ =
= p, (s — 1) se ve que p; debe ser factor primo de 7" Luego de la re-
presentacién m” = (g, — p1)t se ve que p; debe ser factor primo
de g, — p, o de 2. Pero ya hemos visto anteriormente que p1 es di-
ferente de los factores primos g, g .-., g1 de 2. Entonces P/
(g, — p1). Como p1 | py, vemos que p, g1. Puesto que 1 < p1 < g1
y que ¢, es primo, esto es imposible, entonces la hipdtesis de que
m se puede descomponer de dos maneras diferentes en nimeros
primos, conduce a una contradiccién y esta contradiccion demuestra

el teorema.

La demostraciéon precedente utiliza muy habilmente el hecho
de que el lema de EucLibes es, por su parte, consecuencia del teo-
rema fundamental de la aritmética. En efecto (a4, ) = 1 quiere
decir que @ y b no tienen factor primo comin. Si @ bc, todos los fac-
tores primos de a lo son también de be. Pero como no pueden ser
de b4, 1o son de ¢, es decir @/c. Cuando la demostracién precedente
concluye de py | (g1 — p1)t que py | (g1 — p1) o p1 ¢, utiliza el
hecho de que el teorema fundamental ya se supone valido para
nmeros enteros positivos inferiores a m, es decir que en realidad
el lema de EucrLipes se considera verdadero para nimeros & y ¢ cuyo
producto es inferior a m.
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