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EL RETICULO DE LAS LOGICAS DE PRIMER ORDEN
CON CUANTIFICADORES CARDINALES

por

Luis Jaime CORREDOR

ABSTRACT. Associate to everg class S of car-
dinals a quantifier QS so that Q°x¢(x) holds just
in case the number of individuals satisfying ¢(x)
is a cardinal belonging to S. This includes the
well know cardinal quantifiers Qy. We give a sim-
ple combinatorial condition on the classes S and
S' necessary and sufficient to have

L (@8 1.

A similar result is shown for logics generated by
families of such quantifiers. Some applications
follow; for example, it is shown that if nw de-
notes the set of multiples of the natural number
n, then Ly,y(Q™W) & L, (Q™) if and only if n di-
vides m. Also, we construct infinite descending
chains of logics.

* Este trabajo se basa en la tesis de Magister del autor,
Universidad de los Andes, Bogota, 1983, realizada bajo
la direccidn del Profesor X. Caicedo.



INTRODUCCION. Parte del trabajo desarrollado en ldgica

en los Ultimos afios ha estado orientado al estudio de exten-
siones de la lbgica de predicados de primer orden, Lixs* Exis-
ten dos tipos principales de extensiones que son: las infini-
tisticas las cuales se obtienen de L,,, permitiendo conjuncio-
nes y disyunciones infinitas, y las 1ldgicas que se obtienen
al adjuntar a Ly, nuevos cuantificadores, introducidos por
primera vez por Mostowski en [M] y Lindstrom en [Ll].

La familia de 1dgicas que consideraremos en el presern-
te trabajo seran las extensiones de L, que resultan al ad-
juntar a ésta un cierto tipo de cuantificadores moniddicos
(ésto es, que ligan sdlamente una variable) los cuales deno-
taremos por QS, donde S es una subclase cualquiera de la cla-
se de los cardinales. La semantica para QS sera la siguiente:

Si OL es una estructura,
a = QSX¢(x) si y sblo si Card({a=A|d k&= ¢[a]}) « s.

En la seccidn 1 precisamos las nociones fundamentales y hace-
mos algunas observaciones sobre las ldgicas en consideracidn.
En la seccidn 2 damos una condicidn puramente conjuntista y
aritmética entre las clases S, que nos permite determinar c&-
mo se relacionan las ldgicas correspondientes, wa(QS), con
respecto a su poder expresivo. Finalmente en la seccidn 3 da-
mos algunas aplicaciones concretas de esta caracterizacidn.
Probamos, por ejemplo, que si nw denota el conjunto de los

multiplos de n,entonces para n y m naturales, m # 0, se tie-

nw . , : g
ne wa(Q ) £ wa(Qmw) si y sdlo si n divide a m. Mostramos
ademé&s la existencia de cadenas descendentes infinitas de 16-

gicas, con respecto a su poder expresivo.

Agradecemos al Profesor Xavier Caicedo por sus valiosas
sugerencias y ayuda durante la preparacidn y revisidn de es-

te trabajo.

2



§1. NOCIONES PRELIMINARES.

1.1. Definiciones. Una 1ldgica L consta esencialmente de

una sintaxis y una semantica. La sintaxis es una familia de
sentencias L;, para cada tipo T y la semantica, que usual-
mente se denota por k=, es una relacidn entre estructuras y
sentencias del mismo tipo, la cual intuitivamente define la
verdad. Ver la definici®n, completa en [Bl] o [Fl]. Para ca-
da tipo de estructura T sea EstT la clase de las estructu-

ras de tipo T.

DEFINICION 1.1.1. a) Si L es una ldgica y ¢ €L
sea MOdT,L(q’) :=. {A eEstTlal =o}.

b) Si L y L' son lbdgicas dadas, ¢ E’LT vy ¢' L'T,
decimos que ¢.eq. ¢' si MOdT,L(¢) = MOdT,L'(¢')'

c) L es una subffgica de L', o L' extiende a L, en
simbolos L ¢ L', si para cada ¢ €:LT existe ¢' € L'T tal
que $ .eq.¢'. L < L' si L < L' pero L' £ L.

d) L es equivalente a L', en simbolos L = L', si
L<L'yL'<L.

e) Una clase de estructuras de tipo T, H, es ele-

mental en L, si existe ¢ € Lt tal que H = ModT L(q;).
b

DEFINICION 1.1.2. Denotaremos por K la clase de
(1)

los cardinales Para cada subclase R de KXK, definimos

wa(QR) como la extensidn de L, que se obtiene al adjumtar
> o e R .

a ésta el nuevo simbolo de cuantificador Q , el cual sin-

tacticamente se trata como ¥ © 3, y cuyo significado es el

(1) Utilizaremos muy superficialmente una teoria de clases
de clases.



siguiente: Para una estructura O, una formula ¢(x,y1,...

1 a,,...,a_de A:
yn) y elementos 5 s

1
a = QRXq)(x)[al,...,an] siy sblo si (m,m) R,

donde

Card({a €A|0l = (b[a,al,...,an]})

..,an]}).

s
1"

Card({a € Al = 1¢[a,a

=
1"

1°°

Decimos que QR es el cuantd f{cador asociado a R. Es-
tos son, esencialmente, los cuantificadores generalizados
definidos por Mostowski en [M]. Los cuantificadores 3 y V¥,
por ejemplo, son los asociados a las clases (K-{0})xK vy
Kkx{0}, respectivamente, y los Qy > ampliamente estudiados
(ver el capitulo 13 de [BS]), corresponden a los cuantifi-
cadores asociados a las clases {k e:Kl k > wa}XK, donde o

es un ordinal.

> S . ;
1.2. Las logicas Luw (Q7) . Los cuantificadores que conside-
raremos seran los asociados a las clases de la forma SXK,

donde S es una clase de cardinales. Los denotaremos simple-

=

mente por QS. Es claro que para una estructura A :

Ol k= QSX¢(X) si y sdlo si el confunto de verdad de ¢(x) en
0, {aeA|d k= ¢[a]}, tiene por cardinal un elemento de S.
Por tal razdn la llamaremos cuantificadores cardinales. Es-
tos incluyen al cuantificador 3 y a los Q.

Denotaremos por L,(Q l) a la 1ldgica que resul-

i€l
ta de adjuntar a Ly 1@ familia de cuantificadores
S.
{0 ]| i €I}, donde los Si son subclases de K. La sintdxis
NP S3 " _
y la semantica de wa(Q )i€I se definen de la manera ob

via.



Para mostrar que wa(QS') < wa(QS), es suficiente
encontrar para cada formula de la forma QS'X¢(X) de wa(QS'%
una foérmula equivalente 6(...,¢,...) en wa(QS,QS')T, en la
cual QS' ocurra sdlo en la subfdrmula ¢. Pues es claro que
podemos suponer, por induccidn en formulas, que $eq.

) e:wa(QS), y asi QS'X ¢ .eq. 6(...$...) e:wa(QS).

OBSERVACIONES. a) S{ S consta de §initos ndmeros
naturales, esto es S = {nl,...,nk} cw, entonces
Lygy = wa(QS). En efecto, la formula QSX¢(X) de wa(QS), es
definible en L por la formula 3:nx¢(x)v...v3znkx¢(x),

donde 3:nx¢(x) abrevia:

Ix. ... 3x (A
1 n i(j

n n
(x; # Xj)/\iélq)(xi)/\VX(q’(X) 2 'V1(x =%x:))).

l:
b) S& S es un subconjunto infinito del conjunto de
nimenros naturales w, me(QS) es una extensdidn propia de

wa.
Unica relacidn binaria R. Consideremos la clase de estruc-

En efecto, sea T = <R> el tipo que consiste de una

turas de tipo 1, H = {(A,R) | (A,R) = (w,<)}, donde w deno-
ta el conjunto de los naturales y < el orden usual. Es bien
conocido que, por compacidad, H no es elemental en L3 Pa-
ra ver que si lo es en wa(QS) tomemos la conjuncidn ¢ de
la sentencia de L, que expresa que R es un orden total es-
tricto con primero y sin 0ltimo elemento, y la sentencia
V¥x 3y (ny/\QSz(zRy)), que implica que todo segmento inicial
de R es finito. Es claro que H = ModT(¢) y por tanto H es
elemental en LwD(QS).

Como consecuencia de lo anterior también se obtiene

S » s .
que en este caso L,,(Q ) no satisface compacidad.



c) Sean S y S' subclases arbitrarnias de K. S{ La di-
ferencia simétrnica SAS' es un conjunto ginito de cardinales

.. _ S
finitos, entonces LW(QS) = wa(Q ). En efecto, sea

SxSt = {n nk} ¥ S'\§, = {m ..,m[’}. Para ver que
I.(M(Q ) < (Q° ) basta con notar que:
S S! £ “ms gl
Q0"xd(x) .eq. Q7 xP(x)A A T Ix L H(x)A Vix? ¢(x).
i=1 i=1

La otra inclusidn es semejante.

La condicidn anterior, sin embargo, no es necesa-
ria. Denotemos por 2w y 2w+l los conjuntos de los pares y

los impares, respectivamente. 2wA 2w+l = w es infinito pero

I ?w) = LW(QQ(Ml), pues

(Ah)( Q

QP b(x) Leq. Ix(D(x) A QU (H(yIAY # x))

0M%b(x) ceq. 1 Axdlx) wARBFE U (b man # %)), -

§2. CARACTERIZACION DE LA RELACION <.

2.1. El caso de un solo cuantificador. En esta sec-

cidn damos una condicidn puramente aritmética para S y S'

que determina cudndo L(m)(QS ) € Ly,Q0).

NOTACION 2.1.1. Si S es una subclase de K y reuw,

sea S+r = {atr | a € S}, donde si a es un cardinal infinito
a+r := a. Si n es un numero natural, denotamos con n el

. c
conjunto {r €w| 0 € r < n}. S~ denota el complemento de S



con respecto a la clase de todos los cardinales K, y la di-

ferencia entre clases la denotamos por \.

DEFINICION 2.1.2. a) Para r € w definimos la

relacidn Fi en Kxr de la forma siguiente: si a,b e K\r,
S . " .
aFrb si y sdlo si:(a-r) € S« (b-r) = S.

b) Para n « w definimos la relacidn fi en K\n por

\a?;b si y sdlo si:¥r (0SS Pr<n > aFib).

S o . .
Es claro que FP es una relacidn de equivalencia y
sdlo tiene dos clases de equivalencia en K\r que son S+r y
c a5 =S i i : :
S +r. Asl mismo, F  es también una relacidn de equivalencia;

mas aun, ?i = i} Fi y por tanto el numero de clases de
D - n+1

equivalencia de esta relacidn en Kx\n es a lo sumo 2 .

Ademdas, cada clase es de la forma Sz(O)ﬂ | Si(n), donde

f es una funcidén de n+l en {0,1} y para j = 0,...,n,

"
[IRN

. St < 503
gf(]) / S+j si ()
J s+ si  £(5)

1
o

A continuacidn probamos que la condicidn de que
S'\n sea la unidn de algunas de las clases de equivalencia
s 28 > ; ol
de la relacidn Fj para algln n es necesaria y suficiente

para que wa(QS') < wa(QS).

TEOREMA 2.1.1 (Suficiencia). S{ existe n € w
‘tal que S'~n es La unidn de algunas de Las clases de equiva-
Lencia de La nelacidn f‘i, entonces L ( QS ) < Lw('u(QS).

Demostracibén. Denotemos con U la unidn disyunta y



supongamos que S'\n = A1[JA?U a6 UAk donde cada A, para

1 < i <€ k,es una clase de equivalencia de la relacidn fn.
f.(0) fi(n)
n---ns

Entonces A. = S 1 donde f. es una fun-
1 e} n 1

cidén de n+1 en {0,1} y

n
[ERN

£:(9) S+j si fi(j)

1"
o

J sC+q si £.(3)

|
Sea ¢(x) una fdormula arbitraria en wa(QS ), de tipo T, en-

. Ai :
tonces es facil ver que Q "x¢(x) es equivalente a:

f:(0) D j S
[stcb(y)] * A A 1%, ,x. O\ (x_£%x A A\ o(x ) A Qy@(y)
j=1 ! Jpgm P07 pmr P
] £:(5 n-1 E
A NCTE ) A A 13 Pe0) (1)
p=1 p=o

donde para una formula Y, [W]l =Yy [w]o =y . Pero S' =
AlflA?U ! UAk|JF donde F = S'N n, entonces

o k As _
Q7 xP(x) .eq. Va lxd)(x) vV J;Zacb(x)
1=3 aer

y por (1), esta Gltima es equivalente a una fdormula en
S S S! . "
wa(Q ,Q7 ) , en la cual Q ocurre sdlo en la subformula

S S
Entonces L,,(Q" ) € Ly,(Q7). Q.E.D.

Antes de mostrar que la condicidn es necesaria da-

mos una definicidén y un par de lemas.

DEFINICION 2.1.3 Definimos en las formulas de

b‘_-
wa(Q J)jel una funcidn qr, por induccidn en su complejidad:



qr(¢) = 0 si ¢ es atdmica

qr(1¢) = qr(¢)

qr( ¢A ¥) = max(qr(¢),qr(y)) o

ar(3xd(x)) = qr(¥xd(x)) = qr(Q "xd(x)) = qr($)+1 .

qr(9) € w, y se llama el rango cuantigicador de ¢. Si n e w,

las formulas de rango cuantifica-

d Lt (°9)
enotamos por L Q 5€J

dor menor que n.

Dos estructuras Ol y ¥ son elementalmente equiva-
S .
3 ,
Lentes hasta nango n en L, (Q )jEJ’ en simbolos

n

o = %
D
P jed

S .
si satisfacen las mismas sentencias en L" (Q ]). .
ww jed

LEMA 2.1.2 Sean n <—:IN+, a y B cardinales mayonres
quen y O y L estrweturas de tipo T conwivernsos A y B de
cardinalidad o y B, nespectivamente, en donde todas Las re-
Laciones se Anterpretan como @, entonces

s n+2
aFnB¢=>OZ—ESIx.
wa(Q )
Demostrhacién. "=>" Probaremos por induccidn en r,

. r+1;..8
0 £ r £ n+tl, que si ¢(x1,...,xk) €L (Q7) con 0 £ k< ntlvr

y O y p son k-tuplas en Ak y Bk respectivamente tales que
onvop [i.e. la asignacidn o(i) »m~> p(i) constituye una bi-

yeccién], entonces

Ak dlo] <= & = ¢[o] -



Tomando r = ntl, k = 0y 0 y p como la tupla #, se despren-

de la afirmacidn
n+2

Ol ESI,.
wa(Q)

Para r = 0, 0 £ k € n+1, yd)fxl,...,xk)e P+:L(Q ), Yes

una formula atdmica y la afirmacidn es consecuencia trivial
de 0 v p. Supongamos la afirmacidn cierta para r < n+l,
usamos induccidn en fdormulas para probarla para r+l. Sea
pues w(xl,. o4 ’Xk) e &;2(Q ) con 0 £ k € nt1-(r+1) = n-r,
0y p k-tuplas en Ak y B, respectivamente, tales que 0 "V p.
Si y es atdmica la afirmacidn resulta trivialmente, lo mis-
mo que si es de la forma ¢ & dA¢' y la afirmacidn se supo-
ne para ¢ y ¢'. Los Unicos casos interesantes son los si-

guientes:

Caso 1. ¥ = 3x4q ¢(x, ..,xk,xk+1)

Entonces ¢ € L(T)Z)l\Q ) y 0 < ktl < ntl-r. Si @ k=y[o],

debe existir a € A tal que Ol k= ¢>|_O,a]. Pero 8 > n+l > nt+l-r
> k, luego existe b' € Bxp, donde p:= {p(i) l 13g0i & k)

Sea:

b' si a # o(i) Wi=1,...,k
p(3) 8i“a =g ()

entonces 0a v pb y por hipdtesis de induccidén b kE=¢ [p,b],
por tanto Ir k= \p[p] . E1 converso se prueba en forma seme-
jante.

Caso Il. y = ka+1¢(x Xy ¥y q)
Note de nuevo que ¢ € L +1(QS) y 0 £ k+1 € n+l-r.

Para probar que Ol k= w[o] =5 = lb[p] usaremos los siguien-
tes tres hechos:

(A) S{ a,a' € ANG  entonces d k= ¢ [o,a] <+ 0 = Cb[o,a'].

10



Para ver @sto, escoja b e B\p, entonces 0a v pb v ga'. Usan-
do dos veces la hipdtesis de induccidn se obtiene la equiva-

lencia deseada. Igualmente sib,b' € B\p, entonces:

I = ¢[p,b] b = ¢[p,b’].

(B) Existe a e ANC tal que O k= d)[o,a] si y sdlo si existe
b € Bxp tal que & k= ¢[p,b].

(C) ¥ =1,...,k. Ak ¢[o,0(5)]<=L = ¢[p,0(5)].

Las dos Ultimas afirmaciones salen de la prueba del caso 1.

Por (C) tenemos
[{a co|ad = dfo,a]}| = [{bep|b = d[p,b]}]. (%)

Llamemos a este cardinal t. Si no existe a e ANC tal que
@ k= ¢[o,a], por (B) tampoco existe b € B\p tal que

& = ¢[p,b] y estariamos listos pues (*) implicaria que
O = w[o]4=>£l=\p[p]. Supongamos ahora que existe a & A\p
tal que (O k&= d)[c,a] , por (B) existe b € B\p tal que

= ¢[p,b] y por (A) tendriamos que

(o-k)+t = a-(k-t),

l{ae:A |0Zl= ¢[O,a]}|

(B-k)+t

[{b €8 |2 = ¢[p,b]}] B-(k-t)

donde k-t € k € n-r € n. Pero (xfiB , luego a-(h-t) € S«
B-(k-t) « S y por tanto O k= w[o]%ir = w[p]

"&" Es facil ver que las sentencias ¢ Qi(x x),

¢1E3X(Q§,(y¢x)y¢'r A2 20 it #xJAQ(/\y#xD

2< r £ n son de rango cuant1f1cac1oggl menor que Nn+2.

i

Entonces Yr = 0,...,n a k= ¢, < B k= ¢r~' Pero. Y kE¢,&
Y-r € S. Entonces ¥r = 0,...,n (0-r € S«>B-r € S), ésto es

=S
OLFn B. "Q.E;D.
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Modificando ligeramente la demostracidn anterior,

obtenemos una para el siguiente lema.

LEMA 2.1.3. Sean ne N, a y B cardinales mayores
que n, O y & estructuras como en el Lema anterion, Y
{Sj | i € J} una gamilia de clases de cardinales, entonces:

. _Sj a n+2 i—
Vi e J(aF -B) < ——s——] .
Jo LO 2 ),
ww Jjed

Otra manera de demostrar el Lema 2.1.2, consiste en

probar que si a}—“nB entonces

@ ,0) S22 (#,03)

en el sentido de [CQ] , es decir, existe entre Ol y k un sis-
tema de "back-and-forth" con respecto al cuantificador QS,
con parametros <n,<>. De los resultados de [CQ] se despren-

n
de inmediatamente que Ol === ¥ Consideraciones analogas
1 166°)

valen para el Lema 2.1.3.

5)

TEOREMA 2.1.4 (Necesidad). S¢ L,(Q° )<L, (0
entonces existe n e w tal que S'\n es unldn de clases de
equivalencia de La relacdién Fi

Demosthacdbn. Demostramos la contrarreciproca, ésto
es, si

VnewJa,f(a,B > nAaa €S' AR ¢S'/\0L}_"ISIB)

A} Q
entonces L, QS ) £ LW(QO). Esto lo hacemos mostrando que
S'
la clase H = ModT(Q x(x = x)) = {0.7,|OZCES1:T y |A] s}
Q .
no es elemental en L, (Q ), cualquiera que sea el tipo T.

Sea n € w arbitrario, entonces por hipdtesis existen o,f



=S
cardinales tales que a,B > n, ae S', B &S' y aFnB. Sean
Cﬂn y I% estructuras de tipo T con An y Bn de cardinal a y
B, respectivamente, en donde todas las relaciones se inter-
pretan como @, entonces por el Lema 2.1.2
Oln:—::ﬁ;’)

Ln+2(QS)

wWw

: : S
osea d_y I satisfacen las mismas sentencias de L,,(Q”)

n n ww T
de rango cuantificacional menor que n+2. Pero CEn eH vy
iﬁl¢:H, por tanto ninguna sentencia con rango cuantificacio-
nal menor que n+2 caracteriza a H. Como n se tomd arbitrario

S 8!
en w, H no es elemental en wa(Q )T y por tanto L ,(Q" ) £
S
Law(Q). Q.E.D.

COROLARIO 2.1.5. QmﬁQS')S MwﬁQS)AL y solamen-

te A4, existe ne w tal que S'\n es La unibn de algunas cla-

" : g S5
ses de equivalencia de La relacibn Fa

2.2. Caracterizacion booleana de la relacion <,

el caso de varios cuantificadores. Veamos como el re-

sultado principal (Corolario 2.1.5) se puede expresar de ma-
nera muy sencilla y Util en términos de &dlgebras booleanas.
Para ésto exponemos antes, brevemente, algunas ideas basicas
de la teoria de algebras booleanas que necesitaremos en 1lo
subsiguiente.
Sea B = <B,v,A,c,0,1> un algebra booleana y A < B,

denotamos por <A>g la subdlgebra booleana de B generada por
A. Si es claro del contexto a que B nos referimos, abreviare-

mos <A>p con <A>. Los hechos siguientes son bien conocidos:

13



LEMA 2.2.1. Sea B = <B,v,A,%,0,1> un dlgebra boo-
Leana y A < B, entonces

n m

<> ={V A

i=1 j=1

F c
|n,mewy (aij A D a5 < A}

a;.
1]
Sea v una relacidn de congruencia en B. Si x e B,
denotamos la clase de equivalencia de x por [x]. Sea B/v el
dlgebra booleana cociente. Mas generalmente si A < B, sea

A/ = {[x] | x < A}.

LEMA 2.2.2. Sea B = <B,v,A,%,0,1> un dlgebra boo-
Leana y AcB. Sea v una relacién de conguencia en B, enton-
ces  <A>g .= <A/’\:>B/m, donde vy es La restrnicedibn de La

nelacidn v a <A>pg.
En lo que sigue identificaremos estas dos algebras.

Sea K la clase de los cardinales y P(K) el &lgebra
booleana de las subclases de K. Definamos v una relacidn en

P(X) de la forma siguiente: si A y B son subclases de K,
A~NVBsiysbdlosi AABcwy es finito.

Es claro que Vv es una relacidn de equivalencia. Para ver
que v es una congruencia, basta con notar que tanto
(AUC) A (BUD) como (AN C) A (BN D) son subclases de

(AAB)U(CAD) vy que AS A B = A A B.
Parane w y S < K, definamos Tr(S):= {S+n| newl.

S'
TEOREMA 2.2.3. wa(Q

44 [S'] € <Tr(S)>/n.

S "
) € L, (Q7) 8L y solamente

14



Demosthacion. ;2=> " Por el Teorema 2.1.4, existe

n ew tal que S'~n = |} A; donde 1las A; son clases de equi-
i=1

valen01a de la relacidon F, y por tanto, para cada i:

Ai = ﬂ S donde cada Sjl. es de la forma S+j o Sc+j. Como

S+j e <TP(S)> y S +] = (S+] )C\Em (s+3)¢ e <Tr(S)>, es cla-
ro que [Sj] € <Tr(S)>/v, y asi

2 k n : k h 5
(5] = [s~i]= [0 08} = V Als]] e
i1 j=o i=1j=1

""<=" Supongamos que [S'] € <Tr(S)»/v, entonces
S' v A donde A es combinacidn booleana de S+j1,. e S+j
Sea n 2 jl""’j tal que S' A Ac n, entonces A se puede
expresar como una forma normal disyuntiva: A = 1U1 jﬂoS]

donde cada Sjl. es S+j O (S+j)c. Sea

8. 20 gd| i85 = 44
=1 3 ]
S, =
J c ; i €
S +j sk ,.i8. = (S+j)
TR - B b o
y A = U [ S.. Como S. A S.<c j& n, tenemos que
_f}=¥ §=o e g
AAAchy por tanto S' A A c n. Entonces
_ T k T k n-1 5
S'an = Axn 21408¢ [} S\ = U(ﬂS ﬂ(S \n))
i=1 j=o i=1 j=o
Pero $'\n = §l, luego S'\n = U ﬁ iy y por el Corolario
n n =153150

S'
2.1.5 tenemos que L, (Q” ) < L,M(QS). Q.E.D.

|
COROLARIO 2.2.4. wa(QS ) < Lw(QS) 54 Y solamen-
te 84 <Tr(s')>/ €<Tr(S)>/v.
1 Q
Demostracdbn. "=>'" Supongamos LW(QS ) £ wa(QD) y

sea [A] € <Tr(S')>/Vv entonces por el Teorema 2.2.3 ,
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’ A S
wa(QA) & wa(QS ) y por tanto wa(Q )rE wa(Q ). Otra vez
por el teorema tenemos [A] e <Tr(S)>/nv y asi <Tr(S')>/v <
<Tr(S)>/v.
"<«=" Como [S'] e <Tr(S')>/v < <Tr(S)>/v, usando el
S S
teorema tenemos wa(Q ) < wa(Q Yo Q. E:D.

S')

COROLARIO 2.2.5. Lyy(Q Ly (Q¥) 84 y s6Lamen-

te 44 <Tr(S')>/nv = <Tr(S)>/~.

1
Resumiendo, si S = K, los S' tales que L (QS ) <

(Q ) son prec1samente los elementos de U<Tr(S)/> y los

S' tales que wa(Q ) = (Q ) son los elementos de este

conjunto para los cuales <Tr(S')>/v = <Tr(S)>/v.

EJEMPLO 2.2.6. Sea S = 2w entonces S+2 v S y por
tanto <Tr(2w)>/v = <[S], [S+1]>, es decir la siguiente alge-

bra booleana:

20+1, (20+1)S y (2w)€ dan légicas equivalentes a Lyy(Q7 ),

y@#, K, wy w" dan sublégicas estrictas: wa(Qb) = wa(QK)
W o c

Lw ¥ Law(Q ) = L@V ) = Lyy(Q)

El Teorema 2.2.3 se puede generalizar en la forma si-
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guiente:

TEOREMA 2.2.7. Sean {S'} i1 Y {s1}ieq familias

de subclases de La clase K. Enionc% Lyt Q%1 o
S 1
L@ j)ij 84 y sblamente s{ Vi e 1 [s!] e < U Tr(sj)>/%-

'
Demostnacion., " <=" Debemos mostrar que cada Q i s

i €I, es expresable en Luxn(Q j) Fijemos i entonces

Jed’ Lo

' |l
€ < < )> s i
[Sl.] jLJJTr(S]) /vy por tanto Si v S5 donde

CT
‘.ZDEH

u=1 v= 1
k,m € w y cada Auv es de la forma qjuv " S:ru\fauv con

«Jy a _ e w. En forma semejante a la demostracidn del

juv uv
Ayv
Teorema 2.1.1 se puede 1nterpretar cada Q por medio del
cuantlflcador‘ Q Juv y por tanto Q Si por medio de los cuan-
. &)l
tificadores Q K (§ 4J). Pero Sl n S, 5o entonces Q es ex-

presable en wa(le) (Q y 1 16"

"=>" Mostramos la contrarreciproca. Supongamos que
[S;] & < U TP(S )>/~ para algln i c I. Sea T un tipo pura-

mente rela01onal y sea H = Mod (Q x(x = x)) =

{UZCEst | |A| L Si}. Veamos que H no es elemental en
S5 iy
Lyw(Q ]) . Sea n natural, J' un subconjunto g§{nito de J
bt 'SJ
n jEJ' 1'1

Afirmacion. Existen a,B cardinales mayores o iguales
que n tales que O € Si, B & S; y a}:nB.

Por contradiccidn supongamos que:
- 1
va,8 (a,B > naa € S;A aFnB O - '--Si),

' v - . . . .
entonces Si\n es unidn finita de clases de equivalencia de
la relacidn Fn' Estas clases de equivalencia son de la for-

A A0 u u . :
ma C- = [] A, donde los A, son clases de equivalencia de

ok ] ' o .
=55 jed s n 3 3 ¢
F,” y por lo tanto Aj = t[] St’ donde Si es de la forma

17



S.+t B S5+t = (sj+t)c\£. Por lo tanto [A?] € <Tr(s)>/vy

B '
asi [Cu] = 1 [a¥) € < U Tr(s,)>A.Por ser S, v UcY tene-

, jed? " Jd jed! J i -

[Si] e < | 'Tr(Sj)>/N, lo cual esta en contradiccidn con
nuestra hipdtesis. Esto prueba la afirmacidn.

Sean ahora(ﬂn y ih estructuras de tipo T con An y
Bn de cardinal o y B respectivamente, en donde todas las

relaciones de T se interpretan por @, entonces por la afir-

macidn y el Lema 2.1.3,

n+2

a, =aEs & .

S n
Pero(ln eHy ir ¢ H, por lo tanto ninguna sentencia de

(Q ) e

teriza a H Como ny J' se tomaron arbltrarlos, H no es ele-

con rango cuantificacional menor que n+2 carac-

j ]
mental de Ly, (Q ) cg Y por tanto wa(Q ieI £ Lyw(Q )
QB D%

S! ;
COROLARIO 2.2.8. meuzl) 1S LMJQSJ%EJ 54 Y
5000 84 < U Tr(s )»>/nve < |J Tr(sj)>/m

1€l ]e
COROLARIO 2.2.9. L ( Si) = ( Sj) 1
Q —waQ jeJMy
s6Lo0 54 < | Tr(S >/ = < U Tr(S )>/%
. iel jed

§3. APLICACIONES.

Analizamos en esta seccidn algunos casos particula-
res, por ejemplo para S < w, cuando S es el conjunto nw de
miltiplos de un natural fijo n, o el conjunto P+n de tras-

lados de los primos por n.

18



DEFINICION 3.1. Sea S cw, S se llama regular
818 =F Y( U Al) donde m ew, F es un subconjunto finito
de wy paralcédalq 1$.i € m, A, = {ao+kni| k e w} es una
serie aritmética con a; y n; naturales; n, se llama el pe-

niodo de Ai'

LEMA 3.1. Sea Scw fregwlar y S' = S+t, t ew, en-
tonces Lw(QS) E wa(QS') i
Demostracibn. Supongamos que S = FlJ(.UlAi) donde
1=

. By i
F={r v}y A; = {a_tkn, | x = w}, agsn, € w.

1o
Obviamente QS' es expresable con ayuda de QS; pues

S' « <Tr(S)>. Por la regularidad de S tenemos que S es, sal-
vo finitos elementos, una unidn de trasladados de los con-
juntos Ai+t’ los cuales cubren casi todo S' (excepto por un
conjunto finito). Para cada i la constante de traslacidn
de Ai+t es n.-r., donde r. es el residuo de la divisidn de
t por n.. Sea ¢4 el cociente entero de esta divisidn, emnton-
ces es facil comprobar que:

m

Cxdlx) eq. V¥ A ThxeG) v V ( V a ‘ao+3“1x¢<x>)) v
i=1 i=1 j=o
nl-rl
v V (3% 5 eer 5Xn -4 A (xl;fx w A ¢(x )'\Q y(¢(y)
i=1 i<j j=1

BTy

AN G AR QED.

Notese que en la primera parte no se usd la regula-

ridad de S, luego vale que si S ¢ w es arbitrario y S' =

S+t, t € w, entonces Lm(QS') < LW(QS).

19



PROPOSICION 3.2. Sean S = {a_+kn | X € w}y
s' = {b_+kn' | k « w} donde a_,b_,n,n' AOVL numma/.s naturales
y n' # O, entonces A4 n d,cude an', (Q ) < (QS ).
Demostrnacidn. Supongamos que n' = cn con C e W,
c # 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que bo =
a , ya que, si por ejemplo b > ao, por el lema anterior
(Q ) me(QS ) donde 8' = S'+t para t = b a_, esto
8 = {a +kn' I k « w}. Entonces es ficil ver que S =
U (S'+in). Por el lema anterior tenemos que para toda
e 0,..use-1, Lyp(Q® ™) € Ly(Q®). Pero Qxd(x) .eq.
(.:\—/105'+inx¢(x), luego LW(QS) < Lw(QS'). Q.E.D.
iZo

COROLARIO 3.3. S{ S y S' son como en La proposd-
cibn y n = n', entonces LW(QS) = LW(QS').

COROLARIO 3.4. S{ n y m son naturales, m > 0 y
nw denota el conjunto de Los miltiplos de n, entonces AL

nlm (n divide a m), L,,(Q") < Ly,(Q™).

PROPOSICION 3.5. Sean n y m naturales mayonres
que cero entonces Ly, (Q" . g (Q ) 44 y 4620 54 n|m.

Demostracdbén. E1 corolario 3.4 nos da la suficien-
cia de la condicidn. Para mostrar que la condicidn es nece-

. nw
saria, suponemos que nfm y mostramos que wa(Q ) 7{

(Qm), para lo cual, segin el Teorema 2.1.4 basta con

mostrar:
Vkew}a,B[a,szl\nla/\ n]LBA Vr*(O\<r$k—>(m](a-r)**m](B—r)))] X

Sea k € w, tome a:= min{x e w | x 2 ky nlx} y B:= a+m, en-

tonces a,B > k, n|ay n*B. Ademads si r es tal que 0 £ r £ k,
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entonces m|a-r < m|(a-r)+m< m|B-r. Q.E.Dx

Tenemos entonces que
nw %3
L@ D |new , <>

; Lo + ¥ ’
es isomorfo al reticulo <w ,I> , donde w denota el conjun-
to de naturales sin el cero.

Para finalizar veamos algunos otros casos particu-

lares donde se aplica los resultados probados atras.

EJEMPLO 3.6.Sean m e w' y P el conjunto de Los
primos, entonces Lm(Qmw) Y Lum(QP) no son comparables.

mw P
En efecto, para ver que wa(Q ) £ wa(Q ) basta

mostrar que
vnew Ja,B(a,8>nAam|aam}B AYr((0< r<n) + (a-rePoB-reP))).

Sea ne wy sean py p' dos primos consecutivos tales que
pP'-p > n+m+2. Sea 0 ew tal que p+n < a < p' y m|a, tal
o existe ya que p'-(p+n) > m+2. Sea B = W, Entonces si r
es tal que 0 £ r < n, p<o-r<p'yB-r = Wq3 luego ni a-r
ni B-r son primos y esto implica que (a-r) € P+ (B-r) € P.

Para ver que wa(QP) X wa(Qmw) mostramos que

Vnewla,B(a,B2nAra€PABEPAYP((0< g n)>(m|a-rem|B-r))),

Seanewy sean py p' dos primos consecutivos tales que
pP>nyp'-p > mtl. Sean a:= p' y B:= a-m, entonces a,B > n,

Ot'EP, BEPya=RB (mdm) por tanto

¥Vr((0 € r < n) = (m|(a-r) < m|(B-r))).



2wU3w

EJEMPLO 3.7. Ly, (0°) < L (Q ).

En efecto, si hacemos S' = 2w y S = 2wU3w, es facil
ver que S'\2 es unidn de clases de equivalencia de la rela-

cidn f?’ pues
S'\2 = (SN S+1nS+2) U (sns+1n s+2).

Para ver que la inclusidn es estricta notemos simplemente
que con un argumento semejante al anterior se puede probar
que wa(Q3w) < wa(QQwUSw), y por tanto si tuvieramos
wa(Q2wU3w) < ng(QQw), por transitividad tendriamos
W

wa(QSw) < Ly,(Q"), lo cual contradice la Proposicidn 3.5.

EJEMPLO 3.8. Sea S = 3wU(3wt1l) v S' = (3wt1) U
(3w+2) entonces el Lema 3.1 se aplica y tenemos que

S, = S!'
Lo (Q7) = (@)

EJEMPLO 3.9. La nelacién < tlene cadenas descen-
dentes infinitas.

Sea P el conjunto de los primos, mostramos que
QMD(QP+1) < wa(QP). Por el Corolario 2.1.5, tenemos que
wa(QP+1) < wa(Qp). Para mostrar que wa(Qp) £ wa(QP+1)
usamos el mismo corolario. Sea n e wy escoja py p', pri-
mos consecutivos mayores que n tales que p'-p > n+l. Tome
o =p'yB=p'-1, entonces A, >n, a €P, B &P y es cla-
ro de la escogencia que af£+18. Entonces wa(QP) £
wa(QP+1). El argumento se repite en forma semejante para
mostrar que wa(QP+k+1) 3 wa(Qp+k). Luego {wa(QP+k)|k e w}

constituye una cadena infinita descendente,
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Es facil ver que en el caso en que S sea una sub-
clase de K tal que al menos uno de los conjuntos S[lw 0
s°N w sea infinito y tenga huecos arbitrariamente arriba y
arbitrariamente grandes, como es el caso de P, se puede pro-
S+k)|k w)

constituye una cadena infinita descendente, para el orden <.

bar en forma semejante a lo anterior que {L

EJEMPLO 3.10. S{ S y S' consisten s6Lo de cardi-
nales inginitos y s' # ¢ entonces T, (Q%) € Ly, (Q%) 44 y
46L0 84 S = S'.

Esto es consecuencia del Teorema 2.2.3, pues en es-
te caso Tr(S) = {S} y por tanto el algebra booleana

<Tr(S)>/Vv es la siguiente:

/\

[s] [s€]

B

y dada la forma de S', S' [S]. Pero ni S ni S' tienen car-
dinales finitos luego S' = S. Como consecuencia se tiene que
las 1ldgicas wa(Qa) no son comparables entre si. Usando el

Teorema 2.2.7, se puede probar algo mas general, ésto es que
para o ordinal, wa(Qa) K wa(QB)BGZOn\{a}’ donde On denota

la clase de los ordinales.

. 3 Si
Obviamente las ldgicas de la forma Ly,(Q /i e 1)
forman un reticulo y sus &tomos son de la forma wa(QS).

Damos en seguida una caracterizacidon de dichos Atomos.
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PROPOSICION 3.11. L (Q°) es un &tomo 84 y soda-
mente 54 S (0 s€) tiene candinales inginitos y a Lo sumo §4-
nitos cardinales kinditos.

Demosthacddn. La conclusidn de la proposicidn se

puede expresar como S v S' o s€ n S' donde S' # § y solo

. . 6 s s . s S
tiene cardinales infinitos.Bajo esta hipdtesis, wa(Q )

\l
wa(QD ) y <Tr(S')>/n = <[S']> es el algebra boleana de cua-
tro elementos, pues S' % g, K por tener, y sdlo tener, car-
dinales infinitos, por lo tanto la Gnica sublégica propia

g

de wa(QS') es Ly, QK) = wa(Q ) = Ly, Supongamos ahora
que S ¥ S'y s® o S' para todo S' # # que solo contenga
cardinales infinitos y ademas wa(QS) > L,,» entonces SNwy
s®Nw deben ser infinitos. Si, por ejemplo, SN w fuera fi-
nito, entonces S v S-w y por hipdtesis tendriamos S-w =0,
es decir Scw y asi S v ¢, lo que da wa(QS) = Lyyye LO
mismo sucederd si S°Nw fuera finito. Ahora consideramos

dos casos:

Caso 1. Snw y sNw no tienen huecos arbitrariamente gran-
des. Entonces [w] € <Tr(S)>/v, pues en este caso w puede cu-
brirse con un nimero finito de trasladados de S, pero

[s] & <Tr(w)>/~ pues S % w, K-w, #, K, por ser SNw y sN g

infinitos; por tanto:

w S
wa < wa(Q ) < wa(Q ).

-

e . ; :
Caso 2.SNw & S™ Nw tienen huecos arbitrariamente grandes.
Entonces como en el ejemplo 9,

iy (0708 Tt (0PT) > 1, (@S Ry

o

S

C e
BCaT R B Cali0P ) 0 s oW 2y oo

En cualquier caso wa(QS) no es minimal. Q.E.D.
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