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PRINCIPIO INVERSO DEL MAXIMO PARA
ECUACIONES PARABOLICAS PERIODICAS

por

Gerhard SCHLEINKOFER

RESUMEN. Sea L un operador parabdlico periddi-
co y A, su valor propio principal. Para A < A , una
solucidn u del problema periddico: Lu = Autf en
QXR, £ >0, f * 0, u = 0 sobre 9QXR, satisface u > 0
en QXR por el Principio del Maximo. Pero para )\1 <A
< )x1+<5 tenemos u < 0 en XR.

ABSTRACT. Let L be a parabolic periodic oper-
ator with principal eigenvalue A,. If A < A_, then
any solution u of the periodic problem: Lu = Autf in
OXR, £ >0, £ ¥ 0, u=0 in MR, satisfies u > 0 in
¥R, due to the Maximum Principle. However, for

)1<)\<)\1+6 we have u < 0 in QXR.

- - . ! 4 . n
Introduccién. Consideremos un dominio acotade Q) de R

suficientemente regular y

Il o
T & L = = -
Lu | ,nij(x)uxixj izlbi(x)uxi c(x)u,
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un operador eliptico de segundo orden con coeficientes sua-
ves en . Sea Al el valor propio principal de L y f:{ + R

una funcidn suave, f ¥ 0, £ > 0. Entonces es bien conocido
que para A < Al vale el Principio (fuerte) del Maximo para

una solucidn u del problema

Lu = Au + f en Q

0 en of

[
i

es decir, u> 0 en Q y %§-< 0 en 02, donde n es el vector

normal exterior de 3. Para Al < A< A1+5 la solucidn u del
mismo problema tiene el signo opuesto, es decir, u < 0 en @

ou

y §E-> 0 en 9. Estos resultados fueron demostrados por
Clément y Peletier [3] y en forma mas general por Hess [4}

El propdsito del presente articulo es deducir resul-
tados andlogos para ecuaciones diferenciales parabdlicas
periodicas. Nos referiremos varias veces a las publicacio-
nes de Lazer [6] y de Castro y Lazer [2]. Estos autores
aplican métodos de Krasnoselski [5] y Amann [1] para demos-
trar teoremas muy Utiles en el caso parabdlico. Nuestras
Proposiciones 1 y 2 ya estan demostradas en forma semejante
en [2, Theorem 1]. Pero nuestra prueba parece mas clara y
no utiliza resultados profundos de regularidad de Amann [1L
sino solamente el Principio del Maximo.

Es muy probable que nuestros teoremas se extiendan
a las condiciones laterales de Neumann %% + Bu = 0 sobre

0QH4R y también a soluciones generalizadas. Esto lo tratare-

mos en otro articulo.
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Notaciones y propiedades fundamentales. Sea Q un

subconjunto acotado, abierto, conexo de R” (n > 1). Supon-
gamos adicionalmente que la frontera 92 es una C2+a~varie—
dad de dimensidén n-1 (a fijo, 0 < o < 1) y que  estd si-
tuado localmente en un lado de 9. Para un intervalo com-
pacto [a,b]c:ﬁR y para una funcidn u(‘,'):QX[a,b] -~ R, se

define

Hy(w = sup IU(X’t;_u(y’S)g/z , D :=lx[a,b].
(x,t),(y,s)eD [|x-y| +It—s|]
(x,t) # (y,s)

o/

Se designa con %> 2(D) a la familia de todas las funcio-

nes u(e*,*):D >R que satisfacen

sup |u(x,t)|+HD(u) <00,

u =
" "ca,a/Q(D) (x,t)€eD

a,0/2

El conjunto C (D) es un espacio de Banach para la nor-

ma Para un multi-indice B = (Bl""’Bn)’

| ”CO"O‘/Q(D)'
Bi & {0,1,2,% 3}, i = 1,.5:,n, zeca |f}:= Bl+82+...+8n.
Se denotarad con Ck+a’£*a/2(D) (k = 0,1,2, £ =0,1), al

conjunto de todas las funciones u(+*,*):D -~ TR para las cua-

les las derivadas parciales

3 58l

- u(e,*)
3t Bxlsln.ax Bn
n

existen en D, para 0 € j €&, 0 € |R| € k, y pertenecen a
+
Ca’a/Q(D). El conjunto cX a,Kra/Q(D), D = Ox[a,b], es un

espacio de Banach para la norma

R TS B L]

I g . |
ckrol+a/2(py " 520 |g]=0 ot 3x181".8an; ¢®+%/2(p)

41



En lo que sigue, Ck+a’£+a/2(QXR) significard la familia de

todas las funciones u(*,*):QXR - R que pertenecen a

Ck+a’£*a/2(ﬁx[a,b]) para todos los intervalos compactos

[a,p]e R, (k = 0,1,2, £ = 0,1).

El operador diferencial parabdlico L, definido por

n
a..(x,t)uxixj— ) bi(x,t)uxi—-c(x,t)u,
=1 i=1

satisface las siguientes condiciones:

(Al) Los coeficientes aij’bi’ c son periddicos con respec-
to a t, con periodo T > O, aij = aji’ 1< i, j £n.

(a) a; e c2t%0/2(0R) . 1 < i, 5 < n,

a/2

b, € c1+%:%/2(0up) . 1 € 1 € ny ¢« Y R).

(A3) L es uniformemente parabdlico, es decir:

n
In>0 ¥(x, ) DR VEeR" | a (x,DEE >m] |E]2
i,5=1 1 L T

En lo que sigue siempre se denotara con d a una cons-
tante que cumpla d-c(x,t) > 1 para todo (x,t) € QXR. Ademas,

introducimos los espacios vectoriales

{fe 2GRy, £(x,t+4T) = £(x,t) V(x,t) < R}

F:=
E:= {ue C2+a’1+a/2(Q>GR); u(x,t+T) = u(x,t) ¥(x,t) € OXR,
Y ok = 0
Para las normas inducidas por | -| (resp.

c®:%/2ax[0,1])
|-l ) el espacio F (resp. E) es unespa-
C2+(1,1+Ot/2(nx [O,T] )
cio de Banach. Obviamente, la imersidn j:E + F es compac-

ta.
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PRINCIPIO DEL MAXIMO. [7,p.174]. Sea

n
du:= u_- . Z_ aij(x,t)uxl.Xj - E b.(x,t)uy. sobre QxR
1,7=1 i=1

un operador diferencial, uniformemente parabdlico, es decir,
que satisface (A3)’ donde las funciones aij’ b; son acotadas y
continuas en QR y aij = ayy. Sea h:(?¥R > R una funcidn con-
tinua, acotada, no negativa. Supongamos también que

ue C2’1(§_2><JR) satisface la desigualdad £u+ hu < 0 en QXR.

Entonces tenemos las siguientes propiedades

(a) Si u(x_,t ) = pdx u > 0 para algin (x ,t ) € QXR, enton-
0’0o BIR o0’ o

ces u(x,t) = max u en Qx{t ¢ t }.
QxR 9

(b) Sismlx,t):= 8% u > 0 para algln (x,t) € QR y

u(x,t) < 8% u para todo (x,t) e QXR, entonces

du, -

:(E(X,E) > 0, donde n = n(x) es el vector normal exterior

i

unitario en el punto x € Q.
Una consecuencia facil es el siguiente

COROLARIO. Sea u e C2’1(§_2><JR), u(x,t+T) = u(x,t)
en QXR, U] aR = 0 f:(%R + R continuo, £ >0, f § 0,
du+hu = f en QXR. Entonces tenemos
(a) u>0 en QR
(b) g%(x,t) < 0 para todo (x,t) € 3QAR.

Volvamos al operador diferencial L.

PROPOSICION 1. Consideramos el cono K:= {f e F;
f >0 en R} y La aplicaciOn Mu:= Lu+ du. Asumimos Las hi-
pbtesdis (Al), (A2), (A3). Entonces tenemos
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(i) M:E > F es Lineal, continua, Linyectiva y sobreyectiva.

(ii) M l.F > E  es continua
(iii) T:= joM_l:F e & es compacta
(iv) T:X - K

(v) S¢f X, £ f0yu = Tf entonces u > 0 en PR
Y %1%— < 0 en NXR.

(vi) S £ K, £ 0, u-=Tf, u, como en (v), entonces exAs-
ten constantes positivas a(f) > 0, B(f) > 0 tales que
a(f)uO <u < B(f)uo en QXR.

Prueba. (i) La linealidad y la continuidad de M son
obvias. La inyectividad de M sale del Principio del Maximo.
La sobreyectividad se demuestra utilizando un teorema de
Kolesov, véase |2,p.1093].

(ii) Sale de (i) por el teorema de la aplicacidn
abierta.

(iii) j:E > F es una ap%icacién compa%ta.

(v) Mu = Lutdu = u, - z

+ 'uxixj- 'z biuxi-cu+du

. & aij
1,3=1 i=1

= $utr(d-c(x,t))u = Luth(x,t)u
con h(x,t) > 1 para todo (x,t) € QXR. Para fo <K, fo £o,
u_ = TfO tenemos que fo = MuO = £u+huo. Aplicando el coro-
lario del Principio del Maximo nos da la afirmacidn.

(iv), (vi) son consecuencias inmediatas de (v).

PROPOSICION 2. Supongamos satisfechas Las hipéte-
544 (Al)(AQ)(AB)' Entonces
(a) Existe A <R, ¢ €E tal que Lo = Ad, ¢ >0 en QR y
3 1

3—2 < 0 en M. Mds precisamente Ltenemos que >\1 = -u—--d

donde W > 0 es el mayorn valorn propio de T, A se Llama
el valorn propio principal de L.
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(b) S{ X eR, v < E s0n takes que Lv = Av, v eKyvio,
entonces tenemos que >‘1 = A Yy v = cd con una constante
c > 0 apropLiada.
() Si v e 2 l@m), Vlamm = 05 VOGET) = Bix,0),
Ly = Ay $ 0, entonces existe un ndmero neal c tal
que Y = c¢.
(@ 8¢V e DR, Vpop = 0, Vi) = Vix,t),
LV = AV y V ¥ 0, entonces vale A\ > A
Prueba. Por las propiedades mencionadas en Proposi-
cidn 1 (iii)-(iv), el operador T:F - F es compacto y u_-po-
sitivo. La teoria de estos operadores [5,p.60—95] nos da
(3) Existe M <0, ¢ =K, ¢ ¥ 0 tal que TP = uo¢
(6) si veX, v$o0, Tv = liv, entonces tenemos que U o= M
y v = ¢ para una constante c > 0.
(8) Siye F, TY = uod}, entonces existe un c € R con Y = céd.
(d) si 0 # 8 F, TO = yB, entonces tenemos que |Y| < M-
(a). Por (a) tenemos uo¢ =T¢ = M_1q>, por lo que im-
plica ¢ =E, ¢ = u_Mo, écpz M+ dp, es decir, Lo = (ﬁ%-m.
Ya que T¢ = uOd), ¢ €Ky ¢ %0, tenemos, por la Proposicidn
1(v),que¢>0enQ>§Ry%<Oen INAR.
(b). Lv = Av implica Mv = Lv+dv = (A+d)v. Por ser
v ¥ 0 y por la Proposicidn 1 (i), el nimero real Ad no es
c<1aro. Luego Tv = X%EV s .y die la propied?d (b) se deduce
%35 = uo = 7\—;+—, es decir, A = >\1. Ademds tenemos v = c¢,
e e> 04
(c). My = ()\1+d)w. Definiendo f:= ()\1+d)w €F vy
V:= M lf e E, obtenemos M{l) = f, es decir, M(y-y) = 0 en
QXR. Ya que ‘”“I’Iasm = 0 podemos concluir, por el Princi-
pio del Maximo, que Y-y = 0 en QXR. Pero Y = Y&« E implica
My = -Jl—(p, TY = uow, y por la propiedad (¢) nos resulta
Y = cd, para algin c €R.
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(d). Como en (c) se prueba que V e« E. Ahora escoge-
mos d > 0 tal que d-c(x,t) > 1y d+\A > 0. Consideramos
Mu:= Lu+du y T:= joﬁ_l:F -+ E - F. Aplicando la Proposicidn

1 y la parte (a) de la Proposicidn 2 a estos nuevos opera-

~

dores, obtenemos la existencia de Al'c R, 6 e B, tales que

T _ 3 g ¥ i ; ol
— > = — - —
L¢ A1¢, ¢ > 0 en QXR, Xl 1 d, lo que implica Al Ai

por la parte (b) de la Proposicidn 2.

Luego podemos deducir de LV = AV y V «E que MV

(A+d)V, lo que significa TV, = —%ﬁv. Pero entonces la pro-

~

. ~ 1! Lpse ; i
piedad (d) nos da X:ﬁ-s T 71:33 es decir, A > Al-Al. A

Para completar los aspectos de esta teoria citamos

otro teorema [6,p.237,238] aunque no lo necesitaremos.

PROPOSICION 3. Supongamos satisfechas Las hipéite-
848 (A)),(A,),(A3) y sea Xy el valon propio princdpal de
L, A <A . Entonces exdiste para cada f « F un nico u e E
tal que Lu = Autf. Si adicionalmente, feX y f ¥ 0, en-

Zonces u > 0 en QR y -g—r‘% < 0 en 9NXR.

E1l operador L* adjunto a L tiene la forma siguiente:

L u:= —(ut+A“u),

n P n
Afui= }:_ a5 (% ug s + Z bl (x,Duy, +c (x,t)u,
i,j=1 i=1
bi: = -bli-Q.Z (alj)x'
j=1 3
iy Pakois
c := c- (b.) + (aVe)oaies
g1, o G afdeg P AT

Asumiendo las hipbtesis (Al)’(AQ)’(AS) se verifica facil-
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mente, por el teorema de la divergencia, que L y L” satis-
facen la identidad siguiente <u,Lv> = <L*u,v> para todo
u,v ECQ’ (QR), ulan[R = VIBQX_IR = 0 que sean T-periddicos
en QXR.

T
Se define <e*,*> por <f,g> =£ éf(x,t)g(x,t)dxdt. Vale

]

el siguiente teorema [2,p.1095,1()96

PROPOSICION 4. Supongamos satisfechas Las hipbdte-
544 (Al),(AQ),(A3), y sean X, y ¢ como en La Proposicibn 2.
entonces
(a) exisze ¢° = E tak que. L ¢ = A1¢*, o° > 0 en W y
3¢ < 0 en IXR, <b, ¢ > =
(b) pana f €F existe un w e E tal que (L—All)w = f 84, Y
s0Lo 84, <f,0"> = 0.

Ahora estamos listos para nuestro resultado princi-

pal:

TEOREMA (Principio inverso del Maximo). Supongamos
que el operadon parabélico L satisface Las hipbtesis (A,),
(A2),(A3) Yy que )\1 es el valorn propio prinedpal de L. Ade-
mis, sea f =X, £ § 0. Entonces existe § > 0 tak que para
Ap <A <X +8 Y para una s0lucibn u « E de Lu = Autf vale

1
u<0enQ><Ry%>OenBQ><R.

’ % o
Demostrhacibn. Sean ¢, como en la Proposicidn 4 y
N*:= {f «F; <f,¢*> = 0}. Gracias a la Proposicidn 4(b) te-

i

nemos N~ = R(L—)\II) imagen de E bajo la aplicacidn
L—XII:E + F. Evidentemente, cualquier f «F se represemd
de una manera Unica como f = u+s«1>, se R, f < N'. Debe-

mos poner Fl = F-<f ¢ >d>, s = <f ¢> ">, En el caso f €K y
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;2 # 0 vale s = <f,¢*> > 0. Para una solucidn ue E < F de

Lu = Aut+f, consideramos también la descomposicidn u = ujfsQ

= u-3¢ € N'. El elemento u, pertenece

donde 5 = <u,$™>, uy 1
aE NN* = ENR (L—XlI). Al aplicar el operador L a u =

u1+;¢ nos resulta que Lu1+§L¢ = Lu = Autf = Au1+X§¢+f1+s¢.
Escrito de otra forma, Lu,-Au,-f, = [K§+s A §]¢ Ya fAue

<¢,¢*> = 1, se verifica que AS+s-A s = <Luy Xul— 1,¢ B

:
,L*¢*>—X<u1,¢ > - <f1,¢ > = Por con31gu1ente,
S

s = EPEY para A # Al.

Por lo asertos de la Proposicidn 4, existe para cada
Fle N" una funcidn w e E tal que Lw-A ¥ T f . Aplicando
otra vez la descomposicidn w = w1+<w,¢ >¢, con w, E N N
podemos comprobar por un argumento anterior, que Lwl—A1w1=
fl' Dicho de otra forma, L—A I:EN N* > N¥ es sobreyectivo.

Sea Wy < E N N* otro elemento con Lw1 Alwl = fl' Asi

tenemos L(wl-wl) = kl(wl—wl), wi-w, € E N N*, lo que impli-

ca, por la Proposicidn 2(c) que wl—ﬁl = ¢, y, por tanto,

0 = <w_-w > = < *) = " 1 =
W, 1,¢ c<d,9 c. Asi pues w, = wl,

mos trado que L-A I Ef]N > N¥ es inyectivo. Obviamente, los

y hemos de-

conjuntos ENN* y N* son subespacios lineales, cerrados de

E y F. Por consiguiente, (Er]N*,ﬂ°“EQ y (N*, ) son es-
~ pacios de Banach. L—Aile > F es una aplicacidn continua.
Por las consideraciones previas y el teorema de la aplica-
cidn abierta, el operador L-AlI:(E!1N*,“°ﬁE) » (N*,H'IF)
es un isomorfismo topoldgico. Puesto que L-AI:(EN N*,H-HE)
& (N*,H‘HF) es un operador continuo, un teorema bien cono-
cido de anadlisis funcional nos garantiza la existencia de
§ > 0 tal que L—AI:(E[]N*,I°|E) §i (N*,I'IF) es isomorfismo
topoldgico para todo A con ]A—X1| < 28. Volvamos a la fun-

cidn f €K, f $ 0 de la hipdtesis que se representa en la
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forma f = f1+s¢, s > 0. Por ser (L—)\I)u1 = fl’ resulta que

-1 P
g, = ul(A) = (L-A1) f, para todo IA—A1| < 28, lo que im-
plica la existencia de una constante m > 0 tal que ““1"E

ouq
< m para IA—Xll < 8. Puesto que |§5“| < "“1"E < m, y gra-
cias a las propiedades de ¢ en la Proposicidn 2(a), se com-
prueba sin dificultad como en la Proposicidn 1(vi) que exis-

te una constante y > 0 tal que

ul(x,t) ul(A)(x,t) LYo,

o

para todo ]X~A1| < § y todo (x,t) & R. De la presentacidn

u = u1r§¢ deducimos
U Yty 6 = [Yre—]o < 0
1—X Al—k

en OXR para Al <1< A1+6 con un cierto § > 0. Para el se-

gundo aserto del teorema observamos que

ou _ dui(A) 3 s 9¢
T e m e f R e

en 9XR para Al <A< X1+6, § > 0 suficientemente pequefio.

Notas.

(i) Una modificacidn obvia de la demostracidn anterior
muestra también que para 0 < IA—A1| < 28 existe una
finica solucidén u € E de (L-AI)u = f, para cualquier
f € F. Pero un tal resultado no seria nada nuevo. En
efecto, por el aserto (iii) de la Proposicidn 1 el es-
pectro del operador T es discreto.

(ii) En general, la constante 8§ > 0 en nuestro teorema de-

pende de f; véase [3].
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