Revista

de

Matematicas Elementales

VOLUMEN 1. Marzo de 1953 FASCICULO 1

Tarifa Postal Reducida. — Licencia N¢ 1993 del Ministerio de Correos y Telégrafos.

LOGICA Y MATEMATICA

Por Jean Dieuponng *

El descubrimiento de la Légica es sin duda uno de los mas nc-
tables de los que se deben a los Griegos; que sea posible, por un
encadenamiento apropiado de proposiciones, poner en evidencia
verdades no inmediatamente perceptibles, es un hecho que parece
haber escapado a las civilizaciones anteriores a la griega, y, por otra
parte, se sabe en qué maravilloso instrumento de analisis debia
convertirse la Légica en manos de estos Gltimos. La Matematica
griega, en sus comienzos, No es mas que uno, entre muchos otros,
de los dominios en que se aplica con éxito la Ldgica; pero ella
debia mostrarse pronto como un campo partlcularmente privilegia-
do. En efecto, el razonamiento légico no tiene fuerza sino cuando
se aplica a nociones desprovistas de toda ambigiiedad; desde el mo-
mento en que el sentido de una palabra esta sujeto a controversia,
la construccién silogistica se derrumba por falta de base, y los mis-
mos griegos no tardaron en advertir ese peligro y en inventar una
impresionante coleccién de sofismas que muestran hasta qué punto
el uso correcto de la Logica debe rodearse de precauciones. Ahora
bien, la Matematica aparece como uno de los pocos dominios donde
la aphcaaor‘ de la Logica escapa a esos pchgros la causa reside
visiblemente en el hecho de que las nociones primitivas son en ella
muy poco numerosas y que es posible enunciar con precisidon las
premisas que intervienen. No quiere decir, por otra parte, que esas
nociones (por lo menos a partir de Euclides) no sean ya muy abs-
tractas: “puntos sin extension” o “lineas sin espesor” son bastante

* Conferencia dada en la Universidad de los Andes, el dia 15 de “octubre de
1952. Traducida por Luis Ignacio Soriano y Henri Yerly.



dificiles de concebir claramente; pero como alli se trata, evidente-
mente, de una idealizacién, de una especie de “paso al limite™ a
partir de cbjetos de la experiencia corriente, no ¢s extraiio que,
durante un tiempo muy largo, ninguna duda se haya presentado en
cuanto a ellas.

Las verdades matemdticas han sido colocadas durante muchos si-
glos (y lo son adn por el comn de las gentes) entre las verdades
absolutas; las premisas (“axiomas” o “postulados” en Euclides) son
censideradas como verdaderas de manera “evidente”, es decir que
parecen inseparables del concepto que uno tiene de los objetos que
en ellas figuran; sentado esto, la Légica puede aplicarse sin trabas,
y las articulaciones del razonamiento son tan perfectas que ya no
parece posible negarse a aceptar los innumerables teoremas que el
matematico legra deducir de sus datos iniciales.

Las primeras dificultades surgieron con la invencion de la geo-
metria no-euclidea al comienzo del siglo XIX. Se sabe que los re-
petidos fracasos en las tentativas de demostracién del postulado de
las paralelas llevaron finalmente a reconocer que este postulado no
podia ser consecuencia légica de los otros, y que, negandolo desde
un principio, se llegaba sin embargo a una geometria tan coheren-
te como la clasica geometria “euclidea” si bien totalmente dife-
rente de ésta. Como no podia tratarse de escoger entre las dos geo-
metrias apelando a la experiencia, en vista del caricter “ideal” de
las nociones basicas, era forzoso admitir que ellas deben colocarse
en pie de igualdad, y ser consideradas como valederas ambas. Pero
eso equivalia de hecho a admitir que no tenemos ninguna idea clara
de los “objetos ideales” del gedometra: puntos, rectas y planos; pues
si se tratara verdaderamente de “nociones primitivas”, sin ambi-
gliedad alguna, e inmediatamente accesibles a la intuicién, deberia
ser posible decidir en seguida si el postulado de las paralelas se
verifica o no. Es necesario considerar por el contrario (aun cuando
la “intuicion” espacial no pueda informarnos sobre este hecho) que
hay dos clases de objetos gecmétricos: los puntos, rectas y planos
cuclideos, y los puntos, rectas y planos no-euclideos. Ademas esta
“multiplicacion de las nocicnes primitivas” no se limita a este caso,
pues pronto se vid que era posible negar o medificar los otros axio-
mas de Euclides de muchas maneras, y que ninguna razén permitia
tampoco excluir esas nuevas “geometrias”; un examen critico ana-
logo de las otras teorias matematicas conducia también a las mis-
mas conclusiones, y desde el fin del siglo XIX empez6 a dominar la
concepeion de las Matematicas 1lam ada “axiomética”. Esta concep-
cion difiere de las ideas clasicas en que los “objetos” de los cuales
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se ocupa una teoria no tienen conexién con “intuicién” alguna; su
“existencia” no se afirma sino para poderles atribuir las propiedades
que constituyen las premisas de la teoria, y que conservan el nom-
bre de “axiomas” de ésta; pero éstos no tienen tampoco vinculo con
la experiencia sensible, y pueden escogerse casi arbitrariamente *.
Eso implica, claro estd, que no podria ser cuestion de calificar de
“verdades absolutas” los axiomas de una teoria, ni las consecuencias
16gicas que de ellos se deducen; lo que permanece fuera de duda
y contintia forzando el asentimiento del lector **, es el encadena-
miento de las demostracicnes segtn las reglas de la Légica. Casi
puede decirse que las matemadticas asi concebidas son Légica en el
estado puro, puesto que esta Gltima (al contrario de las otras apli-
caciones que de ella pueden hacerse) no se aplica aqui sino a no-
ciones que han perdido todo contacto con la “realidad”.

Asi aparece a plena luz el hecho fundamental ya entrevisto por
Pascal en su célebre férmula: “substituir siempre a lo definido su
definicién”; poco importa la “naturaleza” de los objetos de que se
ocupa el matemitico; Gnicamente intervienen en una teoria aque-
llas de sus propiedades que estin formuladas en los axiomas de la
teorfa, con exclusién de cualquiera otra informaciéon que pudiera
tenerse sobre estos objetos; es en este sentido como Poincaré podia
decir que los axiomas de una teoria no son mas que una “defini-
ci6n disfrazada” de los objetos de que se ocupa. Otros desarrollos
de la Matematica del siglo XIX venian por su lado a apoyar esta
concepcién. Se conoce por ejemplo el largo trabajo de unificacién
de las Matemiticas clasicas, que, “conectando” unas a otras las
diversas teorias que en ellas figuran, permite finalmente conside-
rarlas todas como capitulos de Ia teorfa de los enteros, o aun de la
teoria de los conjuntos. Asi por ejemplo los nimeros reales pueden
“definirse” partiendo de los nimeros racionales. Pero se sabe que
esta “reduccién” puede efectuarse de diferentes maneras: en el mé-
todo de Dedekind, los nimeros reales se asimilan a cortaduras en
el conjunto de los racionales, mientras que en el método de Cantor-
Weierstrass-Méray, son asimilados a clases de sucesiones de Cauchy
equivalentes en el conjunto de los racionales; se podria también,
como lo indicé Hilbert, conectar los niimeros reales a la Geometria
(definida de manera auténoma por sus axiomas), asimilando aho-

* Eso no quiere decir que todas las teorfas elaboradas de ese modo sean igual-
mente “‘interesantes”. No trataremos de analizar aqui lo que un matemdtico de-
. nomina asi; basta decir que se trata, claro est(i, de una nocion enteramente sub-
jetim muy cercana a la de “gusto’ en estética, pero sobre la cual los mejores
espiritus de una misma epom estin raramente en desacuerdo.

** Al menos la mayoria de los matemdticos; ver infra, pig. 4.



ra los ndmeros reales a los puntos de una recta (lo que es, por otra
parte, la concepcién que se acerca mas a la nocién clasica del nu-
mero real). Los objetos que asi se definen son completamente di-
ferentes en los tres casos; si se pueden, sin embargo, “asimilar”
todos a nimeros reales, es por lo que verifican en cada caso los
axiomas fundamentales de la teoria de los nimeros reales *; cuan-
do se hace esta “asimilacién”, se desprecian sistematicamente las
otras propiedades que puedan poscer los objetos asi considerados
(por ejemplo, para una clase de sucesiones de Cauchy de nimeros
racionales, la propiedad de ser un conjunto que tiene la potencia
del continuo).

Al lado de los obietes matemdticos tradicionales —figuras geo-
métricas, nimeres o funciones— surgia pues una multitud de “ob-
jetos” de tipo nuevo, siendo en algin sentido cada tipo de objetos
el soporte de un haz caracteristico de propiedades (a menudo muy
“patoldgicas” en comparacién con las propiedades de los objetos
matematicos clésicos). Se concibe que espiritus tradicionalistas ha-
van mostrado alguna reticencia frente a esa posibilidad de “crea-
cién” mental sin freno, ni limite, y havan emitido dudas sobre la
posibilidad de aplicar a tales objetos “abstractos” (por oposicién a
los objetos matemiticos clésicos, calificados de “concretos” para el
caso) los modos usuales de razonamiento légico, y sobre todo las
afirmaciones de “existencia”: aln en nuestros dias, subsiste una
pequefia minorfa de matemdticos que rehusan admitir toda nocién
matematica que no repose sobre la “intuicién” *¥.

Por otra parte sucedi6 que las controversias sobre este punto coin
cidieron con una crisis que amenazd herir la Ldgica misma y su
aplicacién a las matematicas. Como conclusién de estudios pro-
fundos llevados a cabo durante todo el siglo XIX sobre la Ldgica
matemdtica, esta crisis provino de comprobar que en muchos as-
pectos el lenguaje de los matematicos, considerado hasta entonces
como un paradigma de claridad y precisién, no estaba, sin embargo,
le mismo que no lo esta el lenguaje ordinario, al abrigo de los so-
fismas, y eso, aun en los casos en que se trate de objetos del tipo
maés clasico, como los enteros naturales. Tomemos como ejemplo el
silogismo siguiente: 216 se compone de tres cifras; es asi que 216 =

* Con eso entendemos las propiedades de estos niimeros que bastan para des-
arrollar todo el Andlisis cldsico, y que se pueden resumir asi: los nimeros reales
forman un cuerpo ordenado, arquimediano y cempleto.

** Los mismos ‘“‘intuicionistas” rehusan también admitir ciertas reglas de la
Légica tradicional, como el principio del tercero excluido o la regla de la doble
negacién; lo que los lleva a rechazar, no sélo todas las matemdticas “axiomdticas”,
sino también una gran parte del Andlisis clasico.
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— 6"; luego 6" se compone de tres cifras; se ve inmediatamente
que el sofisma proviene de que las palabras “se compone de” no
estin definidas de manera precisa en las frases anteriores. Pero he
aqui un raciccinio mucho mas inquietante (la “paradoja de Ri-
chard”): el ntmero entero definido por la propiedad de ser “el
menor niimero entero que no pueda ser definido por medio de una
frase de menos de cien palabras castellanas” tiene propiedades con-
tradictorias, ya que la frase entre comillas, que lo define, consta de
menos de cien palabras. Todo matematico que tenga alguna expe-
riencia objetard inmediatamente que este género de definicién “no
predicativa”, en la que entra en juego la estructura gramatical de
las frases que se utilizan, no se encuentra nunca en los problemas
que tratan efectivamente los matematicos. Esta objecion es cierta-
mente valida en cuanto al fondo; pero la existencia de paradojas
como la anterior muestra que, para hacer inatacable una definicion,
es menester determinar con mas precisién los problemas que el
matematico puede estudiar legitimamente, y los modos de razona-
miento que tiene el derecho de emplear para resolverlos.

Si uno emprende esa labor, ripidamente se da cuenta de que
el empleo del lenguaje comtn, con sus sindnimos, sus dobles sen-
tidos, sus ambigiiedades y sus matices, es muy incémodo y abre la
puerta a tcdos los sofismas. Esto ha conducido a crear en su tota-
lidad una lengcua artificial, destinada tinicamente a transcribir los
raciocinios matemdticos, y concebida de manera tal que: 19 todos
los textos mateméticos actualmente considerados como validos pue-
dan transcribirse en este lenguaje; 2° no parezca posible transcri-
bir en €l raciocinios “paraddjicos” y sin relacion con la experiencia
comtn de les matematicos. Hecho esto, se puede sentar como cri-
terio que los Ginicos razonamientos matematicos que se reconoceran
como valederos serin los que se pueden transcribir en la lengua
elegida. Se objetard que hay una buena parte de arbitrariedad en
tal criterio; pero si se quiere salvar la matematica actual sin dar ca-
bida a sofismas, no parece posible proceder de otro modo. Ademas,
si los matemétices reconocieren algtn dia la necesidad de introducir
nuevos modos de razonamiento que no parezcan susceptibles de
conducir a paradojas, serfa siempre posible modificar la lengua en
cuestién de tal manera que en ella puedan transcribirse estos nue-
vos raciocinios, con seguridad sin cambiar seriamente los principios
de ese lenguaje.

Esos principios son comunes a todos los idiomas artificiales
— llamados también “lenguas formalizadas”— que se han propues-
to para las matemdticas. Nada, en su descripcién o en su empleo,
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debe dejar subsistir la menor ambigtiedad. Se principia con la enu-
meracién de los signos de que estd formado el lenguaje: algunos
(en general letras de un alfabeto dado, acaso afectadas de acentos
o de indices) se destinan a representar los objetos matematicos de las
teorfas que en ellas se quieren transcribir; otros (por ejemplo: =, €)
representan las relaciones entre estos ob]etos, finalmente otros re-
presentan los vinculos logicos entre las diversas proposiciones (por
ejemplo: - para la negacién, & para la conjuncién, v para la dis-
yuncidn, etc.). Se trata luego de determinar qué conjuntos forma-
dos con esos signos serdn considerados como vélidos, o “bien for-
mados”; esto se hace por medio de “reglas de formacién” tales que
pueda verificarse, por un examen metédico y casi mecanico, si un
conjunto dado fue formado conforme a esas reglas. Vienen para
terminar las “reglas de deduccién” que esencialmente corresponden
a las reglas de la Légica y que permiten decir que ciertos con]untos
corresponden a proposiciones verdaderas en la teoria matematica
de que se trata; una demostracién es pues una sucesiéon de conjuntos
“bien formados”, que representan proposiciones verdaderas, en la
cual el paso de uno de estos conjuntos al siguiente debe siempre
efectuarse conforme a las reglas de deduccién; comprobar que en
cada paso estas reglas han sido bien observadas, es en principio una
operaciéon puramente experimental, lo mismo que verificar por
ejemplo que una partida de ajedrez se ha desarrollado conforme
a las reglas del juego.

Desgraciadamente la comparaciéon con un juego como el aje-
drez es bastante falaz, porque no hay medida comin entre las com-
binaciones de las piezas de ese juego y las estructuras infinitamente
més variadas y mas complejas que transcriben las relaciones ma-
tematicas. Todas las lenguas formalizadas que han sido propuestas
son de hecho impracticables por una u otra de las siguientes razones:
o bien contienen un gran ndmero de signos, y las reglas que rigen
el empleo de esos signos son tan complejas y numerosas que es
practicamente imposible comprobar que son bien respetadas;
bien no hay mis que un pequefio ndmero de signos y de reglas,
pero cada una de las estructuras que transcribe una relacion mate-
matica consta de tal cantidad de signos que s6lo es posible escribir
algunos. En la prictica, los matematicos estdn pues obligados a uti-
lizar lenguajes incompletamente formalizados, en los que signos
de abreviacion bien escogidos hacen las férmulas suficientemente
legibles y cortas para ser manejables; el uso de esos signos no se rige
por una sintaxis completa y exphc1tarnente formulada, sino que
se aprende mas bien por experiencia y se acompafia de numerosos
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“abusos de lenguaje” voluntariamente cometidos con el objeto de
hacer la exposicién mas sencilla y mas comprensible. Sélo el mate-
matico es el juez de la mayor o menor libertad que puede tomarse
en el manejo de estos lenguajes, y por consiguiente hay “estilos”
matemdticos que varian de un autor a otro; pero debe cuidarse de
no pasar el punto a partir del cual la posibilidad de transcribir sus
raciocinios en un lenguaje estrictamente formalizado se haria du-
dosa. Grosso modo, puede decirse que cada vez que surge una
controversia sobre la validez de un raciocinio o el rigor de una de-
mostracion, es porque su autor se ha dejado llevar a una escritura
demasiado vaga para que los otros matematicos puedan reconocer
en ella, sin ambigiiedad, tipos de proposiciones de los cuales por
experiencia saben que son susceptibles de traduccion en un lengua-
je formalizado; cuando esto ocurre, la discusién que se origina
acaba 31empre despues de un tlempo mas o menos largo (cuando
no se cometié ningln error), en una nueva redaccién en un estilo
suficientemente ajustado para que todo matemadtico experimentado
no tenga ninguna duda sobre la equivalencia de esta demostracion
con otra escrita enteramente en un lenguaje formalizado (aunque
esta Gltima sea siempre practicamente irrealizable).

Se podra pensar que ese estado de cosas es todavia muy imper-
fecto; sin duda es susceptible de mejora, pero, a no ser que se quiera
eliminar de la matematica la mayor parte de los inmensos progre-
scs que ha realizado desde hace un siglo, nada de lo propuesto hasta
ahora es satisfactorio. Hay que resignarse a admitir que las nociones
de absoluto y de perfeccién son y permaneceran sin duda para
siempre en el estado de suefios irrealizables para los cerebros hu-
manos; ciertamente es mejor recoenocerlo con honradez y trabajar
con éxito en los limites impuestos por nuestra naturaleza, que per-
seguir quimeras eternamente. Por mas que el resultado final pa-
rezca traer una desilusién, por lo menos el gran trabajo de esclare-
cimiento de la Mateméitica que se prosigue sin flaquear desde hace
més de un siglo nos habra ensefiado, sobre el mecanismo del pen-
samiento légico y su aplicacién a las nociones matematicas, muchas
cosas que ignoraban nuestros antecesores; y, a pesar de las aparien-
cias, de su aspecto abstracto y mas alejado que nunca de la realidad
sensible, se puede decir sin vacilacién que ]amas la Matematica ha
merecido mejor que hoy su nombre de ciencia exacta.



