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LA EXTENSION DE CARATHEODORY PARA MEDIDAS
CON VALORES EN OPERADORES POSITIVOS*

por

Gilberto GONZALEZ y T.V. PANCHAPAGESAN

Resumen: En este trabajo desarrollamos la teoria de medi-
das exteriores con operadores positivos en espacios de Hilbert
como valores y obtenemos una generalizacidn del teorema de la
extensidn de Carathéodory para estas medidas.

En este articulo presentamos la teoria de la extensidn
de Carathéodory para medidas con valores en los operadores
positivos -abreviadamente escribimos medidas O.P.- sobre un
espacio de Hilbert, cuando las medidas son acotadas. Este
trabajo ha sido motivado por el articulo de Panchapagesan
[3]. Nuestra presentacidn constituye un método alternativo
al dado por Berberian [1], para obtener la extensidén de me-
didas O0.P. En la filtima parte discutimos una condicidén sufi-
ciente para obtener el o-anillo de los conjuntos P*(-)-medj~
bles comec la completacidn del o-anillo generado por el ani-
1llo de conjuntos R, el dominio de la medida O.P., P(-).

Esta es una generalizacidn para medidas O.P. de lo ex-

puesto en el capitulo III de Halmos [2] y es una extensidn

* Este trabajo fué financiado por el C.D.C.H. bajo los proyectos
S-80-149,150.
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del resultado correspondiente de Panchapagesan y Shivappa
Veerapa Palled [4], para medidas con valores en los opera-
dores positivos en espacios de Hilbert, con rango no conmu-

tativo.

§1. Medida exterior con valores en los operadores positivos.
Sea H un espacio de Hilbert complejo, fijo Yy B(H) el espa-
cio de Banach de todos los operadores acotados en H.

DEFINICION 1.1. Sea R un anillo de conjuntos. Una fun-
cidén P(+):R » B(H) se llama una medida con valores en los
operadores positivos -abreviadamente, medida 0.P.-si P(E) >0,
para cada E = R, y si P(*) es numerablemente aditiva en R
para la topologia fuerte de operadores en el sentido siguien-
te:

P U Ei)x = ¥ P(E;)x, x « H,
i=1 i=1

siempre que {Ei}T = R, con E; N Ej = ¢ para i # j Yy UEi « R.
P(-) se dice que es una medida espectral en H, si P%°) es
una medida O.P. y P(E) es una proyeccién hermitiana en H pa-

ra cada E « R.

Se sabe de [1] que una medida O.P. es una medida es-

pectral si, y so6lo si
P(E)P(F) = P(ENF), E,F R ;

es decir, st P(+) es multiplicativa.

DEFINICION 1.2. Sean H un o-anillo hereditario y P*O)
una funcidén de conjuntos definida sobre H con valores en los
operadores positivos en B(H). P*(-) se llama una medida ex-
terior con valores en los operadores positivos (abreviada-
mente, medida exterior 0.P.) si satisface:

(i) PT(e) = 0;
(ii) P*(A) < P*(B), para cada A,B en H con A € B;
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(iii) P*(-) es numerablemente subaditiva en el sentido si-
guiente: para cada x € H,
*m it *
<P (U A )X, x> g y <P (Apx, x>
i i=1 ’
si Ai e H, 1=1,2,... (Notemos que la serie del lado
derecho es convergente con suma finita en R* 6 infini-

ta).

PROPOSICION 1.3. S< P*(-) ¢4 una medida exterion 0.P.
en H, entonces P*(-) es ginitamente subaditiva, en el senti-

do sdiguiente:

*n l'l*
PPCUA) < Piap,
1 1
para cualqudien Ai « H, i=1,2,...,n.

DEFINICION 1.4. Si P*(-) es una medida exterior O.P.
definida en el o-anillo hereditario H, entonces decimos que
* .
Ee H es P -medible si P*(A) = P(ANE) +P*(A\\E), AsH.

Nota. A la luz de la Proposicidn 1.3 se sigue que E = H

es P*-medible si, y s6lo si,

P*(A) » P*(ANE) +P*(ANE), A<H.

PROPOSICION 1.5. S{ P"(*) es una medida exteriox 0.P. de-
findida en el o-anillo hereditario H, entonces La coleccdidn
Mpx de todos Los conjuntos P*(-)-medibteé es un o-anillo y
P*|Mp* ¢4 una medida 0.P.

Demostracién. Por un argumento similar al de la demos-
tracidn del Teorema A, pags.44-45, de Halmos [2], se sigue

que MP*( ) es un anillo y que

* - v *
PN B ¢ b B GANEY, (1)
1:

si Ej = Mp*( ) EiI1Ej = ¢, para i # j, 1i=1,2,...,ny A =H,
n

Como UEi = Mp*( ) de (1) se sigue que
1
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n n
P*(A) = P*(AN| E;) +P* (AN U E;)
1 1

- . o
> [ PT(ANE;) +P (AN U Ej)
i=1 1
para todo n. Ahora bien,
. &
{1 P (AﬂEi)}
i=1 n=1

es una sucesidén no decreciente de operadores positivos en
B(H) que estd acotada superiormente poT el operador P*(A)-
Iﬁ(A/Q E: ) Por lo tanto, de la Proposicidn 1 de Berberian
[1], se sigue que el 1im Z P*(ANE, ) existe en la topologia
fuerte de operadores en B(H) Y, ademas, este limite es menor
o igual a P*(A)-P*(A\.g Ei)' Es decir, para x« H

* [+ -]
<P Wx,0 3 [PFANE )X, + <P ANUE)X,0 5 <P (ANJE)x,x>
i 1 1

+ <P*(A\|JEi)x,x> "
1

donde la Giltima desigualdad es cierta por la condicién (iii)
de la Definicidn 1.2. Por lo tanto, del comentagio que apa-

rece después de la Definicidn 1.4, tenemos que UEi = MP*(-)
1

Y

P*an { B +p (AN ﬁ E,)
i=1 i=1 (2)

I P*(ANE,) +Ph AN U E;),
i=1 i=1

*
P (A)

donde la serie es convergente en la topologia fuerte de
operadores. Por un argumento general se sigue que MP*( ) €s
un o-anillo y p* ( ) es numerablemente aditiva en MP*(-) A

DEFINICION 1.6. Una medida 0.P., P(+) sobre un anillo
de conjuntos R se llama complfetfa si la condicidén E « R,
Fe E y P(E) = 0 implica que F € R,

P *
PROPOSICION 1.7. S{ P (*), y Mp*( ) son como en La
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Proposicibn 1.5, entonces P*(- )IMP*( ) es una medida 0.P.

completa.

§2. Medida interior 0.P. Para un anillo R de subconjuntos
de X, donde X # ¢, R_ denotard al conjunto {E < X:E = qu,
Ei R, i=1,2,...}. En esta seccidn introducimos la nocidn
de medida interior con valores en los operadores positivos
inducida por una medida O.P., P(-), que es acotada, denotdn-
dola por P,.(*); ¥y estudiando ademis sus propiedades las cua-

les usaremos en la préxima seccidn.

LEMA 2.1. Sea P(+) una medida 0.P. scbre un anillo de

o]
confuntos R. Si& {Ei}l es una sucesifn no-decreciente [no cre-
ciente) de conjuntos en R, con UE =R ( ﬂ E. = R), entonces

=1
para todo X « H:

P([]JEi)x = lri‘m P(E )x, (P(q E;)x =1r1'1m P(E)xX).

Demostracién. Por ser P(*) monétona y usando la Pro-
posicién 1 o su dual en Berberian [1], tenemos que llHlP(E )x
existe para todo x « H. El resto del lema sigue por un argu-
mento similar al del caso numérico. Ver por ejemplo, pag.38,
de Halmos [2]. A

DEFINICION 2.2. Sea P(+) una funcidén de conjuntos so-
bre un anillo de conjuntos R y con valores en los operadores
positivos en B(H). Diremos que P(+) es acotada si existe un
operador positivo T en B(H), con P(E) ¢« T, para todo E = R.
En este caso se dice que T es una cota supenion de P(<).

LEMA 2.3. S{ P(+) es una medida 0.P. acotada en el o-
anilfo de conjuntos R, y 84 A< R, con A = UE = UFl, donde
{E;} y {F;} son sucescones no decnec&enteé de MLemgnuA de R,

entuncas

1im P(E )x = 1im P(F )x, x = H.
n n n n



Demostracién. Sea Ap n = EpNFy. Como R es un anillo

oo
de conJuntos,Am ne<R, mn-=1,2,.... Ademis, {ﬁm,n |
{Am n } son sucesiones no decrecientes con ng1Am’n = Em

y mg]ATn)n = Fn' LuegO’ por el Lema 2.1,

P(Em)x = lim P(Am,n)x’ x «H,

P(Fn)x = 1;m P(Am,n)x’ x « H.

Por hipdétesis, existe un T « B(H), con T > 0 tal que P(E) ¢ T
para todo E « R. Por la Proposicién 1 de Berberian [1] y por
la monotonia de P(+), tenemos que existen operadores S1 y S1
en B(H) positivos, tales que I%m P(E )x = S1x y 11m P(F )x =
S X, X & H. De nuevo por la Proposicidn 1 de Berberlan [1]
S1 > P(Em) para todo m y P(Em) > P(Am,n) para todo n. Es de-
cir, S1 > p(Am,n) para cada m,n. Similarmente, S2 p P(Am,n)
para cada m,n. Afirmamos que By = S2 = sup P(Am n). En efec-
to se tiene que {P(Am n)}(m n)eNxN es una red no decreciente
acotada superiormente por T; por tanto, el sup P(A ) existe
como un operador positivo nuevamente por la Prop051c1on 1 de
Berberian [1]. Ahora, si S es una cota superior de

{P(Ap, n)}(m,n)eNxN, Para todo x e H, se tiene <Sx,x> >

<P(Am’n)x,x> para m,n. Luego

<SX,X> > Sup sup <P(Am,n)x,x>

sup <P(E_)x,x>
m n m L

<S1x,x>, X « H,

por tanto S > S]. Similarmente, S > SZ' Luego, se sigue que

S1 > S2 y S2 > 51, ya que S1 y S2 son cotas superiores de

{P(Ap, n)} (m,n)enxn: Es decir, S, = 8§, = up P(Ap,n)- 4

NOTA. En estas demostraciones no se necesita que el

rango de P(-) sea conmutativo.

A la luz del lema anterior, podemos dar la definiciodn

siguiente:
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DEFINICION 2.4. Si P(+) es una medida O.P. acotada en
un anillo de conjuntos R, la medida interion P,(*) es una

funcidn de conjuntos, definida en RO, como sigue

P,(A) = lim P(En), A= Rc,
seglin la topologia fuerte de operadores, donde {En} es una
sucesidn no decreciente de miembros de R, con nEn = A. Lla-

maremos a P,(+) la medida internior 0.P. inducida por P(-).

Es claro que P,(+) estd bien definida en R , toma va-
lores en los operadores positivos en B(H) y P,(*)|R = P(*).

LEMA 2.5. P,(+) definida en 2.4 es monbtona y finita-
mente aditiva en R;. S T es una cota superior de P(*), en-
tonces T es también una cota superiorn de Py(+).

Demostraciéon. P,(+) es mondtona por la Definicidén 2.4
y la misma propiedad de monotonia de P(-). Para probar que
P,(*) es finitamente aditiva, basta probar que P,(AUB) =
P,(A) + P,(B) para A,B = Rc, con ANB = ¢. Sin perder la ge-
neralidad asumiremos que A = qu’ B = UFi’ donde {Ei} y {Fi}
son sucesiones no decrecientes de miemgros de R. Ya que
{EilJFi} es una sucesidn no decreciente de elementos de R,
con Q(Ei UFi) = AUB, de la Definicidén 2.4 tenemos que, pa-

ra x e« H,

P,(AUB)x 1im P(E_UF_)x
* n n n

lg’im [P(En) +P(F ) ]x

lﬁm P(En)x-+1ﬁm P(Fn)x

Py(A)x + P, (B)x,

ya que P(+) es aditiva en R. La Gltima parte es clarade las De-
finiciones 2.2 y 2.4.

LEMA 2.6. Sca P,(+) La medida interion 0.P. {nducida
en Ry porn La medida P(+), 0.P. acotada en R . S« {An} es una
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sucesibn de miembros de Ry, con A =
P,(A)x = 1im P,(A )x, Xx « H.
n n

An’ entonces A= R oy

—c=8

Demostracion. Para cada A, existe una sucesién no de-

oo L]
creciente {En,j}i=1 de miembros de R con Aj U En,j' Sea

j:
B = U 1E1,j' Es claro que B . « R, B < ALy {B} esuna
suce510n no decreciente con UB = A. De alli, A = Rc y

1

P,(A)x = 1im P (B_)x, x « H.
= n

Como Bn = An’ resulta que P(Bn) = P*(Bn) < P*(An)’ por la
proposicidén anterior. Por otra parte, {P*(An)} es una suce-
sidén no decreciente de operadores positivos en B(H) que es
acotada. Por el lema 2.5 y por la Proposicidén 1 de Berbe-

rian [1] tenemos que para x « H,

<P,(A)x,x> = 1im <P(B_)x,x> < 1im <P, (A )x,x>
5 n p n

< <P*(A)X’X>
de alli que P,(A)x = lim P*(An)x, Xx « H. A
n

Por el filtimo probaremos otra propiedad importante de
la medida interior O.P. inducida por una medida O.P.

LEMA 2.7. La medida {internion Pyu(+) del Lema 2.6. es nu-
menablemente subaditiva, en el sentido de que 4L A = UA

i’
A.1 = RO i=1,2,... entonces, <P, (A)x,x> ¢ §<P*(Ai)x,x>;
1

X « H.
o

Demostracién. Sean A_ = |J E .y {E .}7_ una su-
=1 D) n,j =1,

cesidén no decreciente de miembtos de R. Sea B = U E i
’

Luego (B }c R y es no decreciente con UB ﬁA = i de don-
1

de A = RO,Por los Lemas 2.5, 2.6 y 2.7, tenemos que

IC:I
|C:1
2]

N
ne~—gs
J

*
~
ncepo
tm
Nt
N
ne-—g

°(8,) = P(. Pe(A)

=1 j=

por lo que
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n
1im <P(B )x,x> < Iim ¥ <Py (A;)x, x>
i=1

<Py (A)x ,x>

o

"
o~

<P*(Ai)x,x>, x eH. A
i=1

§3. La extension de Carathéodory para medidas 0.P. En esta
seccidn probaremos el teorema de extensidén de Carathé&odory
para medidasO.P. acotadas. R es un anillo de subconjuntos
de X, S(R) el o-anillo generado por R y H(R) el o-anillo

hereditario generado por R.

LEMA 3.1. Sea A= H(R). Entonces, SA = {F:F « Rc’F 2A}
es un confunto no vacifo, dirnigddo porn La relacibn F < G 54
F 2G. S< P(+) es una medida 0.P.acotada en R y P, (-)es La me-
dida interion 0.P. inducida por P(+), entonces PA=={P*(F):
F = SA} es una ned no creciente, dirndgida pox Sp» que es
acotada {nferiormente y {P*(F)}FES, es convergente a un ope-
radon positivo en B(H) , en La topologia fuente de operado-
nes.

Demostracién. De la definicidn de H(R) y de la propie-
dad de que Ry es cerrado para las intersecciones finitas se
sigue la afirmacidén hecha sobre S,. La segunda parte es una
consecuencia de la monotonia de P,(*) y del resultado dual

de la Proposicién 1 de Berberian [1]. A
El lema anterior justifica la definicidn siguiente:

DEFINICION 3.2. Si P(+) es una medida 0.P. acotada en
Ry P,(*) es la medida interior O.P. inducida por P(*), en-
tonces definimos la funcidén de conjuntos P*(-) de H(R) en
B(H) por

P*(A) = 1im {P,(F): A= F< R}, A =H(R),
seglin la topologia fuerte de operadores.
LEMA 3.3. Sean P(+), Pi(*) vy P*(-) como en La Defindi-
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cibn 3.2. Entonces ZLenemos:

(1) P*(-) es una funcibn de conjuntos en H(R) con valones
en Los operadones positivos en B(H).

(i1) PH(+) R, = Pu(*).

(iii) S4 T es una cota superiorn de P(+) en R, (es decin,
P(E) < T, E « R entonces P (A) « T, A = H(R).

(iv) P*(-) es monbtona.

(v) P*(-) es numenablemente subaditiva en el sentido de
(£44) en La Defindicibn 1.12.

(vi) P*(-) es una medida exteniorn 0.P. en H(R), que extiende
a P(+).

(vii) P*(-) tiene valornes en Las proyeccdiones s4, y s6Lo0 AL,

Los Ztiene P(+).

Demostracién. Las demostracionesde(i)-(iv) son faciles

y, por consiguignte, se omiten. Para probar (v), sea {Aifj

< H(R) con A = QAi. Dado x « H, por la desigualdad de Schwarz

en H,
<" (Apx - Pe(P)x, 0] < P A)) - Pu(P)x] lIx]

que tiende a cero cuando F + A.l segln SAi’ y, por lo tanto,

& *
1im <P, (F)x,x> = <P (Ai)x,x>.
FeSp.
i
Como {<P*(F)x,x>}F€SA es una red no creciente de nGmeros no
negativos, su limite es su infimo. Por consiguiente, dados

e >0y x = H,existen F; & Sp; tales que
* € 2
<P (Ai)x,x> + z—i>,<P*(Fi)x,x> 5 i= 12,0

Luego,

0 - o 0
J <P (AX,x> + € » ) <Py(F.)x,x> > <P, ( U F.)x,x> .
i=1 1 i=1 L i=1 1

-]
por el lema 2.8. Como (]

1-1Fi € SA’ se tiene que

ph () < PeCU Fp),
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de donde,

P (A)x, x> ¢ <Pu( U Fx,x < § <P (A )X, ve.
i=1 i=1
Por la arbitrariedad de ¢, se sigue que P*(+) cumple (iii)
de la Definicidn 1.2.

(vi) Se sigue de la Definicidn 1.2 y la parte anterior
del lema. (vii) Basta probar que el rango de P*(~) esta for-
mado por proyecciones si P(-+) es una medida espectral. Esto
se sigue de la Proposicién 1 de Berberian [1] y su resulta-
do dual. A

*
DEFINICION 3.4. La medida exterior P () de la Defini-
cién 3.2 se llama la medida externion 0.P. (nducida por P(-).

LEMA 3.5. S{ P(*) es una medida 0.P. acotada en el
aniflo R de conjuntos y P*(-) es fa medida extealon 0.P. in-
ducida por P(+) , entonces MP* es un o-andillo que contiene
a S(R).

Demostracién. A la luz del Lema 3.3 y de la Proposi-
cidén 1.5, basta probar que R <« Mp*. Tomemos E e R y A=H(R).

Para x  H,

P*(A)x = 1im P,(F)x = 1im P,(ENE)x + 1im P,(F\E)x, n
FeSA FESA FeSp

por el Lema 2.5. Ya que Fe Ry y E = R, es claro que FNE Yy
F\E estidn en Ro‘ Por lo tanto,

SAnE - {F:ANEc Fe R} 2 {FNE:A c F < R},
y
Sang = (G:ANE cGeR} 2{GNE:A =6 =R},
Luego,
* n
P (ANE) ¢ 1im {P,(FNE):F = S,} (2)
y *
P (ANE) < 1im {P4(G\E):G = S,}, 3
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donde los limites son seglin la topologia fuerte de operado-

res. Usando (1), (2) y (3) tenemos que

p*(A) » P*(ANE) + P*(ANE).

s

Luego E = MP*' A

LEMA 3.6. S< P(+)es una meddida 0.P. acotada en R en-
tonces P*(')|Mp* es una medida 0.P. completa que extiende a
P(+). S& P(+) = P*(-)|5(R), entonces P(+) es La dnica exten-
si6n de P(+) a S(R) como una medida0.P. S« P(+) es espectral,
P(+) también Lo es.

Demostracién. Por los Lemas 3.3 y 3.4 y la Proposi-
cién 1.5, basta probar la unicidad de P(+) en S(R). Esta si-
gue por un argumento similar al caso numérico (Ver pag. 54,

Halmos [2]) y del Lema 2.1. &

En los resultados anteriores hemos probado el teorema

siguiente:

TEOREMA 3.7. (Extens<ién de Carnathéodony). Sean P(-)
una medida 0.P. acotada en un aniffo de conjuntos R y P*(-)
ta medida extenior 0.P. inducida pon P(+) . Entonces
(1) Mp* es un o-anillo de conjuntces que contiene a S(R).
(ii) P*(-) es una medida 0.P. acctada y completa en MP*(-)
que extiende a P(-).
(ﬂi) P(+) = P*(~)|S(R) es una medida 0.P. acotada que extien-
de a P(+) a S(R) en forma dnica como upna medida 0.P.
(iv) P*(-)}Mp* es una medida espectral 44, y 8680 54, P(-)
Lo es.

54. Completacion de medidas 0.P. acotadas. Sean A un o-ani-
1lo de subconjuntos de X y P(+) una medida O.P. sobre A. Ha-
cemos A = {EUN:Ee A y N un subconjunto de un conjunto
Fe A con P(F) = 0}. Es claro que A es un o-anillo que con-
tiene a A. Si definimos ﬁ(E UN) = P(E), donde N= F A
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con P(F) = 0, entonces se deduce que P(+) es una medida O.
P. completa, por un argumento similar al caso numérico.
P(-) se 1lama la completacidn de P(+) vy A es llamada la com-
pletacién de A. Estudiaremos en esta filtima seccidn las
condiciones suficientes para que Mpy sea la completacién de
S(R), donde P(+) es una medida O.P. acotada en un anillo de

conjuntos R.

DEFINICION 4.1. Sean P(+) una medida O.P. acotada en
un anillo de conjuntos R y P*(+) la medida exterior 0.P. in-
ducida por P(-). Entonces P(+) se dice regular extenior, si
para cada E « H(R), existe un F « S(R) tal que:

(i) E< Fy si Ge S(R) con Ge=F\E, entonces P(G) = 0, y
(ii) P*(E) = P(F) donde P(+) = P*(-)|S(R).

El conjunto F & S(R) que cumple (i), se llama un cubri-

miento medible de E.

TEOREMA 4.2. S{ P(+) es una medida 0.P. acotada en un
anillo de conjuntos R y es ademds negulan extercon, enton-
ces Mpx es La completacién de S(R) con respecto a La meddida
0.P. B(+) = P*(+)|S(R).

Demostracién. Por un argumento usual, tenemos que
5(-) = P*(+)|S(R) y que S(R) < Mpx, ya que P*(-) es comple-
ta en Mp*. Reciprocamente, si E & Mpx, por ser P(¢) regular
exterior existe un cubrimiento F medible para E. Si G es un
cubrimiento medible de FNE, entonces E = (F\G) U(EnG),
FNG « S(R) y ENG = G =S(R), con P(G) = P*(F\E) =
P*(F)-P*(E) = 0, ya que P*(-) es sustractiva en Mpx, por ser
una medida O0.P. Es decir, E = §(R). A

Ahora daremos una propiedad sobre el espacio de Hil-
bert H de modo que la medida P(-) O.P. sea regular exterior.

TEOREMA 4.3. S{ H es un espacio de Hilbert separable
y P(+) una medida 0.P. acotada en el aniflo de conjuntos R,
entonces P(*) es una medida 0.P. negulan extenior. Consecuen-
temente, Mpsx es fLa completacibfn de S(R) con nespecte a
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P(-) = P'(-)[S(R).

Demostracién. Siendo H separable, B(H); = {T:T =
B(H),[T] ¢ 1} es metrizable con la topologia fuerte de opera-
dores y asi existe una base de entornos numerables de 0,

que denotamos por {V_ }. Sin perder la generalidad supondre-

mos que P*(HUU) (= B(H)Yz'

Sea A « H(R). Entonces existe un D « R0 tal que A= D = QEn,

En R, n=1,2,... Es claro que

P*(A)x = lim P,(F)x = 1fm P,(F)x, x < H.
FeSy FeSp
FcD
{P,(F):A = F= D, F €Rg} converge fuertemente a P*(A) =T
B(H)y, ¥ P*(A) » 0. Sea sg = {F:A =F =D, F e R;}. Dado Vy,
existe Fy tal que Py(F) « T+Vy, F > Fy y F = s, Dpado vy,

existe F(2) « SN tal que P,(F) « T+V,, F > F(2) y F = 52,

Tome F; = F; N F(2) y continue asi sucesivamente. Se obtiene
de esta manera una sucesiodn T0l1 = P*(F]), Taz = P*(FZ),...,
Ta, = Pa(F ),... donde F{> F,2...24, F; = SRl m 15250000

Dada una vecindad U de 0 en la topologia fuerte de operado-
res en B(Hd), existe una vecindad V“o tal que V“o U vy
Po(F) « T+U para todo F » Fp, Fe sD. Es decir, Py(F )x~
Tx = P*(A)x, x « H. Para cada n, P*(A) < P,(Fp) < Pa(D).
Sea ahora B = an. Entonces B & S(R) y B 2 A. Como P*(-) es

monétona en S(R), por el Lema 2.1 tenemos que:

P*(A) < P"(B) = P(B) = lim B(F ) = lim PR = P,
n n
donde los limites existen para la topologia fuerte de opera-
dores. Luego, P*(A) = P(B), A=B « S(R). Sea G « S(R) con
G = B\ A. Entonces, como A\ G « S(R), P(B) = P"(A) <
pP*(BNG) = P(BNG) = P(B)-P(G) de alli P(G) = 0. Por lo tan-
to P(+) es regular exterior. La Gltima parte se sigue del

teorema anterior.
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NOTA. Este teorema extiende al resultado correspon-
diente dado en [4] a medidas 0.P. es espacios de Hilbert
con rangos no necesariamente conmutativos. La conmutativi-
dad del rango de la medida O.P. es una hipétesis esencial
para la validez de los argumentos en [4].
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