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LA EXTENSION DE CARATHEODORY PARA MEDIDAS
CON VALORES EN OPERADORES POSITIVOS*

par

Gilberte GONZALEZ y T.V. PANCHAPAGESAN

Resumen: En este trabajo desarrollamos la teoria de medi-
das exteriores con operadores positivos en espacios de Hilbert
como valores y obtenemos una generalizacion del teorema de la
extension de Caratheodory para estas medidas.

En este articulo presentamos la teoria de la extension
de Carath§odory para medidas con valores en los operadores
positivos -abreviadamente escribimos medidas G.P.- sobre un
espacio de Hilbert, cuando las medidas son acotadas. Este
trabajo ha sido motivado por el articulo de Panchapagesan
[3]. Nuestra presentaci6n constituye un metodo alternativo
al dado por Berberian [1], para obtener la extension de me-
didas G.P. En la ultima parte discutimos una condicion sufi-
ciente para obtener el· a-anillo de los conjuntos P*(')-medi-
bles como la completacion del a-anillo generado por el ani-
110 de conjuntos R, el dominio de la medida G.P., P(·).

Esta es una generalizaci6n para medidas G.P. de 10 ex-
puesto en el capitulo III de Halmos [2] y es una extension

* Este trabajo fue financiado por el C.D.C.H. bajo los proyectos
5-80--14-9,150.

31



del resultado correspondiente de Panchapagesan Y Shivappa
Veerapa Palled [4J, para medidas con valores en los opera-
dores positivos en espacios de Hilbert, con rango no conmu-
tativo.

§l. Medida exterior con valores en los operadores positivos.
Sea H un espacio de Hilbert complejo, fijo Y B(H) el espa-
cio de Banach de todos los operadores acotados en H.

DEFINICION 1.1. Sea R un anillo de conjuntos. Una fun-
cion P(o):R + B(Hj se llama una medida con valores en los

op erado res positivos -abreviadamente, medida G.P. -si peE)~ 0,
para cada E E R, Y si P(o) es numerab1emente aditiva en R
para 1a topologfa fuerte de operadores en e1 sentido siguien-
te:

p( U E.)x
i= 1 r-

L peE. )x,
i= 1 1

X E: H,

siempre que CEi}7 c R, can Ein Ej = cb para i f j Y WEi e:: R.

P(o) se dice que es una medida espectral en H, si pto) es
una medida G.P. y peE) es una proyeccian hermitiana en H pa-
ra cada E Ii: R.

Se sabe de [1J que una medida G.P. es una medida es-
pectral si, y s610 si

P(E)P(F) r r t n sj , E,F E: R

es decir, si P(o) es multiplicativa.

*DEFINICION 1.2. Sean H un o-anillo hereditario y P (0)

una funcian de conjuntos definida sabre H can valores en los
operadores positivos en B(H). P*(o) se llama una medida e%-

terior con valores en los operadores positivos (abreviada-
mente, medida exterior G.P.) si satisface:

*P (<P)

(ii) P*CA) ~ P*(B), para cada A,B en H con A £ B;
(i) o·,
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'*(iii) P (0) es numerablemente subaditiva en el sentido si-
guiente: para eada x E H,

00'*<P (U A.)x,
. I
1

x> ~
00

I <P'*(A.)x, x>
i= 1 1

si A. e: H, i = 1, Z, ... (Notemos que la serie del lade
1

dereeho es eonvergente con suma finita en R+ 6 infini-
ta).

e.n H,
do 6.<.guie.nte.:

PROPOSICION 1.3. S'<'p'*(.) e.6 una me.d.<.da e.xte.~.<.o~ a.p.
e.ntonce.6 p'*(o) e.6 6in~tame.nte. 6ubad.<.tiva, e.n e.l 6e.nti-

n n '*
p"'C U A.) ~ I P CA.),

1 I 1 1

paJtll c ualq ui e.~ Ai e: H. i=l,Z, ... ,n.

DEFINICION 1.4. Si p"'C·) es una medida exterior O.P.
definida en el cr-anillo hereditario H, entonees deeimos que

'" '" '" .E e:: H es P -me.d.<.ble. si P (A) = P(A n E) + P (A"-E), A e: H.

Nota. A la Iuz de la Proposiei6n 1.3 se sigue que E e: H

es p'*-medible si, y 5610 si,

PROPOSICION 1.5. Si ~-/:C·)u una me.di.do: e.x.te.~.<.oJta. P. d e-
6in.<.da e.n e.l cr-an.<.llo he.~e.dita~.<.o H, e.ntonce.6 la colecci6n

'"Mp'" de todo6 l06 conjunto6 P (o)-medible~ e~ un cr-an.<.llo y
P"'IM e.~ una med.<.da a.p.

p'"
Demo8t~aaion. Por un argumento similar al de la demos-

traei6n del Teorema A, pags.44-4S, de Halmos [ZJ, se sigue
que Mp,*( ) es un anillo y que

n n '"
p"'(Anu E.) = L P (AnE.),

1 1 i=l 1
( 1 )

si Einl!!:Mp",( i:
Como YEi e:: Mp",(

E. n E. = 1>, para i ~ j, i
1 J
)' de (1) se sigue que

1,Z, ... ,n y A e: H.

33



P* (A)
n n

P*(AOU Eo) +P*(A,",U Ei)1 1 1
n~ L P"'(AOEo) +P*(A" U Eo)

i=l 1 1 1

para todo n. Ahora bien,
n 00{I p"'(AnEo)}
i=1 1 n=1

es una sucesion no decreciente de operadores positivos en
'"B(H) que esti acotada superiormente p~r el operador P (A) -

00P*(Aly E.). Por 10 tanto, de la Proposicion 1 de Berberian
1 n

[11, se sigue que el lim L P*(A 0 E1o) existe en la topologian+oo i=1
fuerte de operadores en B(H) y, ademis, este limite es menor
o igual a P*(A)-P*(A"O Eo). Es decir, para XEi: H

1 1

'"<P (A)x,x>
00 00

* *~ L<P (An Eo)x,x> + <P (A"UE.)x,x> ~
1 1 1 1

'" 00+ <P (A"UE.)x,x> ,
1 1

* 00<P (AOUEo)x,x>
1 1

donde la ultima desigualdad es cierta por la condicion (iii)
de la Definicion 1.2. Por 10 tanto, del comentario que apa-

00

rece despues de la Definicion 1.4, tenemos que UEi Ei: Mp",(.)
1y

* P* (A n 00 '"
00

P (A) U E.) + P (A" U Eo)i=1 1 i= 1 1 (2)
00 00

I P*(A 0 Eo) + P* (A\ U E.)i= 1 1 i=1 1 '

donde la serie es co nvergente en la topologia fuerte de
operadores. Por",un argumento general se sigue que Mp",( ) es
un a-anillo y P ( ) es numerablemente aditiva en Mp*(.). A

DEFINICION 1.6. Una medida a.p., pC·) sobre un anillo
de conjuntos R se llama eompLeta si la condicion E Ei: R,
F c:: E Y P(E) 0 implica que F e: R.

PROPOSICIOB 1.7. Si p*(.), Y Mp*C ) ~on eomo en La
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P~opo~iei6n 1.5, entonee~ P*Co) 1M e~ una medida G.P.P*( )
eompletao

§2. Medida interior O.P. Para un anillo R de subconjuntos
de X, donde X ~ ~, R denotar~ al conjunto {E c X:E = fiE.,

all
E. e: R, i =1,2, ... }. En esta s ecci on introducimos la noci.on
1
de medida interior con valores en los operadores positives
inducida por una medida D.P., PCo), que es acotada, denotan-
dola por P*Co); y estudiando ademas sus propiedades las cua-
les usaremos en la proxima secci6n.

LEMA 2.1. Sea PCo) una medida G.P. 6ob~e un anillo de
c.on iu.nr.o» R. sz {Ei}~ es una ~ct£e6.t6n no-~ee.~ee..len.te (no Me-
eien.tel de e.onjunto~ en R, e.on UE. e: R ( nEe: R), entonee6

'1 1 i'O 1 1
pa~a. t.odo x e: H:

00 00

PCUE.)x = lim PCEn)x, Cp(n Ei)x = lim PCE )x).lIn 1 n n

Demostpacion. Por ser PCo) monatona, y usando la Pro-
posici6n 1 0 su dual en Berberian [1], 'tenem~s que lim PCE )x

'n nexiste para todo x e: Ho El resta del lema sigue por ,un argu-
menta similar al del caso numerico. Ver por ejemplo, pag.38,
de Halmos [2] .•

DEFINICION 2.20 Sea PCo) una funcian de conjuntos 50-

bre un anillo de conjuntos R y con valores en los operadores
positives en B(H). Diremos que PCo) es aeotada si existe un
operador positivo T en BCH), can PCE) ~ T, para todo E e: R.
En este caso se dice que T es una eota ~upe~io~ de PCo).

LEMA 2.30 Si PCo) e~ una medida G.P. aeotada en el 0-
00 00

anillo de eonju.nto~ R, IJ ~i AERo' can A = UE. = U Fi' dowd e:
1 1 1

{E.} IJ {F.} ~on ~uee~ione~ no dee~eeiente~ de miemb~o~ de R,
1 1

entonee~

lim P(F )x,n n x e: H.
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Demostraaio11. Sea Am,n = Em n Fn. Como R es un anillo
de co nj un t oss Ai, n EO: R, m,n 1,2, .... Adema s , {~m,n }:.1 '
{A }oo son'sucesiones no decrecientes con U Am,n = Emm~n m=' n='
y U A = Fn. Luego, por el Lema 2.',m=(lIl,n

P (E ) x
m

11m peA )x,n m,n X e::: H,

y

P(F )x = 11m peA n)x,n m m,
x -= H.

Por hip6tesis, existe un T EO: B(H), con T ~ a tal que P{E) ~ T

para todo E L R. Por la proposici6n , de Berberian [,) y por
la monotonia de P(o), tenemos que existen operadores 5, y 5,
en B(H) positivos, tales que lim peE )x = 5,x y lim P(F )x =m m n n
52x, x e::: H; De nuevo par la Proposici6n , de Berberian [lJ,
5, ~ P(Em) para todo m y peE ) ~ peA ) para todo n. Es de-m m,n
cir, 5, ~ peA ) para cada m,n. 5imilarmente, 52 ~ P(Am n)m,n ,
para cada m,n. Afirmamos que 5, = 52 = sup peA ). En efec-m n m,n
to se tiene que {peA )}( ) N N es un~ red no decrecientem,n m,n e: x

acotada superiormente por T; par tanto, el sup peA ) existem n m,n
como un operador positivo nuevamente por la Proposici6n , de
Berberian [,). Ahora, si 5 es'una cota superior de
{P(Am,n)}(m,n)e:NxN, para todo x £ H, se tiene <5x,x> ~
<P(Am n)x,x> para m,n. Luego,

<5x,x> ~ sup sup <peA )x,x>m n m,n sup <peE )x,x>m m
= <5,x,x>, x ~ H,

por tanto 5 ~ 5,. 5imilarmente, 5 ~ 52. Luego, se sigue que
5, ~ 52 Y 52 ~ 5" ya que 5, y 52 son cotas superiores de
{P(Am,n)}(m,n}€NxN' Es decir, 5, = 52 ~~gP(Am,n)' A

NOTA. En estas demostraciones no se necesita que el
range de P(o) sea conmutativo.

A la luz del lema anterior, podemos dar la definicion
siguiente:
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DEFINICIQN 2.4. Si PCo) es una medida D.P. acotada en
un anillo de conjuntos R, la medida in~e~io~ P*Co) es una
funci6n de conjuntos, definida en R , como siguea

P*CA) = lim PCEn)' A ~ Ra,
n

segun la topologia fuerte de operadores, donde {E } es una
sucesi6n no decreciente de miembros de R, can OE n= A. Lla-

1 n
maremos a P*Co) la medida in~e~io~ O.P. inducida po~ PCo).

Es claro que P*Co) esta bien definida en R , toma va-
lares en los operadores positivos en BCH) y P*Co)IR = PCo).

LEMA 205. P*Co) de6in-ida en 2.4 e.s mon6tona If 6inita-
mente aditiva en Ro. Si T e~ una cota "supe~io~ de PCo), en-
~once"s T e"s tambi~n una cota "supe~io~ de P*Co).

Demostraaion. P*Co) es mon6tona por la Definicion 2.4
y la misma propiedad de monotonia de PCo). Para probar que
P*Co) es finitamente aditiva, basta probar que P*CA U B)

P*CA) + P*CB) para A,B e:: R , con An B = ¢. Sin perder la ge-
a \"l 00

neralidad asumiremos que A UE., B UF., donde {E.} Y {F.}
1 1 1 1 1 1

son sucesiones no decrecientes de miembros de R. Ya que
{E. U F.} e s una sucesi6n no decreciente de elementos de R,

1 l"l 1
con UCE ..U F.) = AU B, de la Definicion 2.4 tenemos que, pa-

l 1 1
ra x ~ H,

P*CAUB)x limPCEnUFn)x
n

lim [PCEn) +PCFn)]x
n

lim PCE )x + lim PCFn)xn n n
P*CA)x + P*CB)x,

ya que PCo) es aditiva en R. La ultima parte es clarade las De-
finiciones 2.2 y 2.4.

LEMA 2.60 Sea P*Co) la medida inte~io~ G.P. inducida
en Ra po~ la medida PCo), G.P. aQotada en R . Si {An} e"s una
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�uee¢~6n de m~emb~o¢ de Ra, eon A
P*(A)x = lim P*(A )x, x ~ H.

n n
Demo8tracion. Para cada An' existe una

creciente {En,j}i=1 de miembros de R con An =
B = 0 E. '. Es cLaro que B E R, Bn c:: Ann i,j=1 1,J 00 n
sucesion no decreciente con UB A. De alIi,

1 n

""UA ,
1 n

sucesion no de-
ceU E '. Seaj=1 n j j

y {Bn} es una

A e: Ra Y

P*(A)x lim P (Bn)x, x E H.
n

Como Bn c:: An' resulta que P(Bn) = P*(Bn) ~ P*(An), pOT la
proposicion anterior. Por otra parte, {P*(A )} es una suce-n
sion no decreciente de operadores positivos en B(H) que es
acotada. Por el lema 2.5 y por la Proposicion 1 de Berbe-
rian [1] tenemos que para x e: H,

lim <PCB )x,x> ~ lim <P*(A )x,x>
n n n n

de aLl i que P*(A)x = lim P*(A )x,' x e:: H. !
n n

'Por el ultimo probaremos otra propiedad importante de
la mediJa interior a.p. inducida por una medida a.p.

LEMA 2.7. La. me.dcd a ~n.te~~o~ P*(o) del Lema. 2.6. e�nu-
me~a.biemen.te ¢uba.d~.t~va., en ei �en.t~do de que �~ A = UA, ,

~ 1 1Ai'ERa i=1,2, ... en.tonc.e�, <P*(A)x,x> ~ l.<P*(Ai)x,x>;
x E H. 1

""Demo8~racion. Sean A U E ' Y {E '}~-1 una su-
n '-1 n,J n j j J- n

cesion no decreciente de miem~l~; de R. Sea B = U
cc ""n i j=1Luego {B }c:: Ryes no decreciente con UB = UA ='A'

n 1 n 1 n '
de A e: R~ Por los Lemas 2.5, 2.6 Y 2.7, tenemos que

E ..•
1,J

de don-

P(B )n

n n n n n
P( U U E. ,) ~ I P*( U E.. ) ~ I P*(A.)i=l j=1 1,J i=1 j=1 1,J i=1 1

par 10 que
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n
lfm <PCB )x,x> ~ lfm L <P*CA.)x,x>

n i=l 1

00

L
i= 1

X e::H.

§3. La extension de Caratheodory para medidas D.P. En esta
seccion probaremos el teorema de extension de Caratheadory
para medidasO.P. acotadas. R es un anillo de subcanjuntas
de X, SCR) el a-anillo gene~ada por R y HCR) el a-anillo
hereditario generado por R.

LEMA 3.1. Sea Ae:: HCR). Entonc..e6, SA = {F:F e: Ra,F ::::?A}
e6 un conjunto no vacl0, diAigido pOA La AeLaci6n F < G 6i

F :'2 G. Si pC·) e.s una me d.cdo: O. P. acorado: en R if P*C·)es La me.-
d i.tia: inteAiM O. P. inducida pOA pC'). e.nfon.ce6 PA = {P",CF):
F ~ SA} e6 una Aed no cAeciente, di~igida pOA SA' que e6

ac oca.da in6e~ioJtmente if {P*CP)}PE:SA e6 c.ollve~geltte a un ope-
s.a do n. o os ct.L»» en BCH) , en. La .topolog.[a 6ue~te de open ad o-

tte6.

Demostracion. De la definicion de HCR) y de la prapie-
dad de que Ra es cerrado para las interseccianes finitas se
sigue la afirmaci6n hecha sabre SA' La segunda parte es una
consecuencia de la monotOnfa de P*C·) y del resultada dual
de la Praposicion 1 de Berberian [11. A

El lema anterior justifica la definicion siguiente:

DEFINICION 3.2. Si pC·) es una medida O.P. acotada en
R y P*C·) es la medida interior O.P. inducida par PC'), en-

*tonces definimas la funcion de conjuntos P C·) de HCR) en
B(H) por

*P CA) = lf m {P*(F): AsFe: R}, A l!::H(R),

segun la topologia fuerte de operadores.

. *LEMA 3.3. Sean PC'), P*C·) Y P C·) como en La. De6ini-
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(i)

3.2. Entance~ tenema~:

P*(o) e~ una 6unci6n de conjunta~ en H(R) can vaia~e~

en ia~ ape~ada~e~ pa~itiva~ en B(H).
P*(o) IRa = P*(o).
Si T e~ una cata ~upe~ia~

peE) ~ T, E E R) entance~
*P (0) e~ mon6tana.
*P (0) e~ nume~abiemente ~ubaditiva en ei ~entida de

de P(o) en R, (e~ de.c.c«,
*P (A) ~ T, A e: H (R) .

ci6n

(ii)
(iii)

(iv)
(v)

(iii) en la Ve6inici6n 1.2.
P*(o) e~ una medida exte~io~ O.P. en H(R), que extiende

a P(o).
*P (0) tiene vala~e~ en iM p~alfeccione~ s i., If ~6ia ~i,

l 0 .s ti e ne P ( 0 ) •

Demoe t rac ion : Las demostraciones de(i)-(iv) son f ac i Le s
00

y, par consigui;,nte, se ami ten. Para probar (v), sea {Ai}'1

~ H(R) can A = ~Ai. Dado x E H, par la desigualdad de Schwarz

(vi)

(vii)

en H,

que tiende a cera cuando F + A. segun SA" y, par 10 tanto,
1 1

lim <P*(F)x,x>
F€SAi

Como {<P*(F)x,x>}F S es una red no creciente de numeros no
. ~ . E Ainegativos, su lImIte es su infima. Par consiguiente, dados

£ > 0 Y X E H,existen Fi ~ SAi tales que

* £<P (A.)x,x> + -. ~<P*(F.)x,x>
1 21 1

i=1,2, ...

Luego,
00 ex> ex>

*2 <P (A. )x,x> + £ ~ 2 <P*(F.)X,X> ~ <P*( U F. jx,x>i=l 1 i=l 1 i=l 1

ex>

par el lema 2.8. Como U F. E S.A' se tiene quei= 1 1

*P (A) ~
ex>

40



de donde,
00 '*~I < P (A.) x , x > + E •

i=l 1

00'*< P (A) x , x > ~ <P,*( U F.)x,x>
i= 1 1

Por la arbitrariedad de E, se sigue que p'*(o) cumple (iii)
de la Definicion 1.2.

(vi) Se sigue de la De f i n ic i on 1.2 Y la parte anterior
del lema. (vi i) Basta probar que el rango de P'*(0) esta for-
mado por proyecciones si P(o) es una medida espectral. Esto
se sigue de la Proposicion 1 de Berberian [lJ y su resulta-
do dual. •

'*DEFINICION 3.40 La medida exterior P (0) de la Defini-
cion 3.2 se llama la medida exte~io~ G.P. inducida po~ PCo).

LEMA 3.5. Si PCo) e,~ una medida G.P. ac oto.do: e.n et
'*aniLlo R de. conjunto6 y P (0) e.6 La me.dida e.xte.~io~ G.P. ~n-

ducida po~ PCo) , e.ntonce6 Mp,* e6 un o-aniLLo QUe. contie.ne
a S (R) .

Demo8tracion. A la luz del Lema 3.3 y de la Proposi-
cion 1.5, basta probar que R c= Mp'*' Tomemos E e: R y A e:HCR).
Para x e:: H,

( 1)

par el Lema 2.5. Ya que F e:: Ro y E e:: R, es claro que F n E y
F '\E e.st an en Ro' Por 10 tanto,

SA n E {F:AnE c:: Fe:: Ra} ~{FnE:A c= F e:: Ra} ,

y
SA"- E {G:A"-E '= G' e:: R } ~{G'E:A c::G e::R }

a a

Luego,
(2)

y
(3)
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donde los limites son segun la topologia fuerte de operado-
res. Usando (1), (2) Y (3) tenemos que

* * *P (A) ~ P (AnE) + P (A'-.E).

Luego E e: Mp*' !

LEMA 3.6. Si P(')e~ Uf1a medida a.p. ac oco do: eVl R eVl-

tOVlc.e~ P* (.) I 1vlp* e s una medida a. P. c.omp.teta que ex.tiende a
P(.). Si P(.) ,. P*(')IS(R), eVltoVlc.e~ P(·) e~ ta uVlic.a ex.ten-

J.>i6 Vl de p ( .) a S (R) como uvta mecLldaa. P. Si P ( .) e~ e s p e c.t,'Laf.,

P(·) tambieVl to eJ.>.

Demostraci6n. Par los Lemas 3.3 y 3.4 Y la Proposi-
ci6n 1.S, basta probar la unicidad de P(·) en S(R). Esta si-
gue por un argumento similar al caso num§rico (Ver pig. 54,

Halmos [2J) Y del Lema 2.1. !

En los resultados anteriores hemos prohado el teorema
siguiente:

TEOREMA 3.7. (ExteVlJ.>ion de CaJtathe.odoJttj). Seart P(·)
*UVla medida a.p. ac.otada en UVl aVlillo de C.OrtjuVltOJ.> R tj P (.)

la medida exte/tioJt a.p. iYlduc.ida oo« P(·) . En.toVlce~

(i) Mp* e~ UVl o-aVlitlo de COVljUVltOJ.>que c.oVltieVle a S(R).

(ii) p*(.) eJ.> UVla medida a.p. acotada tj compteta eVl Mp*(')

que extieVlde a P (.) .
(iii) P(·) ,. P*(')IS(R) e.sUf1a me d cdo: a.p. ac o r.o.d a que eilien-

de a P(·) a S(R) en ooJtma unica como una medida a.p.
(iv) p*(.) IMp* eJ.> una medida e~pect/tal ~i, tj ~610 J.>i, P(·)

lo z s •

§4. Completaci6n de medidas O.P. acotadas. Sean A un o-ani-
110 de subconjuntos de X y P(·) una medida D.P. sobre A. Ha-
cemos A,. {EUN:Ee: A y N un subconjunto de un conjunto
FE A can P(F) ,.O}. Es claro que A es un o-anillo que con-
tiene a A. Si definimos peE UN) ,.P(E), donde N c F E A
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con P(F) = 0, entonces se deduce queP(o) es una medida O.
P. completa, por un argumento similar al caso numerico.
P(o) se llama la completaci6n de P(o) y A es llamada la com-
pletaci6n de A. Estudiaremos en esta ultima secci6n las
condiciones suficientes para que Mp* sea la completaci6n de
S(R), donde P(o) es una medida a.p. acotada en un anillo de
conjuntos R.

DEFINICION 4.1. Sean P(o) una medida a.p. acotada en
un anillo de conjuntos R y P*(o) la medida exterior a.p. in-
ducida por P(o). Entonces P(o) se dice Ite.gulatt e.xte.lt-to It , si
para cada E L H(R), existe un F E S(R) tal que:
(i) E c;; F Y si G E S(R) con GcF"E, entonces P(G) 0, y

(ii) P*(E) P(F) donde P(o) = P*(o) IS(R).

El conjunto F £: S(R) que cumple (i), se llama un cub!l-t-

m-te.nto me.d-tble. de. E.

TEOREMA 4020 S-t P(o) e..6 una me.d-tda O.P. ac.otada. en un
anLtlo de. c.on i u.nr.os R tj e s ade.mli.6 Ite.gula./textelt-tolt, e.nton-
ce..6 Mp* e..6 la e.ompietae.-t6n de S(R) e.on /te.6pe.e.to a la med-tda
O.P. P(o) = P*(o)IS(R).

Demostraeion. Por un argumento usual, tenemos que
* - *PCo) = P Co)jS(R) y que S(R) c;; Mp*, ya que P (0) es comple-

ta en Mp~. Reciprocamente, si E ~ Mp*, por ser P(o) regular
exterior existe un cubrimiento F medible para E. 5i G es un
cubrimiento medible de F' E, entonces E = (F" G) U (E n G) ,

- *F,G £: S(R) Y EnG c G £:S(R), con P(G) = P (F'\E) =
P*(F)-P*(E) = 0, ya que P*(o) es sustractiva en Mp*, por ser
una medida a.p. Es decir, E E S(R). !

Ahora daremos una propiedad sobre el espacio de Hil-
bert H de modo que la medida P(o) a.p. sea regular exterior.

TEOREMA 4.3. Si H e.6 un e.6pae.io de Hilbe./tt .6epaltable
tj P(o) una med-tda O.P. ae.otada en el anillo de. conjunto.6 R,

e.ntonce..6 P(·) e s una me.dcd a. O.P. /tegufa/t exte.ltio/t. COMewen-

temente, Mp* e..6 la compfetaci6n de. S(R) con 1te.6pe.cto a
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pee) = p"'(e)IS(R).

Demostracion. Siendo H separable, B(H)l = {T:T e::

B(H),iT~ ~ 1} es metrizable con la topologia fuerte de opera-
dores y asi existe una base de entornos numerables de 0,
que denotamos por {V }. Sin perder la generalidad supondre-

'" nmos que P (H(R)) c.:;: B(H)yZ .

Sea A L H(R). Entonces existe un D £ Ra tal que A c D
EnE R, n = 1,Z, ... Es claro que

'"P (A)x lim P",(F)x = lim P",(F)x,
F€SA FeSA

FeD
X e: H.

'"{P",(F):AcFcD, F 6::Ra} converge fuertemente a P (A)=Te:
B(H)yz y P"'(A) ? O. Sea S~ = {F:A c FeD, F e: Ra}. Dado Vl,

Dexiste F1 tal que P",(F) eo: T +V" F ? F, Y F e: S1\. Dado VZ'
exi5 te F (Z) e:: SR tal que P",(F) 6: T + V Z, F ~ F(2) Y F e: SR·
Tome FZ = F, n F(Z) y continue asi sucesivamente. Se obtiene
de esta manera .una sucesi6n Tal = P",(F1), Taz = P",(FZ)'···'
Tan = P",(Fn),··· donde F,::> FZ::>... ::>A, Fi c S~, i = ',Z, ...
Dada una vecindad U de 0 en la topologia fuerte de operado-
res en B(rl), existe una vecindad Vn tal que Vn c U yo 0

P",(F) L T+U para todo F ?Fn, Fe: SAD. Es decir, P",(F )x-+
'" 0 '" nTx = P (A)x, x ~ H. Para cada n, P (A) ~ P",(Fn) ~ P",(D).

Sea ahara B = NF . Entonces B e: S(R) y B 2 A. Como p"'(e) es
1 nmon6tona en S(R), por el Lema Z., tenemos que:

'" '"P (A) « P (B) PCB) = lim P(F ) = lim P"'(F) = P"'(A),·n nn n

donde los limites existen para la topologia fuerte de opera-
, '" -dores. Luego, P (A) = P(B), A cB e: S(R). Sea G e:: S(R) con

- '"G c B'. A. Entonces, como A\ G L S(R), PCB) = P (A) ~
'" - - - -P (B'-.G) = P(B" G) = PCB) -peG) de allI peG) = o. Por 10 tan-
to P(o) es regular exterior. La ultima parte se sigue del
teorema anterior.
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NOTA. Este teorema extiende al resultado correspon-
diente dado en [4J a medidas a.p. es espacios de Hilbert
con rangos no necesariamente conmutativos. La conmutativi-
dad del rango de la medida a.p. es una hipotesis esencial
para la validez de los argumentos en [4J.
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