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ALGUNAS CARACTERIZACIONES DE MEDIDAS
ESPECTRALES EXTENDIBLES

por

T.V. PANCHAPAGESAN"

Resumen. Si E(*) es una medida espectral en un espacio
de Banach X, definida en un anillo R de conjuntos, daremos
algunas caracterizaciones para que E(*) admita una exten-
sion, en forma Gnica, al 0-anillo generado por R, como una
medida espectral en X.

Introduccién. En [5], se obtiene que cada medida espectral,
E(+), definida en un anillo de conjuntos R, con su rango con-
tenido en un algebra de Boole de proyecciones P en un espa-
cio de Banach (complejo) X admite univocamente una extensidn
a una medida espectral E(+) en S(R), el o-anillo generado por
R, cuando P es o-completo en el sentido de Bade [1]. En este

5 en B(X), con

caso, el rango de E(+) esta contenido en P
respecto a la topologia fuerte de operadores. El mismo resul-
tado fue obtenido en [4], cuando R es un dlgebra de conjuntos
El objetivo de este articulo es dar algunas caracterizaciones

de tales medidas espectrales extendibles.

* Auspiciado por los proyectos C-80-149,150 del C.D.C.H. de la Univer-
sidad de los Andes, Mérida, Venezuela.



§1. Preliminares. A través de este trabajo, X denotard aun
espacio de Banach complejo y B(X) al dlgebra de Banach de
todos los operadores acotados en X con la norma usual. Un
dtgebra de Boole de proyecciones P en X es un subconjunto
conmutativo de B(X) que cumple las condiciones sigulentes:

(i) P2 =P, Peb;

(11) 0 =P,
(i1i) Si P « PP, entonces 1-P € P;
(iv) Para P, Q en P, PvQ = P+Q-PQ P, PAQ = PQ = P.

Un &lgebra de Boole P de proyecciones en X se llamard o-com-
pleta o completo cuando P es o-completo o completo, respec-

tivamente, en el sentido de Bade [1].

LEMA 1.1. Un dfgebra de Beoole P de proyeccdiones en X
estd contendida en un dLgebra de Boole de proyeccdiones G-com-

pleta en X, a4 para todo x € X
N(x) = {Ex:E =P}

es nelativamente débilmente compacto en X. (ver Panchapage-

san [4, Lema 5]).

DEFINICION 1.2. Un espacio de Banach X tiene la pro-
piedad B-P, si1 cada serie de elementos de X es convergente
en la topologia de X, siempre que la serie es débilmente

no-condicionalmente convergente.

LEMA 1.3. Un espacic de Banach X tiene La propiedad
B-P, 54 y 860 54, X no contiene a ninguna copia Lsomorfa,

de ¢ . (ver Bessaga y Pelczyfiski [2]).

§2. Teoremas principales.

DEFINICION 2.1. Sea E(+¢):R - B(X), donde R un anillo
de conjuntos. E(+) se llamard una medida espectral en X, si

E(+) cumple las condiciones siguientes:
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(1) E(¢) = 03

(ii) E(oN &) = E()E(5), 0,6 « R;
® n

1i1) E( Uoi)x = 1im § E(o
1 n 1

1.,)(EX

siempre que

{o.}, &R, o.pno. = ¢, i i y lUo. = R.

Notemos que s1 E(-) es una medida espectral en X, definida
en el anillo R, entonces el rango de E(+) es conmutativo y
estada contenido en el ilgehra—de Boole de proyecciones si-

gulente:
BO = {E(0): 0 « R}UI{T-E(0): 0o « R}.

En lo que sigue R denotara a un anillo de conjuntos y S(R)

al o-anillo generado por R.

TEOREMA 2.2. La meddida espectral E(-):R +» B(X) se pue-
de extendern a una medida espectral E(+) en S(R), 54, y 8680
54, para x € X, E(R)x es nelativamente débifmente compacto

en X, donde
E(R)x = {E(o)x: o0 & R}.

Cuande £a extensidn E(+) existe como una medida espectral en
S(R), entonces E(+) es dnica.

Demostraciéon. E(R) « BO, donde Bo = {E(o):0 = R) U
{I-E(o): o € R} es un dlgebra de Boole de proyecciones en X.
Si E(R)x es relativamente débilmente compacto para todo x=X,

entonces
N(x) = {Px: P « B } = E(R)x U{x-E(R)x}

es también relativamente débilmente compacto. Por lo tanto,
por el Lema 1.1, B0 estd contenido en un dlgebra de Boole
o-completa de proyecciones en X, lo cual implica que el ran-
go E(R) estd contenido en un algebra de Boole o-completa de
proyecciones en X. Ahora, usando el Teorema 6.5 de Panchapa-



gesan y Shivappa Veerappa Palled [5], tenemos que E(°) es
extendible, en forma Gnica, a una medida espectral E(+) en
S(R). Reciprocamente, si E(+) es extendible a una medida es-
espectral E(+) en S(R), entonces para todo x X, E(+)x es
una medida vectorial acotada en S(R), que es una extensién
de medida vectorial E(-)x en R. Por lo tanto, del teorema
de extensidn de Kluvanek [3,p.178] resulta que el rango

E(R)x es relativamente débilmente compacto en X.

TEOREMA 2.3. La meddida espectraf E(+):R + B(X) admite
una extensién E(-) en S(R), como una medida espectral en
S(R), en forma dnica, 54, y sGL0 84, el nango de E(+) estd
contendido en un dLgebra de Boole o-completa de proyeccdiones
en X.

Demostracidén. A la luz del Teorema 6.5 de [5], basta
probar que la condicidn es necesaria. Del Teorema 2.2 se
sigue que E(R)x es relativamente débilmente compacto para
x € X y el mismo argumento en la primera parte de la demos-
tracién del Teorema 2.2 prueba la necesidad de la condicidn.
La unicidad de la extensidn es una consecuencia del Teorema
2= 2

TEOREMA 2.4. La meddida especthafl E(+):R » B(X) s¢ pue-
de extenden a una medida espectral E(+) enS(R) , en jorma
andeca, 84, y 5680 54, para todo x € X, E(R)x = Yx’ donde YX
es débilmente secuencialmente complete en X y

sup ||[E(o)] < e
oeR

Demostracidén. Del teorema de extensidn en Kluvanek ,
[3,p.178], se sigue que cuando g:EHE(-)H < o, E(R)x es rela-
tivamente débilmente compacto si, y sélo si, E(R)x = Ysu Yx
débilmente secuencialmente completo en X. Ahora, el teorema
es una consecuencia de los Teoremas 2.2 y 2.3 y el hecho que
un dlgebra de Boole c-completa de proyecciones es acotada.
(Ver Bade [1]).

TEOREMA 2.5. Sea E(+)R +~ B(X) que satisface Las con
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diciones (1) y (ii) de La Definicibn 2.1. y, ademds, La con-
dicibn (iii) siguiente: para x X, x* « X,

_2 x*E(c.)x = x*E( Uo.)x ,
1=1 1 1 +

s{emphe que

Entonces E(+) es una medida espectral en R. E(+) se puede ex-
tenden como una medida espectral en S(R) s4, y 5680 84, para
todo x « X, exdiste Yy € X tal que

(*)

* *
X E(o)x = x'y_,

Sdiemphe que

{oi}

1S R, 0.n0. =0, 14 ).

1 J

Demostracion. Del teorema de Orlicz-Pettis, E(+) es nu-
merablemente aditiva en la topologia fuerte de operadores vy
asi E(-) es una medida espectral en R. La condicién (*), es
equivalente a la asercidn de que E(R)x es relativamente dé-
bilmente compacto (por la equivalencia de (vi) vy (iii) del
teorema de extension en Kluvanek [3,pp.l78—179]). La conclu-
si6n sigue entonces del Teorema 2.2.

Usando el resultado de Uhl[6], obtenemos otra caracte-

rizacidn.

TEOREMA 2.6. Sea E(*):R + B(X) una medida espectral.
E(+) admite una extensién E(+) en S(R), en forma dnica, como
una medida espectral, s4 y s6L0 54, para todo x = X existe
My no negativa, finitamente aditiva y acotada en R tal que
ux(o) +~ 0, o « R, implica que E(o)x = 0.

Demostracion. Por la equivalencia de (i), (ii) y (xii)
del teorema de extensidn en Kluvanek [3], & por Uhl [6] , te-
nemos que la condicidn es equivalente a la asercidén de que
E(R)x es relativamente débilmente compacto, para todo x = X.
La conclusidén sigue ahora del Teorema 2.2.

69



TEOREMA 2.7. Sea E(*):R + B(X) una medida espectral.
E(+) admite una extensién a La medida espectral E(.) en
S(R) 44, y 6680 84, E(.) cumple Las condiciones sigudlentes:

(i) suplE(0)] < =
oeR

(ii) S« u;:H(R) > R+, H(R) ef o-aniflo hereditanio genera-
do pon R, donde u; se define pon

u;(o) = inf{kz]ﬂE(ok)xl, ?ck >0, op «R. k=1,2,...}

para x « X, entonces u;(c) < © para todo c=S(R) y para to-
do x « X.

(iii) R es T (E(+)x)-denso en S(R), para todo x = X, en el

sentido que dados o € S(R) y e > 0, exdiste un §, =R tal que

u;(c ASX) < g.

Demostracidén. La condicidn es suficiente, a la luz del
Teorema 2.2 y de la equivalencia de las condiciones (ii) vy
(xi) del teorema de extensidn en Kluvanek [3]. La condicién
es necesaria. En efecto, del Teorema 2.3 el tango de E(-)
estd contenido en un algebra de Boole o-completa de proyec-
ciones en X, lo cual implica que (1) es cierta. Como E(°*)x
admite extensidn a E(-)x en S(R), por la equivalencia de (i)
y (xi) del teorema de extensidn en Kluvanek [3], las condi-

ciones (1i) y (iii) son ciertas.
Vamos a dar el Gltimo teorema de caracterizacion.

TEOREMA 2.8. Sea X un espacdo de Banach que no contie-
ne a ningdn subespacio L{somonfo a Co Y sea E(¢):R +» X wuna
meddida espectral. Entonces, existe una medida espectral
E(*) en S(R), que extiende aE(*) en forma dnica, 54 y s6Lo
4,

sup]E(o)] < « (**)
geR
0, equivalentemente, el nango de E en R estd contenido en
un dLgebra de Boole acotada de proyecciones.
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Demostracion. Primero, observamos que la condicién

(**) es equivalente a la siguiente:
sup([E(0)]: 0 = B,} < =,

donde
B, = {R(9): 0 e R}U{I-E(5): o = R}

es un dlgebra de Boole de proyecciones que contiene a E(R).
Si X es un espacio de Banach que cumple la hipdtesis del
teorema, entonces por el Lema 1.3, X tiene la propiedad de
B-P. Si

sup|E(0)] < =,

oeR
se tiene que para cada x e X, la medida vectorial E(*)x es
acotada y E(R)x = X, donde X tiene la propiedad de B-P. Por
lo tanto, de la equivalencia de (ii) y (i1v) del teorema de
extensién en Kluvanek [3] y del Teorema 2.2, sigue la sufi-
ciencia de la condicidn. La necesidad de la condicidn es una
consecuencia del Teorema 2.3 y del hecho que un algebra de

Boole o-completa de proyecciones es acotada en B(X).

COROLARIO 2.9. Una medida espectral E(+) en R en un
espacio de Banach déb.ilmente secuenccalmente completo X se
puede extender a una medida espectral E(+) en S(R) s8¢, y s6-
to s¢, E(R) es acotado en B(X).

Demostraciéon. Sigue del Teorema 2.8, por el hecho que
X no contiene a ning{n subespacio isomorfo a S 6 del Teorema 2.4,

donde tomamos Yx = X, para todo x = X.
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