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ALGUNAS CARACTERlZACIONES DE MEDIDAS
ESPECTRALES EXTENDIBLES

par

*T.V. PANCHAPAGESAN

Resumen. Si E(·) es una medida espectral en un espacio
de Banach X, d ef in ida en un anillo R de conjuntos, da remos
algunas caracterizaciones para que EC-) admit a una exten-
sion, en forma unica, al a-anillo generado por R, como una
medida espectral en X.

Lnt rodu cc ion . En [5], se obtiene que cada medida espectral,
E(-), definida en un anillo de conjuntos R, con su range con-
tenido en un algebra de Boole de proyecciones P en un espa-
cio de Banach (complejo) X admite unfvocamente una extension
a una medida espectral E(·) en S(R), el a-anillo generado ~r
R, cuando F esa-completo en el sentido de Bade [1]. En este

-' - scaso, el Tango de E(·) esta contenido en W en B(X), con
respecto a la topologia fuerte de operadores. El mismo resul-
tado fue obtenido en [4J, cuando R es un algebra de conjuntos
El objetivo de este articulo es dar algunas caracterizaciones
de tales medidas espectrales extendibles.

* Auspiciado por los proyectos C-80-149,150 del C.D.C.H. de la Univer-
sidad de los Andes, Merida, Venezuela.
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§l. Preli_inares. A t raves de este trabajo, X denot ara a un
espacio de Banach complejo y B(X) al algebra de Banach de
todos los operadores acotados en X con la norma usual. Un
algeb~a de Booie de p~oyeccione6 P en X es un subconjunto
conmutativo de B(X) que cumple las condiciones siguientes:
(i) p2 = P, PEW;
(ii) a LlP;

(iii) Si P L lP, entonces I-P E W;

(iv) Para P, Q en 1', P v Q = P+Q-PQ E: W, P II Q = PQ E: lP.

Un algebra de Boole lP de proyecciones en X se Ll ama ra c-com-

pleta 0 completo cuando lP es a-completo 0 completo, respec-
tivamente, en el sentido de Bade [1J.

LEMA 1.1. Un aigeb~a de Booie lP de pltoyeccione6 en X

e6~a con~enida en un algeb~a de Boole de pltoyeccione6 a-com-
ple~a en X, 6i palLa ~odo x E X

N(x) = {Ex:E EW}

e6 ltelativamente dlbilmente compacta en X. (ver Panchapage-
san [4, Lema 5]).

DEFINICION 1.2. Un espacio de Banach X tiene la pro-
piedad B-P, si cada serie de elementos de X es convergente
en la topologia de X, siempre que 1a serie es debilmente
no-condicionalmente convergente.

LEMA 1.3. Un e6pacio de Banach X tiene La pltop~edad
B-P, 6i Y 6610 6i. X no contiene a ninguna copia i60molt6a.
de. co' (ver Bessaga y Pelczyfi i ski [2]).

§2. Teoremas principales.

DEFINICION 2.1. Sea E(·):R -> B(X), donde R un anillo
de conjuntos. E(·) se llamara una medida e6pectltal en X. si
E(·) cumple las condiciones siguientes:
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(L) E(¢) = 0;

(ji) E(an 6) = E(a)E(6), 0,6 E: R;

(Li i) E ( Ua - ) x
1 1

siempre que

n
1im L E( 0-) , X E: X
n 1 1

00

a·na.=¢,
1 J y Ua. E: R.

1 1

Notemos que si E(o) es una medida espe tral en X, definida
en el anillo R, entonces el range de E(o) es co~mutativo y
est~ contenido en el ~lgebra' de Boole de proyecciones si-
guiente:

B '" (E (0): a e:: R} U { J - E (0): a e:: R}.o

En 10 que sigue R denotar~ a un anillo de conjuntos y S(R)
al o-anillo generado por R.

TEOHEMA 2.2. La me.d-i.da e.~pe.c.tJtaf. E(.):R -+ B(X) e. pue-
de. ex.te.nde.tr. a. urla me.d-i.da. e.~pe.c.tJtaf. B(o) e.n S(R), ~-i., Ij ~6e.o
~-i.. paJta. x E X, E(R)x e.~ Jte.f.at-i.vamente. dtb-i.f.me.n.te. compacta
e.n X, do n.de.

E(R)x = (E(a)x: a E R}.

Cuando f.a e.x.te.n~i6n teo) e.x-i.~te. como u.na me.d-i.da e.~pe.ctJtaf. e.n

S(Rl. e.n.tonce.~ Beo) e s unica.

Iremo e t-r ae ia n . E(R) E Bo' donde Bo (E(a): a E R) U
(I-E(o): a e:: R} es un 5lgebra de Boole de proyecciones en X.
Si E(R)x es relativamente d eb i Imen t e compacta para todo XE: X,

entonees

N (x) = (Px: P -= B0 } = E (R) x U {x - E (R) x }

es tambien relativamente debilmente compacto. Par 10 tanto,
por el Lema 1.1, B est~ eontenido en un ~lgebra de Booleo
o-eompleta de proyeceianes en X, 10 cual impliea que el ran-
go E(R) est~ contenido en un Algebra de Boole a-completa de
proyecciones en X. Ahora, usando el Teorema 6.5 de Panehapa-
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gesan y Shivappa Veerappa Palled [5], tenemos que E(o) es
extendible, en forma unica, a una medida espectral B(o) en
S(R). Reciprocamente, si E(o) es extendible a una medida es-
espectral B(o) en S(R), entonces para todo x ~ X, B(o)x es
una medida vectorial acotada en S(R), que es una extension
de medida vectorial E(o)x en R. Por 10 tanto, del teorema
de extension de Kluvanek [3,p.178J resulta que el rango
E(R)x es relativamente debilmente compacto en X.

TEOREMA 2.3. La med~da e~peet~al E(o):R ~ B(X) adm~te
una exten~~6n B(o) en S(R), eomo una med~da e~peet~al en
S(R), en 6Mma un.tea, -6'<',y -6olo -6'<',e.l !lango de E(o) e-6ta.

eonten.<.do e.n un algeb!la de Boole a-completa de pJloyecc.<.one-6
en X.

Demostracion. A la luz del Teorema 6.S de (5), basta
probar que la condicion es necesaria. Del Teorema 2.2 se
sigue que E(R)x es relativamente debilmente compacto para
x ~ X Y e1 mismo argumento en la primera parte de la demos-
tracion del Teorema 2.2 prueba la necesidad de la condicion.
La unicidad de la extension es una consecuencia del Teoyema
2.2.

'l'EOREMA 2.4. La me d cd a. e.-6peeL'tal E(o):R ~ B(X)6e. pue.-
de e.xtende.~ a una. me.d i.d a e.-6pec.tna..t f(o) enS(R) , en ooJtma

uYl~ea, -6'<',y -6oto -6~, pa~a t.o d o x ~ X, E(R)x c Yx' donde. Yx
e.~ deb~lmente. -6ecue.ne.<.alme.n.te. eomple..to en X y

sup II E (an < 00

o e R

Demostracion. Del teorema de extension en Kluvanek ,
[3,p.178], se sigue que cuando supllE(oJil< 00, E(R)x es rela-ae:Rtivamente debilmente compacto si, y solo si, E(R)x c Yx' Yx
debilmente secuencialmente completo en X. Ahora, el teorema
es una consecuencia de los Teoremas 2.2 y 2.3 Y el hecho que
un algebra de Boole o-completa de proyecciones es acotada.
(Ver Bade [lJ).

TEOREMA 2.5. Se.a. E(o)R ~ B(X) que -6a..t~-6~aee la.!> eon-
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dic.ione.-6 (i) IJ (i i ) de. la Ve.6inic..<·.6n2.1. IJ, ademcf-6, la con-

dic.i6n (iii) -6iguie.nte.: ra~a x £ X, x* £ x*,

00

L x*E(o.)x
i=1 1

*X E ( Ua.) X
1 1

00

-6 <:emp~e que

{a.}OO c R,
1 1

00

a.na.=ep,
1 J i " j y Ua OL R.

1 1

Entonc.e-6 E(o) es UYla vve.d Ld a e-6pec.t!wl en R. E(o) -6e. ou ed e ex-
tende~ c.omo una medida e-6pec.~~al en S(R) -6i, IJ -6alo -6i, pa~a
todo X £ X, exi-6te y ~ X tal que.x

(*)

J.>iemplr.eque

D'em o e t.r ao i.on , Del teorema de Orlicz-Pettis, E(o) es nu-
merablemente aditiva en la topologfa fuerte de operadores y

as! E(o) es una medida espectral en R. La condicion (*), es
equivalente a la aserci6n de que E(R)x es relativamente d§-
bilmente compacto (por la equivalencia de (vi) y (iii) del
teorema de extension en Kluvanek [3,pp.178-179J). La conclu-
sion sigue entonces del Teorema 2.2.

Usando el resul tado de Uhl [6J, obtenemos otra caracte-
rizacion.

TEOREMA 2.60 Sea E(o):R ~ B(X) una medida e.-6pec.t~al.
E(o) admite una exten-6i6n E(o) en S(R), en 6o~ma unic.a, c.omo
una medida e-6pec.t~al, -6i IJ -66lo -6i, pa~a to do x £ X exi-6te
Wx no negativa, 6inita~ente aditiva IJ ac.otada en R tal que
wx(a) + 0, a ~ R, implic.a que E(a)x + O.

Iremo e t i-ac ion , Par la equivalencia de (i), (ii) Y (xii)
del teorema de extensi6n en Kluvanek [3J, 6 por Uhl [6J , te-
nemos que la condici6n es equivalente a la asercion de que
E(R)x es relativamente deb i Lmen t e compacto, para todo x E:: X.
La conclusi6n sigue ahora del Teorema 2.2.
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E ( 0 )

S (R)

(i)

TEOREMA 2.7. Sea E(o):R ~ B(X) una med~da
adm~te una exten4~6n a ia med~da e~peet~ai
4~, y 46io ~~, E(-) eumpie ia~ eond~e~one4

e~peet~ai.
E (0) en
~iguiente~ :

supIE(a)1 < 00

ae:R
(ii) S~ \l~:H(R)
do po~ R, donde

+~ R , H(R) ei a-aniiio he~ed~ta~~o gene~a-
*\lx ~e de6~ne po~

00

k ,; 1 ,2, ... }

*pa~a x e:: X, entonee4 \lx(a) < 00 pa~a t.odo a E: S(R) Y p an a. to-
do x -= X.
(iii) R e4 r*(E(o)x)-den40 en S(R), pa~a todo x e:: X, en ei
~ en t.cdo que d ados a e:: S (R) Y E > 0, eX~4te un Ox e:: R tat que

Demostracion. La condicion es suficiente, a la luz del
Teorema 2.2 y de la equivalencia de las condiciones (ii) y
(xi) del teorema de extension en Kluvanek [3]. La co nd i ciSn
es necesaria. En efecto, del Teorema 2.3 e1 tango de E(-)
esta contenido en un algebra de Boole a-completa de proyec-
ciones en X, 10 cual implica que (i) es cierta. Como E(o)x
admite extension a E(o)x en S(R), por 1a equivalencia de (i)
y (xi) del teorema de extension en Kluvanek [3J, las condi-
ciones (ii) y (iii) son ciertas.

Vamos a dar el ultimo teorema de caracterizacion.

TEOREMA 2.8. Sea X un e~pacio de Banaeh que no eontie-
ne a ning4n ~ube~pae~o ~~omolt6o a Co y ~ea E(o):R ~ X una
med~da e4peet~al. Entonee~, exi~te una medida e4peetltai
E(o) en S(R),. que extie.nde aE(o) en 6Mma finiea, s ; y ~6io

sup] E(a) ~ < 00

aE:R
(**)

0, equivaienternente, ei ~ango de E en R e~ta contenido en
un aigeblta de Booie aeotada de pltoyeccione6.
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u emo e t rac ion , Primero, observamo s que Ia condici6n
(**) es equivalente a la siguiente:

donde
Bo = {R(o): a E: R1 U {I-B(e): o E: R}

es un &lgebra de Boole de proyecciones que contiene a E(R).
Si X es un espacio de Banach que cumple la hip6tesis del
teorema, entonces por el Lema 1.3, X tiene la propiedad de
B- P. Si

s up ] Ef o ) ~ < 00

oER

se tiene que para cada x E: X, la medida vectorial El')x es
acotada y E(R)x c X, donde X tiene la propiedad de B-P. Por
10 tanto, de la equivalencia de (ii) y (iv) del teorema de
extension en Kluvanek [3J y del Teorema 2.2, sigue 1a sufi-
ciencia de la condicion. La necesidad de la condici6n es una
consecuencia del Teorerna 2.3 y del hecho que un frlgebra de
Boole o-cornpleta de proyecciones es acotada en B(X).

COROLARIO 2.9. Una med-ida e.6pec.t!lal E(·) en R en un

eopac.-io de Banac.h de.b.ebnen.te .6ecuenc.ealmente c.ompte-to xs e
puede extende!l a una med-ida eopect!lal ~(.) en S(R) .6-i, Y .66-

to s c , E (R) e.6 ac.o:tado en B (X) .

Iremo e tn-ac io n . Sigue del Teorerna 2.8, por el hecho que
X no contiene a ni ng un subespacio isomorfo a co' 6 del Teorerna2.4,

donde t ornarnos Y = X, par a todo x e= X.
X
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