SOLUCION DE PROBLEMAS

2. Demostrar que si ¢l nimero entero a es un cubo perfecto,
(¢ — 1) a (a + 1) es divisible por 504.

Solucién. Como 504 =7 X 8 X 9, hay que demostrar que
(a — 1) a (a + 1) es divisible por 7, por 8 y por 9.

Si a es par, entonces es divisible por 8. Si @ es impar, entonces
uno de los dos nimeros ¢ — 1 0o @ + 1 es divisible por 4 y el otro
por 2. Total: (a — 1) a (a + 1) es siempre divisible por 8.

Si a es el cubo de un ndmero & divisible por 3, entonces a es di-
visible por 27 y por lo tanto por 9.Sia = &’ y b = 3k + 1, entonces
a = 27k + 27k* + 9k + 1, es decir a — 1 es divisible por 9. Si
b=3k—1,a=27k"—27k* 4+ 9k — 1, es decir a + 1 es divisible
por 9.

Finalmente si @ = 4" y 4 es divisible por 7, a lo es también. Si
b es de la forma 7k + 1, 7k + 2, 7k -+ 4, entonces @ — 1 es divisi-
ble por 7, si b es de la forma 7k + 3, 7k + 5, 7k + 6, entonces
a + 1 es divisible por 7.

Juan Gomez Mora (Medellin).

5. Demostrar que en la sucesién 2' + 1, 2* 4 1, 2" + 1,

g . . :
2 +1,...,2"+1,... dos términos son siempre primos entre ellos.

La solucién siguiente es debida al Profesor Jorge Pilya de Stan-
ford University (California).

Pongamos «, = 2*"+1. Entonces
a’mk_z (22“)”_1 n) 2K-1 n\2X-2
—= =(2? —4 - a1
a, 27 +1 ( ) (27) '

es decir (4, ,,— 2) / a, es un nmero entero, sea b. Si d > 0 di-
vide a @,y a a, , entonces por la igualdad
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otk __ = %y

d d d

se ve que 2/d es un namero entero, es decir que & divide a 2. Como
b

a, esimpar,d = 1. Entonces # , y @, son siempre primos entre

cllos. q. e. d.

Observacion. La proposicién muestra inmediatamente que existe
un namero infinito de nGimeros primos, puesto que un ndimero
primo no puede dividir a dos términos de la sucesion.

Paran =0, 1, 2, 3, 4 el valor de 2" +1 es respectivamente
3,5, 17, 257, 65537, que son nmeros primos. No se sabe actualmen-
te si hay otro ntimero primo de la forma  2"+1 ; un tal nd-
merc primo se llama “ntmero primo de FErRMAT”.

9. Entre ciertos cbjetos hay dos que tienen color diferente y dos
que tienen forma diferente. Demostrar que hay dos que son diferen-
tes de forma y de color.

Solucién. Supongamos que A y B tienen color diferente y que a
y B tienen forma diferente (los cuatro objetos no son necesariamen-
te distintos). Si A4 y B tienen también forma diferente, estamos listos.
Supongamos entonces que A y B tienen la misma forma. Entonces
por lo mencs uno de los dos objetos a y B debe tener forma diferente
de la forma comin de A y de B, sea este por ejemplo a.

Si a tiene el color de A, serd (a, B) la pareja que buscamos. Si

a tiene el color de B, lo serd (a, A). Si el color de a es diferente de

¢l de A y de el de B, cada una de las parejas (a, 4) y (a, B) nos
satisfara.

Ernesto Gutiérrez Bodmin (Barranquilla).

Otra soluciéon de Joaquin Alvarez Arango.
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