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Por ]. HorvATH.

9. Después de haber expuesto con detalle el papel de los ni-
meros primos en la teoria de la divisibilidad, nos ocuparemos, en el
resto de esta serie de articulos, del problema de determirar la fre-
cuencia con que ocurren los nimeros primos en la sucesion de los
numeros enteros positivos. Las consideracicnes que han sido faciles
y elementales en los articulos precedentes van a volverse ahora mas
y mas dificiles, pero esperamos que el lector, con lapiz y papel com-
pruebe cada paso del raciocinio y haga el esfuerzo necesario para
conocer una de las partes mas ntr‘xcti\'as de la Teoria de los NG-
meros.

El primer teorema que demostraremos se encuentra, junto con
la demostracion, en el libro IX. de Fucries y dice:

Hay un ndmero infinito de nimeros primos.

En efecto, mostraremos que dados #» nameros primos, donde
7 es un entero positivo cualquiera, siempre existe otro numero
primo, diferente de ellos, lo cual implica claramente que debe haber
una infinidad de nimeros primos.

Sean py, po, .., pu n nGmeros primos y consideremos el nimero

a=p ps ... po T+ L

a no es divisible por ninguno de los nameros py, po, ..., pu , por-
que la division de a por cualquiera de ellos da el residuo 1. Por
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otro lado a tiene por lo menos un divisor primo p (Vol. I, p. 31),
que es diferente de los #» ndimeros primos dados.

El lector podra encontrar otra demostraciéon del teorema pre-
cedente en la solucién del problema 5 (pp. 15-16).

El objeto de este articulo es demostrar ¢l teorema siguiente, que
es mucho mas preciso:

Cualquiera que sea el numero entero posztwo n, entre n y 2n
siempre se encuentra por lo menos un niamero primo.

Ejemplos:

s1 n=2 |, 2n—4 y p =3,

== A 2n — 6, 8 =5,

n—>5 6, 2n = 10,12 # =7,
T<n<12 14 < 2n < 24 p = 13,
B2 , 266820 # B == 23,
BLaLL , < 2m< 84 p =43,
B8, 86 < 2n < 164 p = 83,
83< <100, 166 < 21 < 200 p =101,

BERTRAND conjetur6 este teorema en 1845 y fue CHEBISHEFF quien
lo demostré por primera vez en 1852. La demostracion que expli-
caremos a continuacion se debe a Paur Erpos.

La demostracion del teorema es basada largamente scbre consi-
deraciones relativas a factoriales y a ‘coeficientes binomiales, nocio-
nes que tienen gran importancia en la teoria combinatoria. Como
esta rama de la aritmética no forma parte del programa del bachi-
llerato, vamos a exponer esos conceptos con mas detalles de lo que
se necesitaria para los fines del presente articulo.

10. Denotaremos por 7! y llamaremos “» factorial”, al nimero
nl == L 2: 3ei0my

donde » es un ndmero entero positivo. Ademas pondremos 0! — 1.
Ast por ejemplo
ll=1,2=1X2=23=1X2X3=5§

y &

10! =1 X2X3X4X5X6X7X8X9X10=3628.000

o
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y se tiene la relacion evidente
(n+ 1) =nl(n +1).

El significado de n! en la teoria combinatoria es ¢l siguiente.
Si tenemos 7 objetos Ay, A, ..., A, , vamos a llamar permutacion
cada orden en que se pueden escribir estos 2 objetos.

Demostraremos que n objetos tienen exactamente n! permuta-
ciones.

Asi por ejemplo si # = 2, n! = 2 y hay las permutaciones si-
guientes (denotaremos los objctos por 1.2, 3, ... en vez de A,, A.,
Ag wis)s

L,2) y 1.
Sin=3nl=6y lmy las permutaciones:

(1, 2, 2, 1, 3) (3, 1,2)
(1, 3, Z) 2,31 (35 2; 1)
Si n = 4, n! = 24 y hay las permutaciones:

(1,2, 3,4) (2, 1,3,4) (3,1,2,4) (4 1,2, 3)
(1, 2,4, 3) (2, 1,4, 3) (3, 1,4,2) 4, 1,3, 2)
(1, 3,2, 4) (2,3, 1,4) 3,2, 1,4 4,21, 3)
{1,3,4,2) (2,341 (3,2,41) (4,2,3,1)
(1, 4, 2, 3) (2,4, 1, 3) (3,4, 1,2 4,3, 1, 2)
(1,4, 3,2) (2,4, 3, 1) 3,4,2,1) 4,32, 1)

8]

U

b
s

La afirmaciéon se demuestra por induccion completa. Para
7 — 1 la afirmacién es evidente, puesto que un objeto sdlo se puede
ordenar de 1! = 1 maneras. Supongamos que la afirmacion sea va-
lida para » = m. Si tenemos m —+ 1 objetos: Ay, Ao, ..., 4, ;A .1,
podemos obtener una permutacion de ellos de la manera siguiente:
Primero ordenamos A, As, ..., A, y después intercalamos 4,
entre dos objetos, o lo ponemos antes del primero o detras del ulti-
mo. Como A4,, Au, ..., A, ticne m! permutaciones por la hipdtesis
de induccidn, y como A4 ,, _; se puede colocar de m - 1 maneras
diferentes, los m - 1 objetos tendran m! (m -+ 1) = (m + 1)!
permutaciones, lo que demuestra la afirmacion.
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Puesto que cada nimero inferior o igual a 27 divide a #/, se pue-
de afirmar con mas razén que cada nimero primo inferior o igual
a n sera factor primo de n!. El problema que nos interesa para este
articulo, es determinar que si p es un nimero primo 1 <X p < »,
¢con qué exponente entrard p en la descomposicion de »!/ en na-
meros primos? Con otras palabras, si

n!:Pld.' qul. . .qu, ’

donde py, ps, ..., p, son los nimeros primos inferiores o iguales
a n, queremos obtener una férmula para o, (1 < k£ < 7).

Para expresar en forma comoda el resultado, vamos a introducir
el concepto de parte entera de un nimero real. Siendo p un nimero
real, denotaremos por |p]| el nimero entero inmediatamente in-
ferior o igual a p; [p| se llama la parte entera de p. Ejemplos:

5] =5, ’10_] =8 ll] =0, [\V2 '| =1,

L 3] 3
, 9 ,
[#] = 3, ——¥A-l = =2, [27] =—17.
=3 -3 [on]
Es ‘claro que si @ es un entero, & un entero positivo, y si @ =
a
— bg + r, 0 < r < b (cf. Vol. L, p. 26), entonces 7)—‘ =
. |

Con esta notacion podemos enunciar que sz p es un nimero pri-
mo, 1 < p<<n y p* esla misalta potencia de p que divide a
n!, entonces

1
(10, 1) a= [Z|+|Z 4 |5 +...

donde la suma va hasta el término en que la potencia de p ya es
superior a n, exclusive. Observemos que st pP > n, entonces ya

n
e 0. Este resultado e¢s de ApriEN-MARIE LLEGENDRE
(1752 - 1834).

Puesto que 7/ = 1. 2. 3 ... n, los nGmeros que contribuyen por

lo menos con el factor p a n! son
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1.[7, 2[), covy. U o P,
donde up << n <7 (u + 1)p, es decir u = l Z } :

Escribamos otra vez la sucesion de los maltiplos de p hasta »
con mas detalle:

Lop,2opyeeaspeps (p+1) cpyei 20 sy by ey up

Se ve que entre los maltiplos de p hay unos que contribuyen por
lo menos con el factor p™ a 2!, estos son

L. 2.p% o, 0. P

donde vp® << n < (v + 1)p, es decir v =

En general, si 8 es un entero positivo, los multiplos de p que
contribuyen por lo menos con el factor p# a n! son los nimeros

(10, 2) 1.pP, 2. pB .o, w. PP,

n

donde wpp < n < (w + 1)pB, es decir w = 2
p

Si ahora un ntmero & (1 < k << #) contribuye exactamente
con p¥ a n! (es decir si p¥ es la més alta potencia de p que divide a
k), entonces £ se encuentra en exactamente 7y sucesiones de la forma
(10, 2). Luego el exponente de p en la descomposicion de 2! es el
nimero de los términos en todas las sucesiones (10, 2), es decir

3] 3] e 5]
Ly P PP
Q. E. D.

Ejemplo: Sea » = 1.000 y p = 7. La férmula da para este caso:

| 1000 1.000 1000]
_l7}+[72]+[7“]

0o
(o



1000 | [.go_g{ " '1.009" :
N ‘ 49 343 |

= 142 + 20 4 2 = 164,

entonces 7' es la més alta potencia de 7 que divide a 1.000!
Ejercicio: Descomponer 100! en factores primos (sin calcular su
valor).

11. Sea » un nGmero entero no negativo y £ un ntimero entero
que verifica 0 << £ << #. El ndmero

n! n(n—1)...(n—k+1)

(’/;):/g/(n;k>./"‘ 1.2... k

se llama coeficiente binomial de Newrton. La razén de esta deno-
minacién se verd un poco mas tarde.

Ejemplos:

' 6y .. 6.5
(o) =1 () =r(8) =13 ->

De la definicion resulta de manera evidente que:

(@Z(nik)'

Ademas tenemos la relacién

HEIRNES il

En efecto

n!

( { ) B (k + 1) S ace B G D — kD

_ nl (k + 1) 4 ”!.(”“,@,,,,, _
(k + 1)! (n— k)! (k 4+ 1! (n—k)!




_onl(k+1+n—k) _ n! (n 4 1)
(kD! (n—k)! (k+ D! (n— k)

(n +1)! __(/1}»1>‘
T kD — k) k+1

puesto que (n + 1) — (k +1) = n — k.

7

La altima relacion y el hecho de que ( g ) = 1, ( ” ) =1

nos permiten escribir los coeficientes binomiales en el esquema si-
guiente, llamado triangulo de Pascav:

1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 8 126 126 8 36 9 1
1 1045120 210 252 210 12045 10 1

~ n 4 . & F O ) /7
En este esquema ; es el £ -¢simo nmero en la 7 -ésima linea,

empezando la numeracion siempre por cero y no por uno. Asi por

- ejemplo ( Zt ) = 35. De la @ltima relacion demostrada se sigue

que cada elemento en el tridngulo de PascaL es la suma de los dos
ntimeros que figuran en la fila precedente inmediatamente por en-
cima de él. En particular vemos que cada coeficiente binomial es
un nGmero entero, lo que no es inmediatamente evidente de su
definicion.

Expliquemos el significado de los coeficientes binomiales en la
combinatoria. Si tenemos 7 objetos, vamos a llamar combinacién
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de orden % de » elementos cada scleccion de £ elementos entre los
n. Por ejemplo si tenemos cinco objetos 1, 2, 3, 4, 5, existen las si-
guientes combinaciones de orden 3 de los 5 elementos:

(1, 2, 3) (1, 4, 5)
(1,2, 4) (2, 3, 4)
(1,2, 5) 2, 3,5)
(1, 3, 4) (2, 4, 5)
(1, 3, 5) (3, 4, 5).

En general el ntmero de las combinaciones de orden & de »
elementos es igual a ( 2 ) . En efecto, n objetos tienen 2! per-
mutaciones. Cudntas permutaciones tienen los mismos nimeros en
los primeros £ puestos? Si permutamos entre si los primeros £ nu-
meros de una permutacién (cosa que podemos hacer de £/ maneras
diferentes) quedan los mismos £ nimeros en los primeros £ puestos.
De la misma manera si permutamos los ultimos » — £ nGmeros
entre si (lo que se puede hacer de (» — k)! maneras diferentes)
también quedan los mismos & ndmeros en los primeros £ puestos.
O sea que hay en total

vy el

permutaciones que llevan los mismos & nimeros en los primeros £
[ n -

puestos y por lo tanto hay | i combinaciones de orden %k de
\

n elementos.

Demostremos ahora el

TEOREMA BINOMIAL DE NEWTON. Sean & y m dos niimeros reales
y n un ndmero entero positivo. Entonces

o .
(E+ ) =¢- \’{) £ " n + (;’) &yt 4
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Este teorema explica la denominacién coeficiente binomial. Los
g | son los coeficientes que figuran en las potencias de un bino-

mio (la palabra binomio quiere decir suma de dos términos, como
£+ m).
Ejemplos:
(E+m)* =&+ 20+,

(€ + )" = & + 66y + 156" +
—I" 20§3 1)5‘: + 155_’ 7’4 + 657’1 + 'Y)“.

Demostraremos el teorema por induccién completa. La afirma-
cién es cierta para n = 1:

E+9)'=€&+ 0.
Supongamos que para # — m tengamos

=t () etn () etra oo

entonces tendremos

(E+mm = E ) =

e é‘lu+1 + ( ) m (gﬂ m——l '_ . + gnm +

| m m m m-— 2 m m m 4

El coeficiente de "' ¥ " es igual a
Y g

()= G2 ) = 73
entonces

€ =g (M7 e (1)
gm—ln’_’_;r_ ..‘._{_nm+1

lo que demuestra completamente el teorema.
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En particular poniendo ¢ = n = 1, vemos que

1+ (’f) + (’;>++ <1111> +1=2

El tridngulo de Pascar muestra que los coeficientes binomiales
crecen hasta el coeficiente central y que después decrecen. Demos-

. ; n
tremos esto rigurosamente: 51 0 << k < k + 1 < - s entonces

H<i)

En efecto
L wemeew ke
” \l k! (n — k)! n! n—k
<’< +1)
k+1 P n—1
y L <1k I

Consideremos finalmente la suma

[2n 2n AN 2n B
2+\1>+<2>+ ...+(n>* ...+<2n_1).~2 = 4,

. 2n ;
Por lo que acabamos de ver y siendo ( n =2sin =1,

5
. 2n
entonces el término < p > en la suma es mas grande que cada otro

término de la suma. Puesto que hay 27 términos en la suma, obte-

nemos que
2n N
2n < > = 4

n

es decir

(11, 1) <Z”> = ;i i >l

Esta desigualdad tendrd un papel fundamental en lo que viene.
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Ejercicio. Demostrar la Gltima desigualdad por induccién com-
pleta.

12. Ahora tedo estd listo para empezar la demostracién propia-
mente dicha del teorema de CHepisterr. Para tal fin vamos a estu-
diar el coeficiente binomial

(12, 1) <Z”> @l

n n! n!

La importancia de este coeficiente binomial en la demostracion
no sorprende, si uno considera que es divisible por cada nimero pri-
mo entre 7 y 2n, puesto que (21)! lo es y 2! no lo es. En efecto, a
partir de la hipdtesis de que no existen nmeros primos entre 7 y

2n Y
2n vamos a obtener un valor para | que serd en contradiccion

con la desigualdad (11, 1) y esta contradiccién demostrard el teo-
rema. Antes de Erpos ya el genial matematico hindd Ramanujan
utilizé la expresion (12, 1) para demostrar el teorema de CHEBISHEFF.

Sea p un ntmero primo, 1 < p < 2n. ;Cudl es la mas alta po-

: s n\ :
tencia de p que divide a( p \ ? (No se trata del exponente, sino de
/

la potencia misma!) La potencia mas alta de p que divide a (2n)!
tiene exponente (p. 24)

p lp

La potencia mis alta de p que divide a 7! tiene exponente

RS

; .. n\ ..
Entonces la potencia mis alta de p que divide a (IZ tiene €x-

+ ...

ponente

[ [2n n [ [2n o
(*) \ — =2 )+ =2 e
p P, P 14
Observemos ahora que si p es un namero real, -entonces
[2p] —21p| es igual a cerc o a uno. En efecto
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_ : : 1
[2p] —2[p] =0, silp]<p <Ilpl+ 75>

R | 1 ,
[20] —2[p] =1, silpl+ 5 <p <I[e]l +1

Luego en la suma (*) cada término es igual a 0 6 a 1. Como
el namero de los términos de la suma (¥*) es igual al exponente de
la més alta potencia de p que divide a 21, nos damos cuenta de

que la més alta potencia de p que divide a |, | es inferior o igual

- 2n o
a 2n. Con otras palabras, si p* | ( , | pero p**! ya no divide a

2n
( n ) , entonces p* < 2n.

De este resultado sigue inmediatamente que si p es un namero
primo tal que \/2n < p < 2#, entonces la mas alta potencia de p

que divide a ¢s a lo sumo la primera, puesto que p* ya es

n
superior a 2n.
Sea ahora #» =5 y sea p un nimero primo tal que

7] - ¢
—“3— n<p < p. Entonces p no diwvide a (2””) La potencia con
. 2n .
que p divide a < n> tiene exponente
2n} n l
— e 2 — 3
. ?

2 -
puesto que de p > 3y de n = 5 sigue que p > \/2n. Pero
tenemos que

_n 3 2n
1 < > <5y 2 = 5 <3,
es decir

2l _ Fﬂ _,

2l el "
luego

) [ 2n
pues p no divide a k i)

o
(SN



Supongamos ahora que entre 7 y 2z no hay niimeros primos.

. : 2n
Sin == 5 los factores primos de 5 perteneceran a dos grupos:

12 Los factores primos p tales que 1 < p << \/2n. Cada uno

s iy 2n .
de estos entra en la descomposicion de , | con una potencia in-

ferior a 2n.

29 Los factores primos p tales que \/2n < p < 2z n.

Zn\

Cada uno de estos entra en la descomposicién de iy con el

—

exponente 1.

De estas consideraciones sigue que

(2rz> < (20)" P,

n

donde

r es igual al nimero de los ntimeros primos inferiores o iguales
a\/2n,

” ; 2
P, es el producto de los nimeros primos entre V2ny = n

Con més razén tendremos

(12, 2) (2) < oy 0.,

donde r tiene el significado precedente y

; ; : ; 2
0. esel producto de zodos los nimeros primos inferiores a 5 7.

Para evaluar r llamemos w(&) el namero de los nimeros primos
inferiores o iguales a €. Asi

Ay =0, =Q2)=1  =3)=2 . =(4)=2
=g - Wl =5 il w® =4,

10 / 100 /305
™ (—3) =2, <' 5 ):1, T (7) =6, w \3-/)~:26.
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£
Si & = 14, entonces w(€) < »:‘ — 1. En efecto w(14) = 6,

1
y w(15) = 6 <Z 6 5, puesto que los nlimeros primos inferiores a
14 son: 2, 3,5,7, 11, 13.

m
Sea entonces para un entero m :w(m) <

5 1. Como entre

los ntmeros m + 1 y m -+ 2 hay a lo mas un nimero primo,
entonces

m + 2
2

— L

77(772—}—2)<7r(m)+1<7ﬂ_1—|-1::

Luego, puesto que el teorema es valido para 14, serd valido para
cada nGimero par superior a 14, y puesto que es valido para 15, sera
valido para cada nimero impar superior a 15. Finalmente si € = 14,

O =maen < 1< £

Por consiguiente ¢l valor de r en la férmula (12, 2) es inferior

) )
o igual a Vin 1 si \/2n == 14 es decir si n = 98:

2
2
(12, 3) y B vz—” 1, sin > 9.
Antes de calcular O, demostraremos que si 7 == 5, entonces
2n \ .
< 7 /' < 40

Paran =5

(15()) =250 < 41 = 4 = 256,

Sea para n = m

entonces para 7 — m + 1
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2m+2) _  (2m+2)!
( ) C (m A+ D! (m 41!

@m+1) @m+2)@m)l 5 2m + 1 (’m> &

o m

(m + 1) (m + 1) m! m! T oom 41

m

< 2 >< 2 (2771) < 4 >< 4111741 — 4(m+l)—l.

u\ . .

Observando ahora que < 7 ) es divisible por cada nimero primo
p tal que u << p < 2u y por lo tanto por el producto de todos estos
nameros primos, vemos que el producto de los niimero primos
entre # y 2u es inferior a 4",

Demostremos entonces que el producto de todos los ntimeros pri-
mos inferiores o iguales a # es inferior o igual 4". Esta afirmacion es
cierta para # = 1, 2, 3. Supongamos que el teorema sca valido para
todos los valores # <_ 2 + 1. Entonces el producto de los nimeros
primos entre 1 y # + 1 es inferior a 4°*". Por lo que hemos visto
anteriormente el producto de todos los nimeros primos entre 7 + 1
y 2v + 1 (que es el mismo que entre v + 1y 20 + 2) es inferior a
4¥. Entonces el producto de todos los nimeros primos inferiores a
2v -+ 1 es inferior a

4v+1. 4\' o 42\‘4—1 e 411.

Finalmente si # = 20 + 2, el producto de todos los nimeros
primos inferiores a 2o + 2 es el mismo que el producto de todos los
nGmeros primos inferiores a 20 + 1, es decir, inferior a 4" <

< 42\' + 2 = 4u
De este ultimo resultado obtenemos que

2n

12,4) 0.<4¥ <4

2n
3

y

y las férmulas (12, 2), (12, 3) y (12, 4) dan que si se supone que
entre # y 2» no hay nimeros primos y si » > 98, entonces

125} () <) T4,

El lector observard la importancia que tiene para la demostra-
cién el hecho de que Q. no es muy grande. Con otras palabras:
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entre # y 27 existe nimero primo porque entre 1 y » no hay dema-
siados niimeros primos.

13. Vamos a demostrar que la desigualdad (12, 5) es incompa-
tible con la desigualdad (11, 1). En efecto de las dos desigualdades

sigue

. i 2n i
<) < e
o sea
41{%(21\)”;,

que se puede escribir también como

3

475 (2n)*
y finalmente como
(13,1) 2" <(VZn), i n>>98.

Demostraremos ahora una serie de desigualdades:

19 Si X es un entero superior a 4, entonces 2 = 3 (x + 1).
Para x+ = 4,2 = 16 > 3(4 + 1) = 15. Supongamos que
2 > 3(x + 1), entonces

P = 4 >34 1) F 3+ 1) >
>34+ 1) +3=30¢+ 1) +1].
20 8i & es un niimero real superior a 4, entonces 28 > 3€.

En efecto

260208 >3 ([€] + 1) > 3¢

30 8i € es un nidmero real superior a 14, entonces 28 > &
Poniendo € = 27 la relacién a demostrar se transforma en

)7 ;
22 > 27
que equivale a
2n >3,
lo que es cierto si p = 4 es decir § = 16. Para § = 14y & =15
tenemos que 2¢ > (€ + 1) puesto que
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2 = 16.384 (14 + 1)* = 3375,
25 — 32.768 (15 + 1)* = 4.09.

Finalmente si 14 << € << 16, tenemos
26 2208 = ([€] + 1)° > €.

Apliquemos la Gltima desigualdad para ¢ = \/2n, con £ > 14
es decir » —> 98. Obtenemos:

27> W),

lo que estd en contradiccion con la desigualdad (13, 1). Entonces si
7 es un numero entero superior a 98, entre » y 2z siempre existe
un ntmero primo. Como en el N? 9 ya hemos visto lo mismo para
todos los nameros 7 entre 1 y 100, el teorema de CHEBISHEFF queda
completamente demostrado.
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