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NUMEROS PRIMOS III.
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9. Despues de haber expuesto con detalle el papel de los nu-
meros primos en la reoria de la divisibilidad, nos oeuparemos, en el
resto de esta serie de articulos, del problema de determir.ar la Ire-
eueneia con que ocurren los numeros primos en la sueesi6n de los
nurneros enteros positivos. Las consideraeiones que han sido faeiles
y elernentales en los articulos preeedentes van a volverse ahora mas
y mas dificiles, pero esperarnos que el lector, con lapiz y papel corn-
pruebe eada paso del raeioeinio y haga el esfuerzo necesario para
conoeer una de las partes mas atractivas de la Teoria de los Nu-
meros.

EI primer teorerna que demostraremos se eneuentra, junto con
la demostraei6n, en el libra IX. de EUCLIDES y dice:

Hay un numcro iniinito de numeros primos.

En efeeto, mostrarernos que clades n numeros primos, donde
11 es un entero positivo cualquiera, siempre existe otro numero
primo, diferente de ellos, 10 cual irnplica claramente que debe haber
una infinidad de numeros primos.

Sean pJ' PY., ... ', Pn 11 numerus primos y eonsideremos el nurnero

a = P 1 P2 ... P II + 1.

a no es divisible 1'01' ninguno de los nurneros Pb PY., . , .'- P II , 1'01'-

que la division de a par cualquiera de ellos da el residuo 1. POI'
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otro lado a tiene por 10 menos un divisor primo fJ (Vol. I., p. 31),
que es di£erente de los 11 nurneros primos dados.

EI lector podra encontrar otra demostraci6n del teorerna pre-
cedente en la soluci6n del problema 5 (pp. 15-16).

El objeto de este articulo es demostrar el teorema siguiente, que
es mucho mas precise:

Cual quiera que sea el nurnero entero positivo n, entre n y 2n
siemprc se cncuentra por 10 rnenos un nurncro primo,

Ejemplos:

Sl n = 2 2n = 4 y P = 3,
n 3, 4 2n = 6, 8 p = 5,
n 5, 6 , Zn = 10,12 P =--= 7,

7 ~ n ~ 12 14 ~ 2n ~ 24 p= 13,

13 ~ n ~ 22 26 ~ 2n ~ 44 P = 23,
23 ~ n ~ 42 46 ~ 211 ~ 84 P = 43,
43 ~ n ~ 82 86 ~ 2n ~ 164 P = 83,
83 ~ n ~ 100 , 166 ~ 211 ~ 200 P = 101.

BERTRANDconjetur6 este teorema en 1845 y fue CHEBISHEFF quien
10 demostr6 par primera vez en 1852. La demostraci6n que expli-
caremos a continuaci6n se debe a PAUL ERDOS.

La demostraci6n del teorerna es -basada largamente sabre consi-
deraciones relativas a [actoriales y a 'cociicicrucs binomialcs, nocio-
nes que tienen gran importancia en la teoria cornbinatoria. Como
esta rama de la aritrnetica no forma parte clel programa del bachi-
llerato, vamos a exponer esos conceptos con mas detalles de 10 que
se necesitaria para los fines del presente articulo.

10. Denotaremos pOl' nl y llamaremos "n [actorial", al numero

III = 1. 2. 3... n,

donc1e n es un nurnero entero positivo. Adernas pondrernos 01 = 1.
ASl por ejernplo

11 = 1, 21 = 1 X 2 = 2, 3! = 1 X 2 X 3 = 6,

10 I = 1 X 2 X 3 X 4 X 5 X 6 X 7 X 8 X 9 X 10 = 3,628.000,
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y se tiene la relaci6n cvidente

(n +- 1)1 = nl (n + 1).

El significado de n! en la teoria combinatoria es el siguiente.
Si tenemos n objetos Aj, A1, ... , An, vamos a Hamar permutaci6n
cada orden en que se pueden escribir estos 11 objetos.

Demostraremos que 11 obtctos tienen exactamente n! perm uta-
Clones.

As! por ejemplo si n = 2, n! = 2 y hay las perrnuraciones si-
guientes (denotaremos los objetos por 1; 2, 3, ... en vez de AL, A",
A:, ... ):

(1, 2) y (2, 1).

Si 11 = 3, 11/ = 6 y hay las permutaciones:

(1, 2, 3)

(1, 3, 2)

(2, 1, 3)

(2, 3, 1)

(3, 1, 2)

(3, 2, 1).

Si 11 = 4, nl = 24 y hay las permutaciones:

(1, 2, 3,4) (2, 1, 3, 4) (3, 1, 2, 4) (4, 1,2,3)

(1, 2, 4, 3) (2, 1, 4, 3) (3, 1, 4, 2) (4,1,3,2)

(1, 3,2, 4) (2, 3, 1, 4) (3, 2, 1,4) (4,2, 1,3)

(1, 3, 4, 2) (2, 3, 4, 1) (3, 2, 4, 1) (4, 2, 3, 1)

(1, 4, 2, 3) (2, 4, 1, 3) (3,4, 1,2) (4, 3, 1, 2)

(1, 4, 3, 2) (2, 4, 3, 1) (3, 4, 2, 1) (4,3, 2, 1)

La afirmaci6n se dernuestra por inducci6n completa. Para
11 = 1 la afirmaci6n es evidente, puesto que un objeto s610 se puede
ordenar de 1! = 1 rnaneras. Supongamos que la afirrnacion sea va-
lida para n = m. Si tenemos m + 1 objetos: AI, A", ... , A" ,A Ill; I,
podemos obtener una perrnutacion de ellos de 10.maner a siguiente :
Prirnero ordenamos AI, A", ... , A III Y despues intercalamos A Ill .• ,

entre dos objetos, 0 10 ponemos antes del prirnero 0 detras del ulti-
mo. Como AI, A", ... , All] tiene ml perrnutaciones par la hipotesis
de inducci6n, y como A 11\ +] se puede colocar de m +- 1 maneras
c.Iiferentes, los m +- 1 objetos tendran ml (m + 1) = ~m +- 1)!
perrnutaciones, 10 que dernuestra [a afirrnacion.
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Puesto que cada numero inferior 0 igual a n divide e nl, se pue-
de afirmar con mas raz6n que cada nurnero primo inferior 0 igual
a n sera factor primo de nl, El problema que nos in teresa para este
articulo, es deterrninar que si p es un numero prime 1 ~ P ~ n,
~con que exponente entrara p en la descomposici6n de 111 en nu-
meros primos? Con otras palabras, si

n' =p,Cl.< p,"-' ... p, c., ,

donde Pl, P2, ... , p, son los nurneros primos inferiores 0 iguales
a n, queremos obtener una formula para Uk (1 ~ k ~ r).

Para expresar en forma c6moda el resultado, vamos a introducir
el concepto de pa.rte entera de un numero real. Siendo ,0 un nurnero
real, denotarernos par [,0] el numero enteroinmediatamente in-
ferior oigual a ,0; [,0] se Barna la parte entera de ,0. Ejem plos:

15] =5, [l~l=3, [+1 =0,

[1T] = 3, [- ~ 'j = -2, [-21T] = - 7.

[\/2] = 1,

Es claro que si a es un entero, b un entero positivo, y si a =

= bq + r, 0 ~ r < b (d. Vol. 1., p. 26), entonces l; J = q.

Con esta notaci6n podemos enunciar que si p es un nurnero pri-
11';0, 1 < p ~ n y p a es la mas alta potcncia de p que divide a
n!, entonccs

(10, 1)
U= l;-j+l;~l+r;;'ql +...

donde la sterna va hasta el tcrrniuo en que la potencia de p ya es
supcnor a n, exclusive. Observemos que si pfJ > n, entonces ya

l ;fJ 1 = O. Este resultado es de AORIEN-MARIE LEGENORE

(1752 - 1834).
Puesto que nl 1. 2. 3 ... n, los nurneros que contribuyen par

10 menos con el factor p a n! son
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1 . p, 2 . jJ, ... , u . p,

donde up ~ n < (u + l)p, es decir u = l~-I'p -

Eseribamos otra vez la sueesi6n de los multiples de p hasta n
con mas detalle:

1 . jJ, 2 . p, ... , p . p, (p + 1) . p, ... , 2p . P, ... , l.P, ... , up.

Se ve que entre los multiples de p hay unos que eontribuyen por
10 menos con el factor pc ani, estos son

~? ~ ~1.p,_.p, ... ,v.jJ,

? .> 1_ p7'l21clonde vp- ::::::::11 < (v+ l)p, es decir v = _

En general, si j3 es un entero posrnvo, los multiplos de P que
con tribu yen por 10 menos con el factor p(3 a 11! son los nurneros

(10, 2) 1 . r". 2 . pfJ, ... , w . p(3,

donde wp(3 ~ n < (w + l)p(3, es deeir w = 1
11

(3J
-p

Si ahara un numero k (l < k ~ 11) eontribuye exaetamente
e011 p'Y a 7'l! (es deeir si p'Y es la mas alta poteneia de p que divide a
k), entonees k se encuentra en exaetamente y sucesiones de la forma
(10, 2). Luego el exponente de p en la deseomposiei6n de n! es el
numero de los terrninos en todas las sueesiones (10, 2), es deeir

[ ;] + l;2J + ... + [;(3] + ...
Q. E. D.

Ejemplo: Sea 11 = 1.000 y P = 7. La f6rmula da para este easo:
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l1.000·1 + [1.000·/ + 11.000l
7 . 49 l 343 I
= 142 + 20 + 2 = 164,

entonces 711
;1 es la mas alta poteneia de 7 que divide a 1.000!

Ejercicio: Deseomponer 100! en faetores primos (sin ea1cular su
valor) .

11. Sea n un numero entero no negative Y k un numero entero
que veri fica a ~ k ~ n, El numero

(
n) = nl = n (n - 1) ... (n - k + 1)
k kl (n - k)1 1 .2 ... k

se llama coeficiente binomial cle NEWTON. La raz6n de esta deno-
minaci6n se vera un poco mas tarde.

Ejemplos:

( ~) = 1, ( ~) = 1, ( ~ )
6.5
1 . 2

15.

De la definiei6n resulta de manera evidente que:

Adernas tenemos la relaei6n

(
11 + 1) .
k + .1

En efeeto

( k) + (k ~ 1)= kl (nn~ k)1 + (k + 1)1 (::/- k + 1)1 =

n/(k+l)· + n/(n-k)
(k + 1)1 (n - k)1 (k + 1)1 (n - k)1
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11/ (k + 1 + 11 - k)
(k + 1)/ (11 - k)!

11/ (11 + 1)
(k + I)! (11 - k)!

puesto que (11 + 1) - (k + 1) = 11- k·

La ultima relaci6n y el hecho de gue (~) 1, ( :: ) = 1

nos permiten escribir los coeficientes binorniales en el esquema si-
guiente, llamado triangulo de PASCAL:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 .21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

En este esquema( k )es el k -esirno nurnero en la 11 -esima linea,

empezando la numeracion siempre por cera y no por uno. ASl par

. ejernplo (~) . 35. De la ultima relaci6n demostrada se sigue

que cada elemento en el triangulo de PASCAL es la suma de los dos
numeros que figuran en la fila precedente inmediatamente pOl' en-
cima de el, En particular vemos que cada coeficiente binomial es
un nurnero entero, 10 que no es inmediatamente evidente de su
definici6n.

Expliquernos el significado de los coeficientes binorniales en la
combinatoria. Si tenemos 11 objetos, vamos a llamar combinaci6n
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de orden I( de 12 elementos cada se1ecci6n de k elementos entre los
12. Par ejemplo si tenemos cinco objetos 1, 2, 3, 4, 5, existen las si-
guientes combinaciones de orden 3 de los 5 elementos:

(1, 2, 3)

(1, 2, 4 )

(1, 2, 5)

(1, 3, 4)
(1, 3, 5)

(1, 4, 5)

(2, 3, 4)

(2, 3, 5)
(2, 4, 5)

(3, 4, 5).

En general el numero de las combinaciones cle orden I( de n

elementos es igual a (lk) . En efecto, n objetos tienen n! per-

rnutaciories. Cuantas permutaciones tienen los mismos nurneros en
los primeros k puestos? Si perrnutamos entre S1 los primeros k nu-
meros de una permutaci6n (cosa que podemos hacer de k! maneras
diferentes) quedan los mismos k nurneros en los primeros k puestos.
De la misma manera si permutamos los ultirnos 12 - k nurneros
entre S1 (10 que se puede hacer de (12 - k)! maneras diferentes)
tarnbien quedan los mismos k nurneros en los primeros k puestos.
o sea que hay en total

,
k! (nn~ k)! = (k)

permutaciones que llevan los mismos k nurneros en los primeros k
, ( )

puestos y por 10 tanto hay \ k combinaciones de orden k cle

12 elementos.

Demostremos ahora el

TEOREMA BINOMIAL DE NEWTON. Sean t y Y] dos numcros rcales
y n un ntcrnero entcro positivo. Entonces
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Este teorema expliea la denominaei6n coeiicicnte binomial. Los

( k) son los coeficientes que figuran en las potencias de un bino-

mio (la palabra binomio quiere deeir suma de dos terrninos, como
t + YJ).

Ejemplos:
ct + YJr = e + 2tYJ + YJ2,

ct + YJ)G = e + 6(' YJ + 1St YJ2 +
+ 20e YJ3 + lSe 1]4 + 6~YJ:; + YJG.

Demostraremos el teorema por indueei6n eompleta. La afirrna-
ei6n es eierta para 11 = 1:

Supongarnos que para 11 = m tengamos

entonees tendremos

ct + YJ)m-+:1 = ct + YJ) ct + YJ)1l1 =

= fn+1 + (~1) e'YJ + (~) fn-1 YJ2 + ". + tYJII1 +

+ (~) ~1l1 YJ + (~1) ~m-lYJ2 + ...+ (m m 1) ~YJIl1 + YJIl1+1.
El coefieiente de ~m +] - k YJk es igual a

entonees

em - 1 2 + -+- 111 + 1S YJ . '.: ,YJ ,

10 que demuestra completamente el teorema.

29



En particular poniendo t = 1] = 1, vemos que

El tr iangulo de PASCAL muestra que los coeficientes binomiales
crecen hasta el coeficiente central y que despues decrecen. Demos-

tremos esto rigurosamente: si a ~ k < k + 1 ~ n ,entonces
2

En efecto

nl (k + 1)1 (n - k - 1)1
n!

1{ +---.l
n-kkl (n - k)1

y k + 1 < 1 SI

11-k
k< 11-1

2

Consideremos finalmente la suma

2 + (2;Z ) + (2;) + ... + ( ~;2) + ... + ( 2112~ 1) = 2211 = 4".

·Por 10 que acabarnos de ver y siendo ( ~7) ~ 2 si 11 ~ 1,

1, . ( 211 ) 1 '1 dentonces e terrruno en a surna es mas granc e que ca a otron
terrnino de la suma. Puesto que hay 211 terrninos en la suma, obte-
nemos que

es decir

(11, 1) (
211) ::::::: ~ ____:;:/ s1 11 ;:::: 1.

11 2n

Esta desigualdad tendra un papel fundamental en 10 que viene.
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Ejercicio. Dernostrar la ultima desigualdad par inducci6n com-
pleta.

12. Ahara todo esta listo para empezar la demostraci6n propia-
mente dicha del teorema de CHEBISHEFF. Para tal fin vamos a estu-
diar el coeficiente binomial

(12, 1) (212) 1
121 121

La importancia de este coeficiente binomial en la demostraci6n
no sorprende, si uno considera que es divisible par cada numero pri-
mo entre 12 y 212 J puesto que (212) 1 10 es y 121 no 10 es. En efecto, a
partir de la hipotesis de que no existen numeros primos entre 12 y

7 b 1 ( 212 ) I dicci I_12 vamos a 0 tener un va or para 11 ,que sera en contra iccion

COD la desigualdad (11, 1) Y esta contradicci6n dernostrara el teo-
rema. Antes de ERDOS ya el genial rnatematico hindu RAMANUJ AN

utiliz61a expresi6n (12, 1) para dernostr ar el teorema de CHEBISHEFF.
Sea p un numero primo, 1 < p < 211. 2 Cual es la mas alta po-

tencia de p que divide a (212 ) ? (No se trata del exponente, sino de
11 )

la potencia misma!) La potencia mas alta de p que divide a (212)1
tiene exponen te (p. 24)

[2; 1 + l2p~1+
La potencia mas alta de p que divide a 121 tiene exponente

[.; 1 + [;21 + ...
E] I 1 d di . I (212).ntoncesa potencia mas a ta e p que ivic e a 12 uene ex-

ponente

('*) ( [2;11 - 2 [; J) + ( [~:1 - 2 l;2 J ) + .,.

Observemos ahara que si p es un nurnero real, -entonces
[2p] -2 [p] es igual a cera 0 a uno. En efecto
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[2p] --2 [p] = 1,

1
si [p] :( p < [p] + 2 '
.' 1

SI [p] + ''2 :( p < [p] + 1.

[2p] -2 [p] = 0,

Luego en la sum a (*) eada termino es igua1 a ° 6 a 1. Como
e1 numero de los terminos de 1a sum a (*) es igua1 a1 exponente de
1a mas alta potencia de p que divide a 2n, nos damos cuenta de

que la mas alta poteneia de p que divide a (2: ) es inferior 0 igual

a 2n. Con otras pa1abras, si po. I e:) pero P"+ 1 ya no divide a

(211 ) »>n ,entonees po. =:::::::: 2n.

De este resu1tado sigue inmediatamente que si p es un numero
primo tal que y2n < p < 2n, entonees la mas alta poteneia de p

. . (2n ) . ?que divide a n es a 10 sumo 1a pnmera, puesto que p- ya es

superior a 2n.
Sea ahara n ;;;: 5 y sea p un numero primo tal que

~ n < p :( n, Entonces p no divide a (~~). La poteneia con

(
2n) .que p divide a n tiene exponente

[2;I - 2 [; J '
2 -

puesto que de p > :3n y de 11 ;;;: 5 sigue que p > Y2n. Pero

tenemos que
2n

2:( <3,p
es deeir

1uego

\~;J 1 y [2;1J = 2,

[2;1J - 2l; J= 0,

/ 2n )
pues p no divide a \ n .

32



Supongamos ahora que entre n y 2n no hay mimeros primos.

Si n ~ 5 los faetores primos de (~n) perteneceran a ~os grupos:

19 Los faetores primos p tales que 1 < P ~ \l2n. Cada uno

d 1 d . ., d ( 2n ) . .e estos entra en a escompOS1ClOn e n con una potencia 111-

ferior a 2n.
29 Los faetores primos p tales que \l2n < p ~ 1.- n.

3

Cada uno de estos entra en la deseomposici6n de (~) con el

exponente 1.

De estas eonsideraeiones sigue que

(2n) ~ (7 )'. Pn --...:::_n . It,

donde

r es igual al numero de los numeros primos inferiores 0 iguales
a \l2n,
P n es el producto de los nurneros primos entre \1211 y ~ 11.

3
Con mas raz6n tendremos

(12, 2) (2nn) ~ (211)' QIt ,

donde r tiene el significado precedente y

Q n es el producto de todos los numeros primos inferiores a ~ 1J.

Para evaluar r llamemos 71"(0 el numero de los numeros primos
inferiores 0 iguales a r As!

71"(1) = 0, 71"(2) = 1, 71"(3) = 2,

71"(5) = 3, 71"(6) = 3, 71"(7) = 4,

71" e30) = 2, 71"(lis) = 1, 71"e~O) = 6,

71"(4)= 2,

71"(8) = 4,
( 5'

71"~~- l 26.
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Si t ): 14, entonccs -rr(t) ~ 1- - 1. En efeeto -rr(14) = 6,
1 2

y -rr(15) = 6 < 6 2 ,puesto que los nurneros primos inferiores a

14 SOl1: 2,3,5,7,11,13.

Sea entonees para un entero m : -rr(m) ~ ~ - 1. Como entre
2

los numeros m + 1 y m + 2 hay a 10 mas un nurnero primo,
entonces

_____ m m + 2
-rr(m + 2) :::::::-rr(m) + 1 ~ 2 - 1 + 1 =: 2 - 1.

Luego, puesto que el teorerna es valido para 14, sera valido para
eada numero par superior a 14, y puesto que es valido para 15, sera
valido para eada nurnero impar superior a 15. Finalmente si t ): 14,

POl' eonsiguiente el valor de r en la formula (12, 2) es inferior

o igual a y2n - 1 si y2n ): 14 es deeir si n ): 98:
2

(12, 3)
y211

r s:::: -- - 1-....::::: 2 ' si 11): 98.

Antes de ealcular Q 11 demostrarernos que si 11): 5, entonees

Para n = 5

Sea para n = m

entonces para 11 = m + 1
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(
2m + 2 ) = (2m + 2)1

m + 1 (m + I)! (m + I)!

~2m + 1) (2m + 2)(2m)! = 2 2m + 1 (2n~) <
(m + 1) (m + 1) m! m! m + 1

< 2 X 2 e:) < 4 X 4111-1 = 4(111+1)-1.

Observando ahora que (2:) es divisible por cada numero primo

p tal que u < p < 2u y por 10 tanto por el producto de todos estes
nurneros primos, vemos que el producto de los nurnero primos
entre u y 2u es inferior a 4u-1.

Demostremos entonces que el producto de todos los numeros pri-
mos inferiores 0 iguales a u es inferior 0 igual -l". Esta afirmaci6n es
cierta para u = 1, 2, 3. Supongarnos que el teorerna sea valido para
todos los valores u < 2v + 1. Entonces el producto de los numeros
primos entre 1 y v + 1 es inferior a 4\'+ 1. Por 10 que hemos visto
anteriormente el producto de todos los numeros primos entre v + 1
y 2v + 1 (que es el mismo que entre v + 1 Y2v + 2) es inferior a:
4v• Entonces el producto de tados los numeros primos inferiores a
2v + 1 es inferior a

Finalmente si u = 2v + 2, el producto de todos los numeros
primos inferiores a 2v + 2 es el mismo que el producto de todos los
numeros primos inferiores a 2v + 1, es decir, inferior a 42v+1 << 421'+2 = 4".

De este ultimo resultado obtenemos que

It 2,4)

y las f6rmulas (12, 2), (12, 3) Y (12, 4) dan que si se supone que
entre 11 y 211 no hay numeros primos y si 17 ~ 98, entonces

(12,5)

El lector observara la importancia que tiene para la dernostra-
ci6n el hecho de que Qn no es muy grande. Con atras -palabras:
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entre n y 2n existe numero primo porque entre 1 y n no hay derna-
siados numeros primos.

13. Vamos a demostrar que la desigualdad (12, 5) es incompa-
tible con la desigualdad (11, 1). En efeeto de las dos desigualdades
slgue

4" »> (2n) ~ ( ) ff,i _ '"~ ~ 2 1 '4"2n ~ n ~ n

o sea

que se puede escribir tambien como

4J,;<;(2n)-t

y finalmente como

(13,1)
Demostraremos ahara una serie de desigualdades:

19 Si x es un entero superior a 4, entonces Y ;? 3 (x + 1).
Para x = 4, 24 = 16 > 3(4 + 1) = 15. Supongamos que

2" ;? 3(x + 1), entonees

y+1 = Y + y ;? 3(x + 1) + 3(x + 1) >
> 3(x + 1) + 3 = 3[(x + 1) + 1].

, 29 Si ~ es un ntimero real superior a 4, entonces 2~ > 3r
En efeeto

2~ ;? 2ln ;? 3 ([~] + 1) > 3r
39 Si ~ es un numcro real superior a 14,entonces 2~> e.
Poniendo ~ = 2'7 la relacion a demostrar se transforma en

que equivale a

10 que es eierto si YJ ;? 4 es decir ~ ;? 16. Para ~ = 14 y ~ = 15
tenemos que 2~> (~+ 1)3, puesto que
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214 = 16.384
215 = 32.768

(14 + 1)3 = 3.375,

(15 + 1)3 = 4.096.

Fina1mente si 14 ~ ~ ~ 16, tenemos

Apliquemos 1a ultima desigua1dad para ~ = y212, con ~ ): 14
es decir 12 ): 98. Obtenemos:

2"'" > (v'z-;;T,

10 que esta en contradieei6n con 1a desigua1dad (13, 1). Entonees si
12 es un nurnero entero superior a 98, entre 12 y 212 siempre existe
un numero primo. Como en e1 N9 9 ya hemos visto 10 mismo para
todos los numeros 12 entre 1 y 100, e1 teorema de CHEBISHEFF queda
comp1etamente demostrado.
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