
DESIGUALDADES II

POR JEAN ACZEL.
. .

Solucion de los problemas y de los ejercicios de la primera parte.

EJ EHCIClO 1. La parte recubierta del plano es un cuadrado Q,
cuyas diagonales son iguales a la mitad del perimetro k comun a
todos los rect.ingulos ;cstas diagonales son paralelas a los lades de
los rectangulos. En efecto, si se cscoge por origen el centro comun
de los rectangulos y par ejes de coordenadas las direcciones eomu-
nes de los lados, Q estara deterrninada par las. desigualdades
4- x jC y~ k/4.

/
EJERCICIO 2; EI cuadrado. Pucs poniendo, como en la introduc-

cion, ab = A; 2a + 2b = k, se tiene, segun (1), vI{ ~ k/4, en
donde esta vez A es.fijo. k alcanza su minima para a = b.

EJERCICIO 3. La parte reeubierta del plano es la figura P situada
entre dos hiperbolas equilateras, cuyos serniejes son iguales a V2A,
siendo A el area cornun a lodos los rectangulos, y cuyas asintotas
son paralelas a los lados de los rectangulos. En efecto, si se escoge
por origen el centra comun .de los rectangulos y por ejes de coor-
denadas las direcciones cornunes de los lades, entonces P estara
determinado par las desigualdades 4- xy ~ A/4.

PROBLEMA 1. Para dernostrar la desigualdad K > L (0 K < L)
entre dos numeros K y L, basta demostrar que K - L > 0
(oK-L < 0). .

Si A > B, es decir si A - B > 0, se tendra (A + D).-
- (B + D) = A '- B > O. Si A > 0, se tendra CA - CB =
= C( A - B), que es mayor que cera para C> 0, y rnenor. que cera
para C < 0. Si A > B, A > 0, B > 0, entonees All - Btl =
== (A -IJ) (;1"-1 + A"-~ 13 + ... + ABn-2 + 8"-1) > 0 y
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Si A> C, C > D, entonces (A + C) - (B + V) = (A - B)
+ (C -' D) > O. Si A > B, C > V, B > 0, D > 0, se tendra

AC - BD = (A - B) (C - D) + B( C - B) +
+ D(A - B) > O.

PROBLEMA2. Pongamos a = 1/ A, b = 1/ B. Segun (1) se tiene
(A +B)/2 > yXiT; luego

2/(A + B) < 1/\/Ali = \I<i/ A) (lIB).

Escribiendo los valores A = 1/a, B = 1/ b en esta ultima des-
iguaklad, se obtiene el resultado anunciado.

EJERCICIO4. Llamernos a y bios dos segrnentos en los que_~
altura h divide a la hipotenusa c. Se tiene c = a + b y h = \lab,
luego por la desigualdad (1). c ~ 2h en donde /z es fijo. c alcanza
su minimo cuando a = b, que es el caso del triangulo isosceles.

EJERCICIO5. Conservanclo las notaciones del ejercicio 4, se tiene
c ~ 2h, donde esta vez c es fijo. h alcanza su maximo cuando
a = b, que es el caso del triangulo isosceles.

PROBLEMA3. La transformaci6n de f(x) en -f(x) es una si-
metria con relaci6n al eje de las x. Si, pues, la cuerda inscrita a la
funci6n f(x) deja al arco que subtiende debajo de ella, la cuerda
correspondiente por simetria inscrita a la funcion -f(x) deja el
arco que subtiende encima de ella.

PROBLEMA4. y = x2 es siempre convexa ; y = x3 es convexa para
x> 0, c6ncava para x < 0; Y= vx:! es siempre c6ncava; y = \lxJ

es eonvexa para x > 0; y = l/x es convexa para x > 0, concava
para x < 0; y = 1/x3 es convexa para x > 0, concava para x < 0;
Y = 1/\lx3 es convexa para x > 0; y = +\lx es c6ncava para
x > 0; y = -\Ix es convexa para x > 0; Y = 2x es convexa para
x > 0; Y = lOX es convexa para x > 0; y = log x es c6ncava para
x > 0; Y = sen x es concava para 2k7T' < x < 2 (k + 1)7T', convexa
para (2k - 1)7T' < X < 2k7T'; Y = tg x es convexa para 2k7T' /2 <
< x < (2k + 1)7T'/2 y c6ncava para (2k -1)7T'/2 < x < 2k7T'/2.

PROBLEMA5. Las funciones lineales de la forma y = ax + b son
las unicas que son a la vez concavas y convexas (en cl sentido
amplio ).

,2. Desigualdad de Jensen. En <:1 nlll11cro anterior hell1c)s dado
una definicion gcomHl'ica de Ia convexidad de una funcit1n, sir-
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viendonos de su grafico. Ell cste numcro daremos otra definicion,
equivalente a la anterior, pero que esta vez tendra un caracter
algebraico,

PiWDLl:.MA 6. tJna funci6n j( x) es convexa s{ y solarnente si
para todo par de abscisas XI, X2 Y para todo par qh q« de numeros
que cumplan ql > 0, q, > 0, q, + q2 = 1, se vcrifiea la' des-
igualdad

La relaci6n (2) es la famosa desigualdad ponderada de JENSEN

que caracteriza a las funciones convcxas.
PROBLEMA 7. ~Par que relacion es nccesario reemplazar la des-

iguaklad (2) para dcfinir las funciones convexas en el sentido am-
plio (las concavas, his concavas en el sentido amplio j ).

PROBLEMA 8. El enunciado del problema 6 es equivalente al si-
guiente: una funcion f(x) es convexa 51' y solamentesi para todo
par de abscisas Xh X2 Y para todo par pI, P2 de numeros positivos,
se verifica la desigualdad'

(Las cantidades Ph P2 se llaman los pesos).

La desigualdad de JENSEN nos da la posibilidad de deterrninar
de una manera rigurosa el caracter convexo 0 concavo de una fun-
cion, reemplazando el metoda grafico aproximado de que nos he-
mos valido en el problema 4.

PROBLEMA 9. Dernostrar, utilizando la desigualdad (2), que la
funcion lineal f(x) = ax + b (a, b cualesquiera) es a la vez c6n-
cava y convexa en el sentido amplio (vease problema 5).

PROBLEMA 10. Deterrninar, utilizando la desigualdad (2), .para,
que valores de x las funciones siguientes son convexas (concavas)
y = 1Jx, y =x2

, Y = + yx:
PROBLEMA. 11. Sean PI Y P2 dos numeros positivos. Se llama

media aritmetica ponderoda de dos numcros positivos Xl y X2 Ia
expresion
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media armonia: ponderada de dos numcros positives XI Y x~ la
-expresion

+ ) / (
PI p.,)

(PI {Jz - + s..z: I
XI X2

y medi~ cu«dratica ponderada de dos numeros positives x., X2 la
expresion

1/ /1tX,2 + /12 x/ .
PI + P2

(Las cantidades PI .Y P~ se Haman los pesos).

Demostrar las desiguaidacles siguientes:

EI signa de igualdad no existe sino cuando XI = x2• (Para
Pi = P2 estas medias se redueen a las medias simetricas y asi la
primera de estas desigualdades generaliza la dernostrada en el pro-
blema 2).

EJERCICIO6. Consideremos todos los rectangulos que tengan
una diagonal d cormin.

a) ~Cual de estos rectangulos tiene el mayor peri metro ?
b) ~Cual tiene la mayor area?
EJERCICIO7. Consideremos todos los rectangulos que tengan el

mismo perimetro k (0 los que tengan la misma area A). ~Cual
de entre ellos tiene la menor diagonal? -

Si en la desigualdad (2) se hace ql = q2 = 1/2, se obtiene el
resultado que toda funei6n convexa verifica la desigualdad

(3) [(Xl) + f(X2)
2

Reciprocamente si la desigualdad (3) se satisface para una fun-
ei6n continua, entonees resulta la validez de la desigualdad (2) .

. En otros terminos, si una funci6n continua verifiea (3) cualesquie-
ra quc scan XI y .t"2, entonces cs convexa ..

-



iDemostremos esta afirmacionl La desigualdad (3) significa
geornetricamente que el punta medic> de toda cuerda de In curva

Y = I(x) esta par encima del punto co-
rrespondiente del arco que subtiende
(fig. 6). De ahi se deduce que toda
cuerda esta situada total mente encima
del arco que subtiende, 10 que es pre-
cisarnente la definicion de funcion con-

~--l-_-..".J------,l""":;")( vexa dada en el numero 1. En efecto,
o ". ~ ".~ si este no fuera el caso, existiria un pun-

to del intervalo en el cual la curva
estaria situada sobre, 0 encima de

Ia cuerda. Sea y = lex) la ecuacion de la cuerda. Segun la propie-
dad de DARIIOUX (vcase N9 1) aplicada a la Iuncion continua
I(x) - lex), existirian dos puntos ~l y ~~ tales que f(~l) = l(~l),

Fig. 6.

:t

y

i. s,
Fig. r« Fig. 7-b.

f(e2) = l(e2), y f(x) > lex) para e, < x < ~2 (fig. 7. a.), 0
bien un pun to e tal que f(~) = lee) y I(x) < lex) para x ¢ ~
pero suficientemente vecino de e (fig. 7. b.). En ninguno de los
dos casos la relacion (3) quedaria satisfecha para Xl Y X2 convenien-
ternente escogidos.

Si se reemplaza en (3) el simbolo < por ~ (0 por >,0 por ~),
se obtiene una caracterizaci6n de las funciones continuas convexas
en el sentido amplio (de las c6ncavas, de las c6ncavas en el sentido
amplio). La desigualdad (3) es la forma simetrica de la desigualdad
de JENSEN. .

PROBLEMA 12. Determinar si las funciones y = lOX, y = loglo x,
o mas generalmente las funciones y = aX, y = log:ox (a > 0) son
convexas 0 concavas [se sabe que estas funciones son c~m~inuas].

PROBLEMA 13. Sean XI > 0, X2 > 0, ql > 0, q2 > 0 y ql -I- q~
1. Demostrhr las desigualdades



(4)

(EI signa = s610 tiene valic1ez si Xt = x~). La expresi6n
Xl'" x~'I,es, par definicion la media gcometrica ponderada de los dos
mimeros Xl Y X~. La segunda desigualdad en (4) generaliza la
desigualdad (I) a la cual se reduce si qt = q~ = 1/2.

PROBLEMA 14. Sea h > -1. Se tiene (1 + h}X > 1 + hx para
X > 1 Y para X < a,y (1 + h Y < 1 + hx para ° < x < 1.

EIERCICIO 8. Sean a > 0, b > 0, r > 0, s > 0, 1/1' + l/s = 1;
demostrar la desigualdad

ar b"ab ~ - + -~-.
r S

EJERCICIO 9. Sean a > 0, b > OJ demostrar la desigualdad

PROBLEMA 15. Determinar los valores de x para los cuales las
funciones y = sen x e y = cos x son convexas (para cuales son
c6ncavas). [Utilizar las formulas relativas a sen a + sen f3 y
cos a + cos fJ.

PROBLEMA 16. a.) Sea n unentero natural. Demostrar la des-
igualdad

(XI" + X/)" +1
(XI"-I + X21-1)"

siendo Xl > 0, X2 > ° Y Xl if:. X2'

b.) Sea n un entero positivo 0 negativo. La expresi6n

se llama media de las 11 -esim as potencias de los dos numeros Xl Yx~.
Demostremos que para XI > 0, x~ > 0 Y XI ;j::. x~ se veri fica la
desigualdad



c.) Sea q, > 0, q~ > 0 Y ql + q~= 1.
Llamemos media ponderada de las n -esimas potencias de los

dos numeros XI Y x~ a la expresion '

Demostremos que para XI > 0, X2 > .()Y Xl *' X2 se verijica la
desigualdad

PROBLEMA 17. En el curso de este problema r y r' designaran
siempre numeros racionales, Sean ql > 0, q2 > 0, ql + q« = 1.
Demostrar que la funci6n y = xr (x > 0) es convexa si r > 1 a si
r < ° y que es c6ncava si ° < r < 1. Demostrar que si r < r' se
tiene '

(6)

y que si r < ° < r', se tiene

en la que Xl > 0" X2 > 0, Xl :¢:. X2. (La desigualdad (7) generaliza
la desigualdad (4), a la que se reduce si se hace r ::::;-1, r' = 1.
Notemos tarnbien queIos enunciados de este problema quedan
exactos si se reemplaza el numero racional r por un mimero real
cualquiera. Esto 10 veremos mas tarde).

Si se consideran los pares de funciones f(x) = aX y f(x) =
= log« X; j(x) = xn y f(x) = VX; f(x) = l/xn y f(x) , l/yx;
se nota que heW una cierta relacion entre los dos miembros de cada
uno de esos pares. ~En que consiste esa'\relaci6n? Puede notarse
que si se hace y = a'" se tendra x = log- y, y que si y = z", se tendra
x = yy: Se dice que las dos funciones f(x) y cP(y) son inversas
la una de la otra, si las relaciones y " f(x) y x = cP(y) son
equivalentes. Una funci6n posee una inversa bien determinada uni-
camente si es monotona en el se1ztido estricto, es decir si siempre
crece 0 siempre decrece.

PROBLEMA 18. Sean y = f(x) e )' = eP(x) dos funciones, cada
una de las cuales es 1a inversa de la otr:l. ~Que significa geometrica-
mente esta rdaci6n? Demostr:lr que si y = f(x) es creciente y con-



vexa, y. = ¢(X) es creciente y concava ; si por el contrario y = f(x)
es decrecient« y convexa, entonces y = eP(x) cs tarnbien decreciente
y convexa.

EJERCICIO 10. Demostrar que la funci6n y = aX' es convcxa
(a > 0).

Sean y = cP(t) Y t = t/J(x) dos funciones tales que c/>( t) cste
definida para todo valor que t/J(x) pueda tamar. La funcion
y = x(x) = C/>(t/J(x» se llama la funci6n compuesta de las dos
funciones c/>(t) y t/J(x). Par ejemplo la funci6n y = aX'esta com-
puesta de las dos funciones y = at y t = x2

•

PROBLEMA19. Demostrar que si y = c/>(t) es una funci6n ere-
ciente y convexa y que si t = t[J(x) es una funci6n convexa, la fun-
cion compuesta y = x(x) = c/> (t/J (x) ) es una funci6n convexa.

Las palabras peso, ponderado nos recuerdan nociones fisicas.
Veremos en seguida la razon de esta terrninologia. Consideremos
primeratnente un sistema de dos pesos (puntos de masas!) Pi Y p~
en el plano. Coloquemos el peso PI en el punto (Xl' YI) Y el peso P2
en el pun to (X2, Y2) Ydeterminemos el centro de gravedacl de este
sistema. Las coordenadas Xu, y" del centro de gravedad se calcularan
utilizando el hecho de que las componentes del momento del sis-
tema con relacion a este punta son iguales acero, es clecir

, de donde se deduce

Ahara tenernos la siguiente interpretacion de la desigualdad
de JENSEN:una funci6n y = I(x) es convexa si y solamente si colo-
cando dos pesos sobre la curva que larepresenta, el centro de gra-
vedad de estos dos pesos tiene una crdenada superior a la del punta
correspondiente (es decir que tiene la misma abscisa) de la curva.
Evidentemente se tienen enunciados analogos para las funciones con-
vexas en el sentido amplio, concavas, y concavas en el sentido
arnplio, .

PROBLEMA20. Coloquemos los pesos PI, p~, ... , Pi' en los puntas
(Xl, YI), (X2, yz), ... , (Xk, yl') del plano. Calculemos el centro de
graved ad calculando primero el centro de graved ad de los l-lospri-
meros puntas; despllcs cql1centremos la masa PI .+ pz en el pUllta
asi obtenido y calclliemos, el centro dl~gravcdad de estc Iluevo pUlltO
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y del tercer punto, y continuemos asi, (En el resultado se vera que
este es independiente del orden en el ql\e se tomen los pesos PJl

P2, ... , pk).
PRORUMA 21. Una funci6n .)1 ~ f(x) es convexa sl y solamente si

la desigualdad .

(8)

se veri fica cualesquiera que sean los val ores Xh Xz, ••• , Xk Y las can-
ticlades positivas qh qz, .. , l ql' estan ligadas par la relaci6n ql +
qz + ...+ qk = 1. Tambien urya funci6n y = f(x) es convexa 51
y solamente si la clesigualdad

(9) f (PIX! + P2X'i + + PkXk ) <
PI + pz + + Pk

<il~1 f(xI) +p2jl~2) + + pkf(Xk)
I Pl + pz + ...+ Pk

se verifica cualesquiera que sean los valores Xl! Xz, ••• , Xk Y las canti-
clades positivas Ph pz, ... , Pk.

Las desigualdades (8) y (9) se Haman las desigualdades ponde-
radas de JENSEN con k terminos.

. PROBLEMA 22. Si ponernos q, = qz = ...= qk en la desigualdad
(8), 0 PI = pz = ... = pk en In desigualdad (9), se ohtiene

(10)

f ( Xl + Xz + ..;+ Xk ) < I(x]) + f(xz) + ...+ f(Xk) .:
k . k .

Dernostrar que esta desigualdad es necesaria y suficiente para
que la funci6n continua y = f(x) sea convexa.

La desigualdad (10) se llama la dcsigualdad simetrica de JENSEN

COil k terminos.
Hemosv:isto que si 1a funcion y = f(x) es continua, ias desigual-

dadrs (R). (9) Y ·(10) sc dcdl1Ct:n de 1a desigualdad (3). Examin:l-
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rernos ahara hasta que punto esto subsiste si se suprirne la condici6n
de que y = f(x) sea continua.

PROBLEMA 23. Demostrernos que si una funcion y = l(x) ve-
rifica la desigualdad (3), verifica tarubien In desigualdad (10).
[Demostrar primero (10) para valores de k de la forma k = 2J

(j = I, 2, 3, ... ) por recurrencia (induccion completa) segun j.
En seguida si 2J-1 < k < 2J

, se hani

= f (Xl + X:! + .~.+Xk -iJ Xk+ I + '" + X2J) <

es decir

( 1 _ 2J
; k) f (Xl + X2 ~ ••• + Xk) <

< -f(XI) _+ f(X2) + ...+ f(Xk)
2]

que es equivalente a 1a formula que se quiere demostrar. Este me-
todo de demostracion se debe al gran maternatico frances AGUSTIN

LoUIS CAUCHY].

PROBLEMA 24. Demostremos que si una funci6n y = f(x) veri-
fica la desigualdad (3), veri fica tambien la desigua1dad (8) can·
pesos ql, q2, ..... qk, Y la (9) con pesos PI' p:!, •.. , Pk racionalcs.

PROBLEMA 25. Sean q, > -0, q:! > 0, ... , qk > 0, q, + q, + ...
+ qk = 1. La expresion

se llama la media aritmctica pondcrada de Ins numerus .r., 1'2 •... ,
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,n, De una manera mas general, para p real, la expresion

se llama fa media ponderada de las p -esimas potencias de los nu- .
meros XI > 0, x~ > 0, .;., .n > O. Para p = 1 csta se reduce a la
media arirmerica, para p ---:--1a la media armonica. M" (Xil X2, •.• ,
Xk) -es por definicion la expresi6n If

M ( ) - ", u. Ilk" Xl' X~, ... , Xk - XI . X2 - ... Xk

que se llama la media gcometrica poudcrada de los numeros Xl > 0,
X2 > 0, , .. , Xk > 0. Demostrar que si r y r' son racionales y si
r < r', se tendra M, < M"" (generalizacion de (6) y (7».

PROBLEMA.26. Llamernos Max (Xl, .\"2' .•• , Xk) el mayor de los
numeros Xil X2, ... , Xk, Y min (Xl, .%2,... , Xk) el menor de los mis-
mos numeros. Dernostrar que si Xi = Max (X., X2, ••• , Xk) Y si
M,,(xl,x2, ... , Xk) (Xl> 0, X2 > 0, "', Xk > 0) se define por la
formula (11), se tendra para p > 0,
yqi Max (X., X2, ... , Xk) ~ Mp (Xl' X2, ••. , Xk) ~ Max (Xtl
;(~, ••• , Xk).

Deducir de ahi que M jJ (Xl' X2, ... , Xk) tiende hacia Max (Xl,

X2, ••• , Xk) cuando p tiende a -+ 00. Estableeer teorcmas analogos
para min (Xl' X2, ... , Xk).

EJERCICIO11. a) Entre todos los paralelepipedos rectangulos que
ticnen la misma superficie (los que tienen la misma sum a de lon-
gitud de aristas, los que tienen la misma diagonal), 2eual tiene el
mayor volumen? b) Entre tadas los paralelepipedos reetangu10s
que tienen el mismo volumen, 2eual tien~ la menor. superfieie (cual
1a menor suma de longitudes de aristas, eual 1a menor diagonal?)
e) Entre tados los paralelepipedos reetangulos que tienen la misma
sumade longitudes de aristas, 2cual tiene 1a menor diagonal? d)
Entre todos los paralelepipedos rectangulos que tienen la misma
diagonal, 2eual tiene la mayor suma de longitudes de arist'as?

EJERclcTO12. Entre todos los triangulos que tienen cl mismo
perl metro, ~eual tiene la mayor area?

EJERCICIO13. Scan a1 > 0, a2 > 0, ... , ak > O. Dcmostrar las
desigua Ida(Ics
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[~ a3 .•. ak (a2 + aa + ... +Uk) + III a;: ... ak
/(al + an + + ak) + ...+ al a',J ... ak_t

(al + a2 + + ak_I) J / kat U',J ... Uk ~ I{ - 1

y

EJERCICIO 14. Demostrar que si uJ'J + a/ + ...+ Uk'J :;;;; 1, se
tiene ai + a2 + ...+ ak :;;;; Vk~

EJERCICIO 15. ~Como hay que escoger los numeros positives
b . S b2 '\ 1a, , c para: que, Sl = a + b + c es constantc, a c' sea 0 mayor

posible? ~Como hay que escoger los nurneros positives a, b, c para
que si ab'Jc:l es constante, S = U + b + c sea la mcnor posiblc?

Ep:RCICIO 16. Demostrar que las Iunciones log" (1 + aX) y
VC=t--.i:i son convexas. Demostrar las desigualdades

y

EJERCICIO 17. Entre toclos -los poligonos de k vertices, inscritos
en el circulo, ~cual tiene mayor area? UCual tiene el mayor peri-
metro?).
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