DESIGUALDADES I
Por JEAN AczEL.

Solucién de los problemas y dec los eierci.cios de la primera parte.

Ejercicio 1. La parte recubierta del plano es un cuadrado 0,
cuyas diagonales son iguales a la mitad del perimetro § com@n a
tocdos los rectingulos; estas dngomles son p'\ralelas a los lados de
los rectdngulos. En efecto, si se cscoge por origen el centro comlin
de los rectdngulos y por ejes de coordenadas las direcciones comu-
nes de los lados, QO estard determinada por las desigualdades

£ x % y < /4

Ejercicio 2. El cuadrado. Pucs pomcndo, como en la introduc-

cién, ab = A; 2a + 2b = &, se tiene, scgun (1), VA4 < k/4, en

donde esta vez A es fijo. k alcanza su minimo para ¢ = b

Ejercicio 3. La parte recubierta del phno es la figura P situada
. entre dos hlperbolas equxl1teras, cuyos semiejes son iguales a \/ 24,
siendo A el 4rea comun a todos los rectdngulos, y cuyas asintotas
son paralclas a los lados de los rectingulos. En efecto, si se escoge
por origen el centro comin de los rectingulos y por ejes de coor-
denadas las direcciones comunes de los lados, entonces P estara
determinado por las desigualdades == xy << 4/4.

ProsLeEmaA 1. Para demostrar la desigualdad K > L (0 K < L)
entre dos nimeros K y L, basta demostrar que K — L > 0
(o K— L <0).

Si A > B, es decir si A — B > 0, se tendrd (4 + D) —
—(B+D)=A-—-B>0.814>0,se tendrd CA — CB =
= C(A— B), que es mayor que cero para C > 0, y menor que cero
para Cc <0. Sl/l>BA>0 B > 0, entonces A" — B" =

2 {d—B) (A" AT Bediaee AB™? + B )3ni0 y

3 el T Bz g :
/1"/ Bn a0 1n B“ ™ .
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Si4 > C,C> D,entonces (A + C) — (B+ D) = (4—B)
+(C—D)>0.84>B,C>D,B>0,D>0,se tendra

AC —BD = (A —B) (C— D) + B(C—B) +
+ D(A4 — B) > 0.

ProsLEmaA 2. Pongamos @ = 1/4, b = 1/B. Segin (1) sc tiene

A4+ B)/2> \/AB; luego
2/(A + B) < 1)\/4B =\/(1/4) (1/B).

Escribiendo los valores 4 = 1/a, B = 1/b en esta Gltima des-
igualdad, se obtiene el resultado anunciado.

Ejercicio 4. Llamemos  y 4 los dos segmentos en los que la
altura % divide a la hipotenusa ¢. Se tiene c = a + by h = \Vab,
luego por la desigualdad (1).c == 24 en donde # es fijo. ¢ alcanza
su minimo cuando @ = 4, que es el caso del tridingulo isésceles.

Ejercicio 5. Conservando las notaciones del ejercicio 4, se tiene
¢ = 2h, donde esta vez ¢ es fijo. A alcanza su miximo cuando
a = b, que es el caso del tridngulo isésceles.

ProBLEmA 3. La transformacién de f(x) en —f(x) es una si-
metria con relacién al eje de las x. Si, pues, la cuerda inscrita a la
funcién f(x) deja al arco que subtiende debajo de ella, la cuerda
correspondiente por simetria inscrita a la funcién —f(x) deja el
arco que subtiende encima de ella.

ProBLEMA 4. y = x” es siempre convexa; y = x° es convexa para
x>0, céncava para x < 0; y = V/x" es siempre céncava; y = \/*
es convexa para x > 0; y = 1/x es convexa para x > 0, céncava
para x < 0; y = 1/4” es convexa para x > 0, céncava para x < 0;
y = 1/\/%* es convexa para x > 0; y = +\/x es céncava para
x > 0; y = —\/x es convexa para x > 0; y = 2% es convexa para
x > 0; y = 10" es convexa para x > 0; y = log x es concava para
x > 0; y = sen x es concava para 2kw < x < 2(k + 1), convexa
para (2k — 1)7 < x < 2kmw; y = tgx es convexa para 2kw/2 <
< x < (2k + 1)7/2 y cbéncava para 2k —1)w/2 < x < 2k=/2.

ProBLEMA 5. Las funciones lineales de la forma y = ax + & son
las Gnicas que son a la vez coéncavas y convexas (en cl sentido
amplio).

2. Desigualdad de Jensen. En ¢l ntimero anterior hemos dado
una definicién geométrica de la convexidad de una funcion, sir-
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viéndonos de su grifico. En este nimero daremos otra definicién,
equivalente a la anterior, pero que esta vez tendrd un caricter
algebraico.

ProsLema 6. Una funcién f(x) es convexa si y solamente si
para todo par de abscisas x1, x. y para todo par ¢;, g2 de niimeros
que cumplan ¢, > 0, g: > 0, 1 + ¢ = 1, se verifica la des-
igualdad

U i (@it + qux2) < g1 f(21) + g2 f(x2).

La relacién (2) es la famosa desigualdad ponderada de JEnseN
que caracteriza a las funciones convexas.

ProBLEMA 7. ¢Por qué relacién es nccesario reemplazar la des-
igualdad (2) para definir las funciones convexas en el sentido am-
piio (las céncavas, las céncavas en el sentido amplio?).

ProsLeMa 8. El enunciado del problema 6 es equivalente al si-
guiente: una funcién f(x) es convexa si-y solamente si para todo
par de abscisas x;, x» y para todo par pi, p» de nimeros positivos,
se verifica la desigualdad -

f (plxl + P2x2> R 5. f(x1) + p2 f(x2) .
j 4! e p2 P + j 2

(Las cantidades p,, p» se llaman los pesos).

La desigualdad de Jensen nos da la posibilidad de determinar
de una manera rigurosa el caricter convexo o céncavo de una fun-
cién, reemplazando el método grifico aproximado de que nos he-
mos valido en el problema 4.

ProsLEMA 9. Demostrar, utilizando la desigualdad (2), que la
funcién lineal f(x) = ax + & (a, b cualesquiera) es a la vez con-
cava y convexa en el sentido amplio (véase problema 5).

ProBLEMA 10. Determinar, utilizando la desigualdad (2), para
qué valores de x las funciones siguientes son convexas (c6ncavas)
y=1/x,y =2y =+ V. ‘ ~

ProBLEMA. 11. Sean p, y p. dos nimeros positivos. Se llama
media aritmética ponderada de dos ndmeros positivos ¥, y x» la
expresion

(pxs + pax) [ (P4 1),



media arménica ponderada de dos nlmeros positivos x1 y x: la
expresién

(0 + 1) /(’7" + ”—)

X

y media cuadrdtica ponderada de dos nlimeros positivos x,, X la
expresion

]/Pxxlz + p. x-.'z_
§ 41 4 p:

(Las cantidades p, y p. se llaman los pesos).

Demostrar las desiguaidades siguientes:

AP E T
(.P] + P.’)/ (x; + X2 G 141 R i P2 i l _—p1 + p:‘

El signo de igualdad no existe sino cuando x, = x.. (Para
p1 = po estas medias se reducen a las medias simétricas y asi la
primera de estas desigualdades generaliza la demostrada en el pro-

blema 2).

Eyercicio 6. Consideremos todos los rectangulos que tengan
una diagonal d comun.

“a) ¢Cul de estos rectdngulos tiene el mayor perimetro?
b) ¢Cuil tiene la mayor area?

EjErcicio 7. Consideremos todos los rectingulos que tengan el
mismo perimetro X (o los que tengan la misma 4rea 4). ¢Cuil
de entre ellos tiene la menor diagonal? -

Si en la desigualdad (2) se hace g1 = g» = 1/2, sc obtiene el
resultado que toda funcién convexa verifica la desigualdad

©) /(= +'x2) o ) )
2 2

Reciprocamente si la desigualdad (3) se satisface para una fun-
cidn continua, entonces resulta la validez de la desigualdad (2).
En otros términos, si una funcién continua verifica (3) cualesquic-
ra que scan X1 y Xz, CNtonces cs convexa.
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iDemostremos esta afirmacién! La desigualdad (3) significa
geométricamente que el punto medio de toda cuerda de la curva
y = f(x) estd por encima del punto co-

y rrespondiente del arco que subtiende
(fig. 6). De ahi se deduce que toda
cuerda estd situada totalmente encima
del arco que subtiende, lo que es pre-
cisamente la definicién de funcién con-
vexa dada en el nimero 1. En efecto,
si este no fuera el caso, existiria un pun-
Fig. & to del intervalo en el cual la curva

estaria situada sobre, o encima de

la cuerda. Sea y = /(x) la ecuacién de la cuerda. Segln la propic-
dad de Darsoux (véase N® 1) aplicada a la funcion continua
f(x) — I(x), existirian dos puntos &, y & tales que f(£,) = I(&),

\V'<7J

- . T & |2
Fig. 7-a. Fig. 7-b.

6 = K8),y Hx) > lz) pira i<z <& (fig.7.2),0
bien un punto ¢ tal que f(¥) = I(¥) y f(x) < I(x) para x# &
pero suficientemente vecino de ¢ (fig. 7. b.). En ninguno de los
dos casos la relacién (3) quedaria satisfecha para x; y x» convenien-
temente escogidos.

Si se reemplaza en (3) el simbolo < por < (o por >, o por =),
se obtiene una caracterizacién de las funciones continuas convexas
en el sentido amplio (de las céncavas, de las concavas en el sentido
amplio). La desigualdad (3) es la forma simétrica de la desigualdad
de JENsEN. '

ProsLEMA 12. Determinar si las funciones y = 10%, y = loga 1,
o mas generalmente las funciones y = 4%, y = logax (a > 0) son
convexas o concavas [sc sabe que estas funciones son continuas].

ProsLEMA 13. Sean x;, > 0,x2: > 0,9, > 0,49, > 0y Z{. + 4.
= 1. Demostrar las desigualdades
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4, o / (fa + _q_) BLGA G gea + e

X1 X2

‘(El signo = sblo tiene validez si x = x.). La expresion
%, x," es, por definicion la media geométrica ponderada de los dos
nmeros %, y % La segunda desigualdad en (4) generaliza la
desigualdad (1) a la cual se reduce si g1 = g = 1/2.

ProLEMA 14. Sea 4 > —1. Se tiene (1 + A)* > 1 + hx para
x> 1lyparax <0,y (144" <1+ hxparal <x< i

Ejercicio 8. Seana > 0,6 > 0,r > 0,5 > 0,1/r 4+ 1/s =1;
demostrar la desigualdad
ab < S vap b,

r s

Ejercicio 9. Sean ¢ > 0, 4 > 0; demostrar la desigualdad
3
&b < 4 (L;l‘_b_) L

ProsrEmA 15. Determinar los valores de x para los cuales las
funciones y = sen x e y = cos x son convexas (para cuales son
céncavas). [Utilizar las férmulas relativas a sen a + sen By
cos a + cos B.

ProsLEMA 16. a.) Sea z un entero natural. Demostrar la des-
igualdad

(xln + x21|)||+-1 (xln-;-l + x2n+1)n

<
(xln—l + x2n-—1)n (xln + lel)ll—l

)

siendox; > 0,2, > 0 y x # X2

b.) Sea 7 un entero positivo o negativo. La expresién

V(" + ") /2.

se llama media de las n -ésimas potencias de los dos nimeros x, y xa.
Demostremos que para &, > 0, x2 > 0 y x, # x, se verifica la
desigualdad :

E )2 < "V + et )/ 2
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c)Seaqi >0,¢:>0y g1+ g =1L
Llamemos media ponderada de las n -ésimas potencias de los
dos nimeros x; y % a la expresién

T T -

Demostremos que para x, > 0, x, > 0y x, # x. se verifica la
desigualdad

Ve + quts < "NVax™ + gt

ProsLema 17. En el curso de este probléma r y * designardn
siempre nimeros racionales. Sean ¢, > 0, ¢. > 0, ¢ 4+ g.= 1
Demostrar que la funcién y = x* (x > 0) es convexasir > 10 si
r < 0y que es céncava si 0 < r < 1. Demostrar que si r < v se
tiene

(6) (g%" + g:x")' " < (qun” + D KA
y que si r < 0 < 7/, se tiene
(7) (qnxn' + qzx2r)l/r < 0 at < (qm" + q2x2r’)l/r,,

en la que 21 > 0, x, > 0, x1 # x.. (La desigualdad (7) generaliza
la desigualdad (4), a la que se reduce si se hace r = —1, =1
Notemos también que los enunciados de este problema quedan
exactos si se reemplaza el niimero racional » por un nlimero real
cualquiera. Esto lo veremos mas tarde).

Si se consideran los pares de funciones f(x) = a* y f(x) =
= logs x; f(x) = 2" y f(x) = V/x; f(x) = 12"y f(x) = 1]/,
se nota que hay una cierta relacién entre los dos miembros de cada
uno de esos pares. ¢En qué consiste esa relacion? Puede notarse
que si se hace y = 4" se tendrd x = logu y, y que si y = ", se tendra
x = \/y. Se dice que las dos funciones f(x) y ¢(y) son inversas
la una de la otra, si las relaciones y = f(x) y * = ¢(y) son
equivalentes. Una funcién posee una inversa bien determinada {ni-
camente si es mondtona en el sentido estricto, es decir si siempre
crece o siempre decrece. :

ProsLEMA 18. Sean y = f(x) e y = ¢(x) dos funciones, cada
una de las cuales s la inversa de la otra. 4 Qué significa geométrica-
mente esta relacién ? Demostrar que si y = f(x) es creciente y con-




vexa, y = ¢(x) es creciente y céncava; si por el contrario y = f(x)
es decreciente y convexa, entonces y = ¢(x) es también decreciente
y convexa.

Ejercicio 10. Demostrar que la funcién y = @* es convexa
(a > 0). -

Sean y = $(2) y ¢ = P(x) dos funciones tales que () csté
definida para todo valor que y(x) pueda tomar. La funcién
y = x(x) = ¢(P(x)) se llama la funcién compuesta de las dos
funciones ¢(#) y ¥(x). Por ejemplo la funcién y = 4™ esti com-
puesta de las dos funciones y = @' y # = «".

ProBLEMA 19. Demostrar que si y = ¢(2) es una funcion cre-
ciente y convexa y que si # = J(x) es una funcién convexa, la fun-
cién compuesta y = x(x) = ¢(P(x)) es una funcién convexa.

Las palabras peso, ponderado nos recuerdan nociones fisicas.
Veremos en seguida la razén de esta terminologia. Consideremos
primeramente un sistema de dos pesos (puntos de masas!) pi y pe
en el plano. Coloquemos el peso p; en el punto (x;, y1) y el peso pe
en el punto (x2, y2) y determinemos el centro de gravedad de este
sistema. Las coordenadas xv, y» del centro de gravedad se calcularan
utilizando el hecho de que las componentes del momento del sis-
tema con relacién a este punto son iguales a cero, es decir

Pi(x0 — 1) = pa(22 — 10), pr(ye — 1) = pu(y2 — o),

de donde se deduce

PR . o P i Py + P2y
P+ pe P+ p

Ahora tenemos la siguiente interpretacién de la desigualdad
de JEnseN: una funcién y = f(x) es convexa si y sblamente si colo-
cando dos pesos sobre la curva que la representa, el centro de gra-
vedad de estos dos pesos tiene una crdenada superior a la del punto
correspondiente (es decir que tiene la misma abscisa) de la curva.
Evidentemente se tienen enunciados anilogos para las funciones con-
vexas en el sentidlo amplio, concavas, y concavas en el sentido
amplio. :

ProsLema 20. Coloquemos los pesos pi, p, ..., px en los puntos
(21, 91), (%2, y2), «.., (2, y) del plano. Calculemos el centro de
gravedad calculando primero el centro de gravedad de los dos pri-
meros puntos; después concentremos la masa p;, + p= en el punto
asi obtenido y calculemos el centro de gravedad de este nuevo punto
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y del tercer punto, y continuemos asi. (En el resultado se verd que
éste es independiente del orden en el que se tomen los pesos p,,
D2+ e s PX)-

ProsLema 21, Una funcmn y = f(x) es convexa si y solamente si
la desigualdad

(8) f(qlxl + gaxs 4 ... grax) <
< gy f(x1) + g2 f(x2) + oo + gx f(xx)

se verifica cmlesquiera que sean los valores x;, %2, ..., zx y las can-
tidades positivas gy, ¢s, ..., g« estan ligadas por la relacién ¢, +
@+ ...+ qg=1 También una funcién y = f(x) es convexa si
y sohmente si la desigualdad

9) y pixy + paxe + ..+ prax )
f( v prt o opx <

< () + pa f(l) + . e f(m)
P1+P e 30 +P"

se verifica cualesquiera que sean los valores xy, s, ..., 2k y las canti-
dades positivas py, pa, ..., px.
Las desigualdades (8) y (9) se laman las desigualdades ponde-

radas de JENSEN con k términos.

ProBLEMA 22. Si ponemos ¢; = g= = ... == gx en la desigualdad
(8), o ps=pr=,..=peenla desxgmldad (9), se obtiene

(10)

e

Demostrar que esta desigualdad es necesaria y suftmente paa
que la funcién continua y = f(x) sea convexa.

La desigualdad (10) se llama la desigualdad simétrica de JENSEN
con k términos.

i ) < f(xn) o f(xz)k-f- e f(xk)

Hemos visto que si la funcién y = f(x) es continua, las desigual-
dades (8), (9) y (10) sc deducen de la desigualdad (3). Examina-
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remos ahora hasta qué punto esto subsiste si se suprime la condicién
de que y = f(x) sea continua.

ProBLEMA 23. Demostremos que si una funcién y = f(x) ve-
rifica la desigualdad (3), verifica también la desigualdad (10).
[Demostrar primero (10) para valores de % de la forma % = 2’
(j =123 ..) por recurrencia (induccién completa) segun .
En seguida si 2~' < k < 2, se hara

P ol 2 S 5" ’
k

,, (1'1 4 2 4 +fj) -
k
:f (xl +x3+ ...+xk '+2‘Jxk+1 +...+x2j> <

Xk41 = (00 = X2 =

y se tendri

f(n) + f(xe) + oo F [+ frea) + o ()
21

es decir

(1_2’_‘2;_’{.,) f(xi+x::...+xk) %

o f) F fe) F e f)
2]

que es equivalente a la férmula que se quiere demostrar. Este mé-
todo de demostracién se debe al gran matemdtico francés AGusTIN
Louts Cauchy].

ProeLEmA 24. Demostremos que si una funcién y = f(x) veri-
fica la desigualdad (3), verifica también la desigualdad (8) con
PEsos g1, gz, - -+, g, ¥ 1a (9) con pesos pi, pa, ..., px racionales.

ProBLEMA 25. Sean ¢, > 0,4. > 0, ..., g« > 0,41 + g + ...
+ gx = 1. La expresién

Cqixy + gexs oo T guan
- se llama la media aritmética ponderada de los nimeros 1y, v ...,
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xx. De una manera mds general, para p real, la expresién
(11)" M, (%1 %25 o009 xu).: (gx," + quxf + ... + grxx)'1”

se lama la media ponderada de las p -ésimas potencias de los ni-
meros x; > 0, 2: > 0,..., 2 > 0. Para p =1 csta se reduce a la
media aritmética, para p = —I1 a la media arménica. Mo (2, 22, ...,
xx)-es por definicién la expresion ;

Mo (£i0 B 1n o 500025 28 N uam®

que se llama la media geométrica ponderada de los nimeros x, > 0,
xs >0, ..., 2« > 0. Demostrar que si r y #* son racionales y si
r < v, se tendra Mr < Mw, (generalizacién de (6) y (7)).

ProbLEMA 26. Llamemos Max (x1, &y, ..., xx) el mayor de los
nGmeros Xy, X, ..., xk, y min (X1, %, ..., 2x) el menor de los mis-
mos numeros. Demostrar que si xi = Max (%, Xz, ..., xx) y si
M, (x1, %35 ..., x) (%, > 0,2, > 0, ..., 2« > 0) se define por la
formula (11), se tendrd parap > 0,

/g Max (%1, %2y ooy 2) < M, (%4 2y ...y 2x) << Max (2,
- ol 1 1

Deducir de ahi que M, (xy, %, ..., ) tiende hacia Max (xy,
s, ..., xx) cuando p tiende a 4- . Establecer teoremas anilogos
para min (Xy, Xz, ..., Xk).

Ejercicio 11. a) Entre todos los paralelepipedos rectingulos que
tienen la misma superficie (los que tienen la misma suma de lon-
gitud de aristas, los que tienen la misma diagonal), ¢cudl tiene el
mayor volumen? b) Entre todos los paralelepipedos rectangulos
que tienen el mismo volumen, ¢cudl tiene la menor superficie (cual
la menor suma de longitudes de aristas, cudl la menor diagonal?)
c) Entre todos los paralelepipedos rectangulos que tienen la misma
suma de longitudes de aristas, ¢cudl tiene la menor diagonal? d)
Entre todos los paralelepipedos rectingulos que tienen la misma
diagonal, ¢cudl tiene la mayor suma de longitudes de aristas?

Ejercicio 12. Entre todos los triingulos que tienen el mismo
perimetro, Jcudl tiene la mayor drea?

- Ejercicio 13. Scan @, > 0, a2 > 0, ..., ax > 0. Demostrar las
desigualdades
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[a2 a5 ... ax (a2 + a5 + oo ax) 4 oayay ... oax
(@ +ay+ ...+ a)+ .o Faar..ay
(@ +axt+ ...+ a1)| [ kaya -'--“"2 g1

Y %
(@, + as + ...+ @) (a4 Va: + ... + 1a) =2 k.
Ejrcicio 14. Demostrar que si @,° + @ + ... + a’ < 1, se

tiene s + @ + ... + o« < V&

Ejercicio 15. ¢Cémo hay que escoger los nimeros positivos
" a, b, c para que, si § = a + b + ¢ es constante, ab*c’ sea lo mayor
posible? §Cémo hay que escoger los nameros positivos a, b, ¢ para
que si ab’c” es constante, § = @ + & 4 ¢ sca la menor posible?

‘Ejzrcicio 16. Demostrar  que las funciones loga (1 + «%) y
V1 + #° son convexas. Demostrar las desigualdades

VA Fa) A Fa)...(d+a) =1+ Vaa ..  dk

VEF @+ ot . +a)p<Vita

+V1+a+ ...+ V1+al
Ejercicio 17. Entre todos los poligonos de & vértices, inscritos

en el circulo, ¢cudl tiene mayor 4rea? (¢Cudl tiene el mayor peri-
metro?).
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