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UN PRINCIPIO DE ANTI-MAXIMO PARA ECUACIONES
PARABOLICAS PERIODICAS

par

Gerhard SCHLEINKOFER

ReSURen. Sea L un operador parabolico pericdico y A su
valor propio principal. Para ~ < Ao una solucion u del gro-
blema periodico Lu • Au+f en nxR, f ~ 0, f ~ 0, u = 0 sobrean~, satisface u > 0 en n~ por el principio del maximo.
Pero, para Ao < A < Ao + 0, tenemos u < ° en n~. Resultados
analogos valen tambien para Lu = Amu+f, donde m es una fun-
cion apropiada, no necesariamente positiva sobre todo nXR.

Abstract. Let L be a periodic parabolic operator and Ao
its principal eigenvalue. FOE A < Ao a solution u of the pe-
riodic problem Lu = Au+f in nXR, f ~ 0, f ~ 0, u = 0 on anXR,
satisfies u > 0 in nXR by th~ maximum principle. But for Ao
< A < Ao + 0 we have u < 0 in nXR. Similar results also hold
for Lu = Amu+f, where m is an appropriate function which
does not need to be positive in all points of nXR.

§1. Nataciones y el. resultado principal. Sea n un 5ubconjun-

to acotado, abierto, conexo de JRn (n ~ 1). Supongamos adicio-
2+a . d d d d i .~nalmente que la front era an es una C -v a r i e a e r mension

n-' (a fij 0, 0 < a < 1) Y que n e s t.a si tuado localmente en

un lado de an. Para un intervale compacta [a,b] c JR y para

una funci6n u (. ,.) :~x[a,b] + R se define
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HD(u):= sup
a (x,t) ,(y ,s)E'D

(x,t)r(y,s)

lu(x,t)-u(y,s)! .
[(x_y)2+(t_S)]a7Z' D:= nx[a,b].

Se designa can Ca,a/Z(D) a la familia de todas las funcio-
nes u I > ,·):0 ... JR que sat.isfacen

iuIICa,a/2(D):= sup !u(x,tJI +H~(U) < 00

. (x i t j c D

El conjunto Ca,a/Z(D) es un espacio de Banach con la norma
~·II Ca,a./2(D) .

Se escribe u e:: C2+a, 1+a/2(D), si u,uxi ,UXiXj ,ut. per-
tenecen a Ca,a/Z(D) para 1 , i,j ~ n y la norma
null es definida par la suma de las Ca,a/Z (0)-
U CZ+a,1+a/2(D)
normas de todas est.as funciones. Se denota con
(z +a, 1 +al Z C - R) If' Li d d·' f .~x a a. am~ la e to as las unc~ones

- Z+a 1+a/2 - [ ]u(·,·) :~xJR ... R que pertenecen a C ., (rlx a,b) para cual-
q u i er a,b e:: JR, a < b. Similarmente se define Ca,a/Z(flxR).

En 10 que sigue, L denota al operador diferencial pa-
rab61ico definido por

n
Lu:= ut - L a ..(x,t)uxx + I a.(x,t)ux· + a(x,t)u

i ,j=l IJ . 1 J j=l J J

C0n las siguientes condicIones:
(Al) Los coeficientes aij ,aj ,a son peri6dicos con respecto

a t , can periodo T > 0, 3ij = aji, 1 , i,j ~ n , a ~ 0.

a·. ,a. ,a son continuos en el sentido de Holder, es de-
lJ J I? _cir, pertenecen a Ca,a -(rlx]R), 1, i,j ~ 11.

L es uniformemente parabolico;
3 E: > ° lJ (x, t ) e::: flxR V~ e:: JRn :

es decir,
n
L a .. (x,tH·~·i,j=l IJl J

n 2
~ E: L I ~. I .

j =1 J

Adem~s es conveniente introducir los siguientes espacios
vectoriales:
74



F:= {f <:::CCl.,al2(DXlR); f(x,t+T) = f(x,t)lJ(x,t) EL: DxJR};

U(X,t)IJ(X,t) E i'iX]R'UI3nxlR = a}

COli Las no rma s induc i da s por /1'/1, IJ ,_ y
Ca,a -lnx[O,T])

II ·!I 2 + 1 + I? - [ , res pee t i v am E' n t e, Las E'S P i1 C i os F Y EC a, a -(0.x O,TJ)

respectivamente son espa ios de Banach. Obvlamente, ]a in-
mersi6n J:E' F es compacta.

Consideramos ahara el siguiente problema peri6dica de
Dirichlet:

Lu x mu + f en fjxlR,

u = a sobre 3\2xlR,

U ( • ,0) u(· ,T)sobre n,

donde m,f -= F Y .\ -=JR. Observamos que L es una a p li cac ion 11-

lineal de E en F y designamos can M al operador de multipli-
caei6n pOT la funci6n m E F. Par consiguiente, nuestro pro-
blema de Dirichlet se escribe de la forma

Lu = H·!u + f , U E: E .. ( I )

Sin p§rdida de la generalidad, asumiremos siempre que
Im(x,t) I < 1, V(x,t) 6:. flxJR. El operador M:E -+ F es una apli-
cacian lineal, compacta. La aplicaeian L:E -+ F es isomorfis-
mo t opo Ldg i co ; v ea se lema 2.2 en [1] 0 lema 1.1 en [2J. Sea
n = n(x,t) el vector normal exterior unitario en el punto
(x, t ) EL: an xJR .

El principal prop6sito de nuestro articulo es probar
el siguiente resultado.

T
Jrna~

o xe:n
numvLO !teaf A =.\ lm)o 0

'l'EOREMA. (Principia del an t ivrna x t mo ) . Sea m .::F,

m(x,t)dt > 0, f E F, f ~ 0, f i O. Enton~e6 exi6ten un

> a Lj una ~Ort6,tLulte <5 = <5 (f) > ° ta-
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ie~ que pa~a cada 6otuc~6n U L E de (1) ~enem06 que u(x,t)
au< 0 en ~xR, an(x,t) > 0 en a~xR 6~ AO < A < AO + 6. •

Para aclarar este resultado vamos a completarlo por
algunas observaciones que parcialmente necesitaremos para
la demostraci6n de nuestro teorema. Bajo las hip6tesis del
teorema, tenemos las siguientes propiedades:
(2) A es el unieo valor propio positivo de Lu = AMu con

0

vector propio positive u L E, es decir, u ~ 0, uo i o.
0 0

(3 ) 1/AO es valor propio simple de L-1M es deeir:,
- 1 k 1 , Vk <i:: N.dimker(L ~1-(l/A)I) =

0

(4) Para A ~ A no hay soluci6n u E E, u ~ 0 de (1).o

(5 ) Para 0 , A < A existe una unlca soluci6n u ~ E de (1)o
y esta soluci6n satisface u(x,t) > 0 en IlxlR, ~u(x,t) < 0on
en allxR.

< A o
tisface u(x,t) > 0 en

5i asumimos adicionalmente m ~ 0, entonces para -00 < A
existe una uniea soluci6n u E E de (1) la que sa-

auIlxR, an(x,t) < 0 en allxlR. (Prinei-

(6)

pia del maximo).

Las propiedades (2)-(5) se encuentran demostradas en
Theorem 1 y Theorem 2 de [1]. Aplazamos 1a prueba sencilla
d~ (6) hasta la proxima secci6n.

E1 actual trabajo es una version mas general de la pu-
b1icaci6n [7J. Los resultados harr sido sugeridos por la corres·
pondiente teoria ya canoe ida en el caso eliptico [3], [5J.

§2. Propiedades auxiliares. E1 siguiente lema se deduce fa-
cilmente del principio del maximo [6,p.174J

LF..MA 1. Sea f e:: F, f ~ 0, f i 0 If 6 ea u e:: E una 6 a tu-
cion de Lu = f. En~ance6
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(a) u (x ,t) > 0 en rl xR

(b) ~~(x,t) < 0 ~ob~e arlxR. •

Aho ra estamos Li.s t o s para proba r (6). Por (5) podemos
restringirnos al caso -00 < A < 0 Y todo se reduce a la con-
sideraci6n de Lu = f con Lu = (L-\M)u. Ya que a(x,t)- m(x,t)
?/ ° en QxR sabemos que L:E -. F es .i somo rf i smo to po Log i co
[l,lema 2.2J, y se aplica entonces el lema 0' a LU = f. •

Sea KF: {f e: F; f(x,t) ~ 0

las funeiones no negativas eft F y
las funeiones no negativas en E.

V(X,t) ~ nxR} el cono de
- 1K:= J (KF) el cono cleo

Obviamente, el interior K
de K no es vacio y por el Lema 1 tenemos

( 7)
- 1 0

L : KF <, (O) -+ K.

Como consecuencia podemos constatar una propiedad bien
conocida de 1a funcian propia u que aparece en (2):

o

(8 )
o

U e: Ko

Para verla, c nsid€rese las equivalencias Luo = A Mu <~>
o _ ,. • 0 .0(L+A J)u = A (M+J)u 0=> 1/,\ u = (L+A J) lM+J) u. Lu ego000000000

o b se rve se que (L+AoJ) -1 satisface (7) t amb ien y que
i-hJ:K" {O)-+ KF" {OJ p or ser m(x,t)+1 > 0 en ~xR.

o
LEMA 2. Sea Y! e e: K, u e: E. E Y!.:ta Y!c. e ~ ;

(a) Si X e~ un ~ubc.oY!juY!.:to ac.o.:tado de E, eY!.:toY!c.e~ exi~.:te una
c.OVl~.:tan.:te Y = Y(X) > 0 .tal que v ~ ye Vv e: X.

o
(b) II E: K "'=i> 3CL(U) > 0, S(u) > 0: CL(u)e ~ u ~ S(u)e.

o au(c) U e: K ** u f x j t ) > ° en rlx]{, au(x,t) < 0 ~ob~e arlx]R.

Prueba. (a) Par hipatesis existen constantes ~ > 0,
E: > 0 tales que ~vll ~ ~, Vve: X, I v E: E; Ilv-e~ ~ c l e: K.
Luego tenemos que e - (c/Ov lL K, Vv e: X, es deeir, (E;/c)e-v
E: K, Vv E: X, 10 que imp1ica v ~ Ye, Vv E: X, si ponemos
Y = UE:.

(b) La parte "=>" sale inmediatamente de (a). Para 1a
o 0implicaeian opuesta, tenemos CL(u)e e: K por ser e e: K,
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a(u) > O. Por eonsiguiente, exi st e 0 > 0 tal que a(u)e+w E:K

para todo w e::: E, ~wl < 0; es deeir, u-w :::;.a(u)e+w :::;.0, para
todo w e::: E, ~w! < o. Asi hemos demostrado u+w e::: K para todo

o
w -= E, lvl < 0, 10 que significa que u E: K.

(e) Consideraeiones geom€tricas simples muestran 1a
parte ,,~" Fac i Lmen t e . Ya uti1izamos este hecho en (7). Pa-
ra la segunda parte de la equivalencia definimos e L-11.

Por el Lema 1, el elemento e satisface e(x,t) > 0 en nXR,
~~(x,t) < 0 so~re anxR, y ya sabemos que esta propiedad im-
plica que e e::: K. Por la afirmaei6n (b), existe una cons tan-
te positiva a(u) tal que a{u)e" u. Por eso vale u(x,t) > 0

en nxR. Ademas, tenemos para (x,t) e::: aQxR que

~~(X,t) =- lim u(x+hn,t)-u(x,t) = lim u(x+hn,t)
h+o-o h h~-o h

1· a(u~e(x+hn,tl
i m ~------

h'>Q-O h
a(u)~~(X,t) e::: O.

Observamos que los asertos (a) y (b) del Lema 2 valen
en cualquier espacio de Banach E con cono posi tivo K tal que
o * * * *K F 0. Designamos con K := {u ~ E ; <u ,u> ? a Vu E K} al

* *eono dual de K y llamamos un elemento u e::: E e~~~~e~amen~e
. *po~~~~vo si y solamente 1 <u ,u> > 0 para todo u e::: K,,{O}.

Ahora mencionamos un teorema famosa que e st a relacionado con
los nombres de Krein y Rutman. Una demostraci6n detallada
se encuentra en [4, Theorem 19.3, 19.5J.

TEO~~MA DE KREIN-RUTMAN. Sean E un e~pae~o de Banach
o

tj K un c o n o en E eon K i 0. Supongamo~ Que et. openado« T:E ->- E

e~t~l1eaR.., eompac.~o tj 6ue~~emen~e. o os Lr.cv o , es de c.c«

T:K,,{O} ...K:. EI1~onee,~ ~ene.mo!.l io!.l 6iguien~e6 a!.le./t~o~:

(a) eR..~ad~o e6pee~!taR.. reT) = lim ITk~l/k e!.lpO!.li~ivo.k-+oo
(b) ~o =- reT) e!.lvaio~ p!top~o 6~mpie de T. ~o tiene vee~o~

p!top~o V e:: K,{O}.)J es ei un.Leo v a.Lo n. yJ!topio de To 0

eon vee~o~ p~oyJ.i.o en K,,{O}.
*(c))J e6 vaio~ yJ!top.i.o 6~mpie de T y a)J eo~~e!.lponde un

o * 0vee~o~ p!topio v e.6~~ie~amen~e pO!.l~~ivo. !
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man
En 10 que sigue aplicaremos el teorema de Krein-Rut-

siempre al operador T = (L + A J) -1 (M+J). Ya 10 vimos eno
la dernost rac t on de (8) que (L + A J) -I (M+J) manda K" {a} a
o 0
K. Con esta scogen ia de T nos resulta inmediatamente:

v o
o

c· Uo E: K para cierto c > O. (9)

Demostraci6n del principio del anti-miximo.

LEMA 3. L-AM:E -+ F es o p e.na.do s. de. Ftte.dholm de. Ln.d cc e:
o y .ta ~mage.n. R(L-AM) e.6 c.e.It~ada patta ~odo A E: R.

Prueba. Ya que L:E -+ F es un isomor£ismo topo16gico,
L es un operador de Fredholm de indice O. 5e sabe que L-AM,
como perturbacion compacta de L, tambi§n es un operador de
Fredholm del mismo indice. Por un teorema de Kato, la ima-
gen de un operador de Fredholm es cerrada. •

LEMA 4. a) dim Ker(L-AoM) = codim R(L-AoM) = y

b) F = sp~n{Luo} e R(L-AoM).
DemoBtracion. La primera afirmaci6n es obvia por (3)

y el Lema 3. Para el segundo aserto basta veri£icar que
Luo ¢ R(L-AoM). si fu~~a (L-AOM)w = Luo para algun w E: E,
entonces seria (~I-L M)w = ~ u , 10 que implicaria

-1 2 0 -1 0 0
(IJ 1-L M) W = IJ (~I-L M)u = 0; es decir,000 0
w e:: ke r (u I-L -1M) 2 = ker (\1 I-L -1~I) po r {3). As r seri a IJ oUo = 0,

.0 0

10 que es una contradicci6n. •

* - 1LEMA 5. <v ,(L+AOJ) Luo> " 0 y c.ada f e:: F6e. d e.sc om-
pon.e. unJ.voc.ame.n~e. e.n £ = aLuo+f1, donde. £1 e:: R(L-AoM),

'" -1<v ,(L+AOJ) f >

<V*,(L+A J)-1Lu >o 0

A d e.m11-6 a of a p alt a. f -= K F '" {O}

Pru eba , La descomposici6n Gnica sale del lema 4. Para
£1 e: R(L-AoM) existe w e:: E tal que £1 = (L-AoM)w = [(L+AOJ)
- A (r.l+J)J",.Por eso obtenemos (L+A J)-1f1 = (I-AoT)",. Apli-

o * * 0cando el vector propio v de T a esta identidad nos da
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* -1 * * * *<v ,(L+AoJ) £,> = <v ,w-AoTw> = <v ,w>-Ao<v ,Tw> = <v ,w>

* * * * -,- Ao<T v ,w> = <v ,w>-Ao<lJOV ,W> = O. Ya que (L+AoJ) f =

a(L+A J)-'Luo + (L+A J)-'£" recibimos <v*,(L+A J)-l£>* 0 0 0
a<v ,(L+AoJ)-'LU >. Esta ultima relacion nos prueba el lemao 0

puesto que (L+AoJ) -, :KF ,,{OJ .... K. !

Mencionamos ahora otra consecuencia del Lema 4. A 1a su-

rna d i r e c t a t.o po Lo g i c a F = sp an I Lu } e R(L-.\ 1>1) correspondeno 0
dos proyecciones continuas can6nicas P:F .... span{Luo} y

Q = I-P:F .... R(L-A M) tales que 1= pe Q.o

LEMA 6. Supongamo~ que pa~a f L F y 11..-1..01 < 00'

u = u(A) £ E ~on ~olueione~ de LU-AMu • f. Po~ el Lema 4
exih~e pa~a ~odo A L (1..0-60,1..0+°0) una unica ~ep~e~en~aci6n

( , 0)

do nd e.

Podem06 p~oba~ que exi~ten con6tante6 Y Yo(f) > 0 y 0 <
1 0

61 < 00 ~ae.e6 que ~L- u,(A)IIE ~ Yo paJl.Qtodo 11..-1..
0

1 < 0,.

nemo e trao i dn , Observando que /Vluo 1/.\0 nos sale de (10);

- , - ,
Mu = SAMuo + ML u, (.\) l/AoSA Luo + ~'IL u, (A)

A -A _,
(1..

0
-A)Mu = -t- SA Luo + (Ao -A)~1L u1 (A).

o
Su s t i t uye n do estos t erm i no s en f = LU-AMu = Lu-'\oMu + (Ao'A)1'-1u,

y aplicando (10) y el Lema S, obtenemos

, A "A
= S.\Luo +u,(A)'BALuo-AoML' U,(A) +-1-BALUo

o

+ (Ao-A)ML-'u,(A)

-,
+ (A-A )N.<IL u (A)o VC' , •
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Por el Lema 4, esta t dent idad es equivalente a las dos ecua-

ciones

(11 )

('2)

.Para g, E R(L-A M) existe wEE tal que LW-A Mwo 0
y por el Lema 4 tenemos la Gnica descomposici6n

Lw = BLu + Wo l'

- ,Poniendo A = ~1en (12) conseguimos (L-AoM)L w, = g" Por
eso, (L-Ao~1)L ;R(L-Ao~1) -+ R(L-Ao~n es sobreyectivo. s i tam-
bl§n fuera (L-A M)L-1V1 = g" podriamos concluir que

_ , 0 -1(L-AoM)L (,-w,) = 0 y pOT (3) cUo = L (v,-w,); es de I r,
v,·-w, = cLu E s pa niLu , } nR(L-A M) = {O}. Por consiguiente,o 0 0
(L-A M)L'" :R(L-A 1-1) -+ R(L-A M) es una biyecci6n continua en

000
el espacio de Banach R(L-AoM) con la nOTma ~·~F' Por las

.consideraciones previas y el teorema de la aplicaci6n abier-
t a , el operador (L-A M)L-' :R(L-A ~I) -+ R(L-A M) es un isomor-000
firma topo16gico. Un teorema bien conocido del analisis fun-
cional nos garantiza la existencia de un 0, > 0 tal que
(L-A M)L-' + (A -A)QML-' :R(L-A M) -+ R(L-A M) es un isomorfis-o 0 0 0
mo topo16gico para todo 11..-1..

0
1 < 0,. Aplicar este aserto a

(12), nos da 1a existancia de una constante ~ = ~(fl) > 0,

tal 'que Ilu,(A)IIF ~ Y para todo 11..-1..01 ~ 0, .•

Ahora vamos a terminar 1a demostraci6n de nuestro ten-
rema del anti-maximo. Y3 que AoPML-'U,(A) = nALuo con nume-
ros reales apropiados nA E R, podemos concluir, por 1a con-
tinuidad de PM y por el Lema 6, que

II 1..
0

PML -,u, (A) II F

II LUol1F

Es cri bi end o (11) en 1a forma:
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[etA 1(;\ -A)]Lu -n,Lu ,o 0 0 A 0

podemos deducir

S ~ (etA )/P -A)-nA 0 0 A (13)

o _ 1Por ser "o E: K, Y usando los Lemas 2 y D, obtenemos ±L u1 (.\)

~ Youo' para todo 0 < IA-.\ol ~ °1; es decir,

para 0 < I.\-Aol ~ 01' Si fuera et < 0,
por (13), Y la funci6n u = u(.\) serra
A - A suficientemente pequefio , 10 queo
ci6n con la propiedad (5). Por 10 tanto, tenemos CL > 0 Y
B.\ -+- Yo < 0, para.\ <.\ < A • 0, 0 = <5 (E) > 0 apropiado.

A 000 0

Puesto que u ~ K, tenemos, por (14) que -u(A) E: K parao
A

O
< A < .\0+ <5. Aplicando el ultimo aserto del Lema 2, se

obtiene el resultado deseado.

entonces lim SA = -00,.\.....A -0
negativa p~ra .\ < AO'
serra una contradic-

Notas.
(i) Una modificaci6n obvia de la demostraci6n anterior mues-
t ra t amb i en que, para ° < IA-.\ol < 0" existe una un ica so-
lucian u = U(A) E: E de (L-.\.M)u= E, para cualquier f E F.
Per~ un tal resu1tado no serfa nada nuevo. En efecto, el es-

- 1pectro del operador compacto L M:E ....E es discreto.
(ii) Sea £ E: KF" r ». (x,t) un punto fijado en S1xl{ y

u = u(.\) E: E la Gnica soluci6n de (L-AM)u ~ f, para 0 <

IA-Aol < 01' Acercandose a AO' la s01ucion u(x,t) se com-
porta asint6ticamente como 1/(Ao-A) en virtud de la identi-
dad en (14).
(iii) En general, 1a constante ° = 0(£) > ° en nuestro prin-
cipio del anti-maximo depende de f; vease [3J.
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