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UN PRINCIPIO DE ANTI-MAXIMO PARA ECUACIONES
PARABOLICAS PERIODICAS

por

Gerhard SCHLEINKOFER

Resumen. Sea L un operador parabdlico periddico y A_ su
valor propio principal. Para A < A, una solucidn u del pro-
blema periddico Lu = Au+f en OXR, f > 0, £ Z 0, u = 0 sobre
¥R, satisface u > 0 en QXR por el principio del miximo.
Pero, para Ao <A< XO-FS, tenemos u < 0 en OXR. Resultados
andlogos valen también para Lu = Amu+f, donde m es una fun-
cidn apropiada, no necesariamente positiva sobre todo OxR.

Abstract. Let L be a periodic parabolic operator and A
its principal eigenvalue. For A < A, a solution u of the pe-
riodic problem Lu = Au+f in OxR, £ > 0, £ # 0, u = 0 on JOXR,
satisfies u > 0 in QXR by the maximum principle. But for A,
< X< A,+8 we have u < 0 in OXR. Similar results also hold
for Lu = Amu+f, where m is an appropriate function which
does not need to be positive in all points of QXR.

§1. Notaciones y el resultado principal. Sea Q@ un subconjun-
to acotado, abierto, conexo de (n>1). Supongamos adicio-
nalmente que la frontera 3% es una C2+a—variedad de dimensidon
n-1 (a fijo, 0 < a < 1) y que Q estd situado localmente en
un lado de 39. Para un intervalo compacto [a,b] = R y para

una funcién u (-,+):Qx[a,b] » R se define

73



Doy Jux, t) u(y,s)| .

H (u):= sup , b= Hfas b1

e 1), ()eD [Coy) Bt s)]a/Z [a,b]
(x,t)#(y,s)

2 :
Se designa con Ca’a/’(D) a la familia de todas las funcio-

nes u(+,+):D - R que satisfacen

sup Ju(x,t)] +HD(u) < =
(x,t)eD

lul
co Q/Z(D)

2

E1l conjunto Ca’a/‘(D) es un espacio de Banach con la norma
".ﬂca Q/Z(D)'

Se escribe u e C

a,a/2

2+0,1+a/2 .
(D), s1 u,uxi,uxlxj,ut per-

tenecen a C (D) para 1 ¢ i,j ¢ n y la norma

[ ull 2+a,1%a/2 () es definida por la suma de las Ca’“/Z(D)-
normas de todas estas funciones. Se denota con

C2+a T+a/2
u(+,*):0xR » R que pertenecen a C
quier a,b= R, a < b. Similarmente se define (e 0”“(Q><R)

(2xR) a la familia de todas las funciones
°+x’1*a/2(Qx[a b]) para cual-

En lo que sigue, L denota al operador diferencial pa-

rabdlico definido por

ne—-13

Lu:= u, - ) a5 (X, thug s *

a.(x,t)uyx. +a(x,t)u
1)j=1 - ] J J

1

con las siguientes condiciones:

(Ay) Los coeficientes aij,aj,a son periddicos con respecto

a t, con periodo T > 0, aij = aji’ 1 <1, <n, a2z 0.
(\ ) a; P ] ,a son continuos en el sentido de H6lder, es de-
cir, pertenecen a c* OL/'(QXJR), 1 <1,] € n.
(Az) L es uniformemente parabdlico; es decir,

¢ n
Je > 0 ¥(x,t) « 0xR ¥f = R" P y a..(x,t)g,gj

Ademdas es conveniente introducir los siguientes espacios
vectorilales:
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a,a/2

F:= {f «C (R); f(x,t+T) = f(x,t)¥(x,t) « Q¥R};
+v /2 - -
E:={u =:C2+Q" 1/”'(EMR), u(x,t+T) = ulx,t)¥i(x,t) E'Q“R'“ll*'m = 0}
Con las normas inducidas por |-f /y .
Ca""“(g}.»{o,'fj,) )
11 , respectivamente, los espacios F y E

+ + ] = o
c2*e, 1+a/Z (4. [0, T])
respectivamente son espacios de Banach. Obviamente, la in-

mersién J:E » F es compacta.

Consideramos ahora el siguiente problema periddico de

Dirichlet:

Lu = xmu+ f en QxR,
u = 0 sobre 50xR,

u(+,0) = u(+,T) sobre @,

donde m,f « F y » « R. Observamos que L es una aplicacidn Lt
tineal de E en F y designamos con M al operador de multipli-
cacidn por la funcién m « F. Por consiguiente, nuestro pro-

blema de Dirichlet se escribe de la forma
Lu = AMu + f, u « E. (1)

Sin pérdida de la generalidad, asumiremos siempre que
lm(x,t)] < 1, ¥(x,t) « Q<xR. El operador M:E - F es una apli-
cacion lineal, compacta. La aplicacidn L:E -~ F es isomorfis-
mo topoldgico; véase lema 2.2 en [1] o lema 1.1 en [2]. Sea
n = n(x,t) el vector normal exterior unitario en el punto

(x,t) « 3xR.

E1l principal propdsito de nuestro articulo es probar

el siguiente resultado.

T TEOREMA. (Principio del anti-mdximo). Sea m «F,

fmax m(x,t)dt > 0, f « F, £ > 0, f # 0. Entonces existen un
Q YEQ

nimeno real Xo = Xo(m) > 0 y una constante § = §(f) > 0 ta-



Les que para cada s0fucibn u « E de (1) tenemos que u(x,t)
< 0 en ¥R, %(x,t) > 0 en 32XR 8L Ay < A < AL+ 6. A
Para aclarar este resultado vamos a completarlo por
algunas observaciones que parcialmente necesitaremos para
la demostracidén de nuestro teorema. Bajo las hipdtesis del

teorema, tenemos las siguientes propiedades:

(2) Ao es el Gnico valor propio positivo de Lu = AMu con

vector propio positivo u, = E, es decir, u, > 0, u, Z 0.

(3) 1/x, es valor propio simple de L M, es decir:
dimker (L™ 'M-(1/3 )D* = 1, vk = N.

(4) Para ) > AO no hay solucién u« E, u » 0 de (1).

(5) Para 0 ¢ X < AO existe una Gnica solucidén u « E de (1)
y esta solucidén satisface u(x,t) > 0 en QxR, %%(x,t)-‘o

en 3OxR.

(6) Si asumimos adicionalmente m > 0, entonces para -« < A
< ¥y existe una Gnica solucidén u « E de (1) la que sa-
tisface u(x,t) > 0 en QxR, %%(x,t) < 0 en 3QxR. (Princi-

pio del maximo).

Las propiedades (2)-(5) se encuentran demostradas en
Theorem 1 y Theorem 2 de [1]. Aplazamos la prueba sencilla
de (6) hasta la proxima seccidn.

El actual trabajo es una version mads general de la pu-
blicaci6én [7]. Los resultados ham sido sugeridos por la corres-

pondiente teoria ya conocida en el caso eliptico[3], [5].

§2. Propiedades auxiliares. El siguiente lema se deduce fa-

cilmente del principio del maximo [6,p.174].

LEMA 1. Sea f= F, £ >0, £f %2 0 y sea u<E una so0lu-

ci6n de Lu = f. Entonces
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(a) u(x,t) > 0 en QxR
(b) ‘g—ﬁ(x’t) < 0 sobne 3QXR. &

Ahora estamos listos para probar (6). Por (5) podemos
restringirnos al caso -« < ) < 0 y todo se reduce a la con-
sideracidén de Lu = f con Lu = (L-2M)u. Ya que a(x,t)- m(x,t)
> 0 en QxR sabemos que L:E ~ F es isomorfismo topoldgico

[1,lema 2.2], y se aplica entonces el lema 1 a Lu = f. &

Sea KF: {fe F; f(x,t) > 0 ¥(x,t) « OxR} el cono de
las funciones no negativas emn F y K:= J'I(KF) el cono de0
las funciones no negativas en E. Obviamente, el interior K

de K no es vacio y por el Lema 1 tenemos
-]‘ o
(7) L 'KF\‘{O} - K.

Como consecuencia podemos constatar una propiedad bien

conocida de la funcidn propia u, que aparece en (2)=

N o
(8) u, = K .
Para verlo, considérese las equivalencias Lugy = xoﬂuﬂ <=>
’ = G /) = ) "M+, i 3
(L+AOJ)uO AO(M+J)UO 1 >l,\0 u, (L+AOJ) (1+I)u0. Luego

obsérvese que (L+AOJ) satisface (7) también y que

M+ J: KN {0} =+ KF\ {0} por ser m(x,t)+1 > 0 en OxR .

LEMA 2. Sean e = %, ues E. Enfonces:
(a) S« X es un subconjunto acctado de E, entonces existe una
constante Y = Y(X) > 0 tal que v £ ye V¥v = X.
(b) ue K e»'Ba(u) > 0, B8(u) > 0: a(u)e < u < B(u)e.
(¢c) u e K <= u(x,t) > 0 en xR, %%(x,t) < 0 sobre 3QxR.
Prueba. (a) Por hipdtesis existen constantes £ > 0,
e > 0 tales que |v|] < &, W e X, {ve E; |v-e] < e} =K.
Luego tenemos que e - (e/£)v = K, ¥v = X, es decir, (&/e)e-v
« K, Vv € X, 1o que implica v < Ye, ¥v € X, si1 ponemos
Y = &/e.
(b) La parte "=>" sale inmediatamente de (a). Para la

o o
implicacién opuesta, tenemos a(u)e = K por ser e « K,



a(u) > 0. Por consiguiente, existe & > 0 tal que a(u)et+tw =K
para todo w « E, |w] < §; es decir, u+w > a(u)e+w > 0, para
todo w « E, |w] < §. Asi hemos demostrado u+w = K para todo
w e E, |w] < 8, lo que significa que u = X.

(c) Consideraciones geométricas simples muestran la
parte "<" facilmente. Ya utilizamos este hecho en (7). Pa-
ra la segunda parte de la equivalencia definimos e = L_ll.
Por el Lema 1, el elemento e satisface e(x,t) > 0 en QxR

(x t) <0 sobre 30xR, y ya sabemos que esta propiedad im-
p11ua que e = K Por la afirmacidén (b), existe una constan-
te positiva a(u) tal que a(u)e < u. Por eso vale u(x,t) >0

en QXR. Ademdas, tenemos para (x,t) « 3QxR que

ntx ,t) = 1im u(x+hn,t)-u(x,t) _ 1im u{x+£n!t)

9 hro-o h h+o0-0
< lim a(u)e(x+hn,t) _ q(u) (x,t) e 0. &
h+0-0 h
Observamos que los asertos (a) y (b) del Lema ! valen

en cualquier espacio de Banach E con cono positivo K tal que
K# 0. Designamos con K':= {u* = E*; <u*,u> > 0 ¥u = K} al
cono dual de K y llamamos un elemento u* = E* estrndctamente
pesitivo si y solamente si <u*,u> > 0 para todo u = KN{0}.
Ahora mencionamos un teorema famoso que estid relacionado con
los nombres de Krein y Rutman. Una demostracidon detallada

se encuentra en |4, Theorem 19.3, 19.5].

TEOREMA DE KREIN-RUTMAN. Sean E un espacio de Banach

y K un cono en E con % # B. Supongamos que el operador T:E » E

es €ineal, compacto y fuentemente positivo, es decdn

T:X~{0} » %. Entonces tenemos Los sdguientes aserntos:

(a) el nadio espectral r(T) = iig ITkII”k es positivo.

(b) My = r(T) es valor propio simple de T. u  tiene vector
propio v, = KXN{0}. M, @8 el dnico valon propco de T
con vector propio en KN{0}.

(c) u, es valon pnoa{o simple de T* y a g cornesponde un
vecton propio v o estrdictamente posditivo. A



En lo que sigue aplicaremos el teorema de Krein-Rut-
man siempre al operador T = (L +AOJ)‘1(M+J). Ya lo vimos en
ia demostracion de (8) que (L +)OJ)‘](M4J) manda K N {0} a
K. Con esta escogencia de T nos resulta inmediatamente:

Q

moo= 1/A vV, = cru, = K para cierto ¢ > 0. (9)

Demostracion del principio del anti-miximo.

LEMA 3. L-AM:E -~ F ¢4 operador de Fredhodm de indice
0 4 La imagen R(L-AM) es cerrada para todo A = R.

Prueba. Ya que L:E + F es un isomorfismo topolégico,
L es un operador de Fredholm de indice (0. Se sabe que L-AM,
como perturbacidn compacta de L, también es un operador de
Fredholm del mismo indice. Por un teorema de Kato, la ima-

gen de un operador de Fredholm es cerrada. A

LEMA 4. a) dim Ker(L-A M) = codim R(L-A M) = 1 4
b) F = span{Lu } & R(L-A_M).

Demostracidén. La primera afirmacién es obvia por (3)
v el Lema 3. Para el segundo aserto basta verificar que
luo ¢.R(L~X M). Si fuera (L—AOM)w = Lu, para algin w = E,

entonues serla (u I-L 1M)w = U Uy, lo que implicaria

(uol I~ M) w = uo(uoI L~ M)u = 0; es decir,
w e ker(uol—L"1M)2 = ker(u 1I- L-TM) por (3). Asi serfayu u =0
lo que es una contradiccidn. A

LEMA 5. <v*,(L+AoJ)'1Lu0 > # 0 y cada f = F se descom-

pone undfvocamente en f = aLuO+f1, donde f1 e R(L~XOM),

<v*,(L+AOJ)']f>
-1
,(L+AOJ) Luo>

Ademds o # 0 para f « Kp\ {0}
Prueba. la descomposicidén Gnica sale del lema 4. Para
f, = R(L-A M) existe w = E tal que £, = (L-AOM)w = [(L+xOJ)
A (M*J)] Por eso ohtenem0> (L+A I) = (I-AOT)W. Apli-
dndo el vector propio v de T a esta 1dentidad nos da
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- *
,(L+AOJ) ]f1> = <v*,w—x Tw> = <v*,w>-xo<v*,Tw> = <V ,wW>

- AO<T*V* w> = <y w- Xo<u, v¥ w> = 0. Ya que (L+¥)gJ) f =
a(L+A J) 1Lu +(L+k J) 1f recibimos <v*,(L+X J-1£> =
a<v ,(L+X 0J)’ 1Lu >. Esta ﬁltlma relacién nos prueba el lema
puesto que (L+A J)‘] K N{0} - K A

Mencionamos ahora otra consecuencia del Lema 4. A la su
ma directa topoldgica F = span{Luo} ® R(L‘AOM) corresponden
dos proyecciones continuas candnicas P:F - span{Luo} y
Q I-P:F -+ R(L-XOM) tales que I = P& Q.

LEMA 6. Supongamos que para f =F y ]A-Aol < 8
u=u()) « E s0on s0luciones de Lu-AMu = f. Por el Lema 4
exsste para todo A\ = (Xo-do,xo+60) una dnica nepresentacidn

Lu = 8, Lu_ *+u;(}) (10)
donde
8, =R, u;(0) & R(L-x M.
Podemos probar que QXLAth constantes Y = Yo(f) >0 y 0 <
§; < 8, tates que |L u (A)l s Y, pa1a todo iX~AO| < 8y
Demostracion., Observando que Muo = 1/>\0 nos sale de (10):

o -1
Mu = BAMuo +ML Tu,(A) = 1/X08X Lug+ ML "u,(})

- Ao-A A vy -1
(AO-X)Mu = —7;—~BALUO + (,O-X)iL ul(k).

Sustituyendo estos términos en f = Lu-AMu = Lu°AoMu+(AO~Mhm,
y aplicando (10) y el Lema 5, obtenemos

A=A
= o}
BXLUO~+U1(A)-BALuO»AOML u](x)+<f§;—>BALuo

AMu + f
6] 1

«1
+ O IML uy ()

. xo-x .
u ) -A M uy () + 8, Lu, + O -ML ™ 'u; ()

(L-X \ﬂL u ()\)+ 8 Lu "'()\ -A)PML u M

+ ()L, ().
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Por el Lema 4, esta identidad es equivalente a las dos ecua-
ciones

__.._.,._ e _] =
: By Lu  + (A -A)PML ™ u () = alug, (1)

_ i gy -1
(L-AMIL uy () + (A -)QML Tuy (A) = f, (12)
para |A-)O{ 28

Para g4 E'R(L“\OM) existe w € E tal que Lw-a Mw = g,

y por el Lema 4 tenemos la unica descomposiciodn

Lw = SLUO +w Re R, w, = R(L-'\OM) .

1* 1

Poniendo X = i, en (12) conseguimos (L-XOM)LWW1 = g2q- Por

eso, (L—XOM)L"‘:R(L-XOM) > R(L—XOM) es sobreyectivo. S1 tam-
bién fuera (L~AOM)L_1VI

= 21, podriamos concluir que
(L'AOM)L_1(V1-WI) = 0 v por (3) cu, = L'|(v1~w1); es decir,

V,-w, = cLuO = span{Luo} ﬂR(L-XOM) = {0}. Por consiguiente,

[ 1

(L-A ML
el espacio de Banach R(L-AOM) con la norma ﬂ-ﬂF. Por las

:R(L—XOM) - R(L-AOM) es una biveccidn continua en

consideraciones previas y el teorema de la aplicacién abier-
ta, el operador (L—XOM)L—1:R(L-XOM) - R(L—AOM) es un 1SOomorT-
firmo topolégico. Un teorema bien conocido del andlisis fun-
cional nos garantiza la existencia de un 61 > 0 tal que
(L-)\OM)L~1 +(AO-A)QML_1:R(L—\OM) = R(L—XOM) es un isomorfis-
mo topolégico para todo |X-A_ | < §,. Aplicar este aserto a
(12), nos da la existancia de una constante y = ?(f1) > 0,

tal -que J|u1(l)ﬂF < vy para todo [r-x | € §,. A

Ahora vamos a terminar la demostracidn de nuestro teo-
rema del anti-maximo. Ya que AOPML-]u1(A) = n)‘Lu0 con nume -
ros reales apropiados N = R, podemos concluir, por la con-

tinuidad de PM y por el Lema 6, que

IAoPML Tuy OO I g

In, | = < H para todo [A-A_ [ < 8.

"LUOHF

Escribiendo (11) en la forma:



B\ Luy = [ar /(A -M)]Lu -n Lu_
podemos deducir

By = (uxo)/(xo-x)-nk , para 0 < IA-RO! S (13)

o -
Por ser u, = K, y usando los Lemas 2 y o, obtenemos ﬂ,]u](h

€ yyu,, para todo 0 < |A-Xo] < 8,; es decir,
- = -1

(BX Yo)u0 < u(x) Bxuo +L u1(l) < (BA +Yo)u0 (14)

para 0 < lx-xol € 8,. Si fuera a < 0, entonces_%fm By = "
+A,-0
por (13), y la funcidén u = u()) serfa negativa pé%a A < Ao’
Xo - X suficientemente pequeno, lo que seria una contradic-
cidén con la propiedad (5). Por lo tanto, tenemos o > 0 y
) < A & = § > 1 2

BA B Y oy 0, paraoAo < A s +5, 6 §(f) 0 apr?plado.

Puesto que u, = K, tenemos, por (14) que -u()) « K para

xo < A < A0+ §. Aplicando el Gltimo aserto del Lema 2, se

obtiene el resultado deseado.

Notas.

(1) Una modificacidn obvia de la demostracidn anterior mues
tra también que, para 0 < |A~A0[ < 81, existe una Gnica so-
lucidén u = u(A) € E de (L-XM)u = f, para cualquier f = F,

Pero un tal resultado no seria nada nuevo. En efecto, el es-

]M:E + E es discreto.

pectro del operador compacto L~
(ii) Sea f = KF\\{O}, (x,t) un punto fijado en QxR y

u = u(r)  E la Gnica solucidén de (L-AM)u = f, para 0 <
[A»AOJ < 6]. Acercdndose a xo, la solucidn u(x,t) se com-
porta asintdéticamente como 1/(AO-A) en virtud de la identi-
dad en (14).

(iii) En general, la constante § = §(f) > 0 en nuestro prin-

cipio del anti-mdximo depende de f; véase [3].

82



BIBLIOGRAFIA

[1] Beltramo, A., Hess, P., On the principal eigenvalue of
a perdodic-parabolic openaton. Comm. Part. D.
Equ. 9, (1984) 919-941.

[2] Castro, A:, Lazer, A.C., Results on periodic solutions
0f parabolic equations suggested by elliptic
theony. Bull. U.M.J. 6, 1-B (1982) 1089-1104.

[3] Clément, Ph., Peletier, L.A., An anti- maximun prineiple
for esecund onder elliptic operatons. J. Diff.
Equ. 34, (1979) 218-229,.

[4] Deimling, K., Nonlinear functional anafysis. Springer-
Verlag (1985).

[S] Hess, P., An anti-maximum principle forn Linear elliptic

equations with an indefinite weight function. J.

Diff. Equ. 41, (1981) 369-374.

[6] Protter, M., Weinberger, H., Maximum principles in dif-
ferential equations. Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, N.J., (1967).

Schleinkofer, G., Paincdipic inversc del mlximo para
ecuaccones parabvbdlicas perdédicas. Rev. Colombia-
na de Mat. (1986). Vol. XX (1986), 39-50.

~

,.‘__
el

Fachbereich Mathematik
Johannes Gutenberg-Universitit
D-6500 Mainz

Repiblica Federal de ALemania.

{Recibido en agosto de 1986).

85



