
Re.v -<A ta. Co lomb.<.a.1'Ul de. MaX ema.uctU
Vol. XXI (1987), pag6. 95-106

LOS M3-RETICULADOS

par

Alda FIGALLO

Resumen: En este trabajo iniciamos el estudio de una cla-
se de reticulados distributivos, estrechamente relacionada
can la clase de las algebras de Lukasiewicz trivalentes, cuya
cous i.deraci Sn fue sugerida por A. Monteiro [2J, [6], [7J, [8J.
La mo t Lvac i Sn para su estudio se encuentra en la t eoria de
ciertos c ircu i t os elec t ri cos . (vease Valentinuzzi [10J).

§l. Oefiniciones preli.inares y prapiedades.

1.1. DEFINICION. Un algebra A = (A,II,V,t1,'\,) de tipo

(2,2,"1,1) s e dice un M3-reticulado, si para todo x,y,z EO: A

se verifican los siguientes axiomas:

Al) x II (x II y) = x
A2) x x Iy v z ) (zlIx)v(yllx)

A3) x = '\,'\,x

A4) x = L\xv'\,(x v vx )

AS) tsx = tsx v <tsx
A6) L\(x v vx ) x v'\,x

A7) li(xII'\,x) li(YII'\,Y)

A8) li(xvy) = lixvliy
A9) (x II y) V'\,(x II y) = (x v vx) II (y V -vy ) .

COmo es habitual, un M3--reticulado A sera denotado sim-
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plemente por el conjunto A.
Si adoptamos la notaci6n:

A') 'ilx= x v r-»:

entonees los axiomas A4), A6) Y A9) pueden escribirse bajo
la forma:
A '4)

A'6)
A' 9)

x = t:.xv'\,'ilx
t:.'ilx = IJx

IJ(XIIY) IJx IIlJy

Por Al) Y A2), teniendo en euenta un resultado de M.
Sholander [9], podemos afirmar que (A,II,V) es un reticulado
distributivo. Con ~ representamos el orden asociado a dicho
reticulado distributivo.

Demostraremos que los axiomas Al)-A9) son independien-
tes, para ella consideremos los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 1. Sea A = {0,1} Y consideremos sobre A las
cuatro operaciones siguientes:
1) xllY = 0 para todo x,ye:.A
2) ,\,x= x , ts»: = x para todo x e:.A
3) la operaei6n vestA definida por medio de la tabla

v 0
o 0
1 1

Los axiomas A2)-A9) son vAlidos, en tanto que Al) no
se verifica pues: 111(1 vl) = 1 III = 0 fl.

EJEMPLO 2. Sea A
dada por las tablas

{0,1} Y '\"t:., II,v las operaeiones

X -vx t:.x o
o
1

o
1

o
o

o
1 tttt-01

1 0 0
1 1 1

o 1
1 0

Entonees los axiomas Al), A3)-A9) son validos en tan-
to que AZ) no 10 es pues: 1 II(1 v 0) = 1 II1 = 1 Y
(Olll)v(1111) = Ovl =0.
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EJEMPLO 3~ Sea A el retieulado distributivo euyo dia-
grama de Hasse es el indieado en la Figura 1, y supongamos:
1) ts»: = x para todo x e::A, 2) 'VX = 0 para todo x e: A. En-
tonees los axiomas AI), A2), A4)-A9), son validos, perc A3)
no se verifiea, pues 'V'V1 = 'VO f 1.

EJEMPLO 4. Sea A el retieulado distributi.vo euyo dia-
grama de Hasse es el indieado en la Figura 2 y 'V,6.las ope-
raeiones definidas por las tablas

X 'Vx -/1 x
0 0 0
a 1 0
b e 0
e b 1
1 a 1

Los axiomas A1)-A3), AS)-A9) son validos, en tanto que
A4) no vale, pues 6.bv'V(bv'Vb) = Ova = a F b.

EJEMPLO 5. Sea A el retieulado distributivo indieado
en el ejemplo 3 y 'V,6.las operaeiones definidas por las ta-
bIas

010
1 0 1

X 'Vx 6.x

Los axiomas A1)-A4), A6)-A9) son validos, pero AS) no
se verifiea, visto que 6.0v 'V6.0 =Ov1 = 1 F O.

EJEMPLO 6. Sea A el retieulado distributivo indieado en
el ej emplo 3 y pongamos: 1) vx = x para todo x e: A, 2) 6.x= 0
para todo x e: A. Entonees los axiomas A1)-AS), A7)-A9) se ve-
rifiean perc A6) no es vaLi do , pues 6.(1v'V1) = 0 Y 1 v'V1 =
1vO=1.

EJEMPLO 7. Sea A el retieulado distributivo indieado en
el ejemplo 3 y supongamos: 1) 'Vx = x para todo x e::A,
2) 6x =x para todo x e:: A. Entonees A1)-A6), A8) Y A9) son
v aLi do s , perc A7) no 10 es pues 6.(1/1'V1) = 1/11 = 1 Y
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tl(OA"-'O) = OAO = O.

EJEMPLO 8. Sea A el reticuladc distributivo indicado
en el ejemplo 4 Y "-',tllas operaciones definidas por las ta-
bIas

x I "-'x tlx
0 0 0
a c 0
b 1 0
c a c
1 b 1

Los axiomas Al)-A7), A9) son validos en tanto que A8)
no se verifica pues: tl(bv c) = tll = 1 Y tlbv tsc = 0 v c = c.

EJEMPLO 9. Sea A el reticulado distributivo cuyo dia-
grama de Hasse es el indicado en la figura 3 y "-',tllas ope-
raciones definidas por las tablas

x "-'x tlx
o
1
c
b
a

o
o
o
c
1

o
a
b
c
1

Los axiomas Al)-A8) se verifican perc A9) no vale,
pues (aAb) v"-'(aAb) = a v -va = avl = 1 Y (a v va) A (b v vb )

I II (b v c) = c.

b c
c

b

a

o

Ei.qura 1 Figum 2 Figura J Figura 4

A continuaci6n indicamos el ejemplo mas sencillo de
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M3-reticulado que no es un algebra de Boole, y que juega un
papel importante en esta teorla.

EJEMPLO 10. Sea T = {0,~,1} el reticulado distributi-
vo cuyo diagra de Hasse es el indicado en la Figura 4 y ~,
~ las operaciones definidas por las tab las

x ~x /1x
000
~ 1 0
1 ~ 1

Las propiedades siguientes pueden ser derivadas direc-
tamente de los axiomas.

1.2. LEMA. En to do M3-~etieulado A valen la~ ~iguien-
.te.~p~opieda.de~:

A 10)
All)

A 12)
A13)
A 14)

A 15)

A16)
A 17)

AlB)

A 19)

A20)

A21)
A22)

A23)
A24)

/1x ~ x

x ~ 'iJx
~x ~ 'Vx

~'iJx .:S x

'iJ'iJx 'iJx

'iJ~x 'iJx
/1(x 1\ vx) 0
/1~'iJx = 0
/1/1x=. /1x
'Vx tsx. v tsvx

~O 0

u el ptU.me~ eleme.nto del ~e;Ueulado (A, 1\ , v)

Si x ~ y e.ntonc U /1x .:S /1y
Si x § y entonc.e.4 'iJx.:S 'iJy
'iJ/1x = /1x
/1~'iJx = O.

1.3. DEFINICION. Si A es un M3-reticulado, entonces:
1) a ~ A se dice inva.~ia.n.te si cumple 'iJa= a. 2) Si X ~ A,
con K(X) representamos al conjunto f'iJx: x ~ X}.

1.4. LEMA. En .todo M3-~e.tic.ula.do A ~e ve~i6ic.a;
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1 ) b ~ K(A) .6i. Ij .66to .6i. .6e ve~i.6i.ea b t.b.

2) Si. x,y ~ K(A) en-tonee.6 XllyE K(A).

3) Si. x,y e::: K(A) en-to nc e.6 x v y &: K(A) .
4) Si. x £: K(A) e.n-t0 nc e.6 t.x E K(A).
5) Si. x ~ K(A) en-to nc e.6 'Ix E: K(A) .

6) 0 c: K(A)

Finalmente indicamos otras reglas de calculo necesa-

rias para 10 que sigue:

1.5. LEMA. En -todo M3-~eti.eutado A vaien ia.6 .6i.gui.en-
tel.> p~opi.edadeJ.>:

A25)

A26)

A27)

'I (x v y) = 'Ix v '1y

lI(x II y) = lIx II lIy

(P~i.nei.pi.o di dete~mi.naei.6nJ Si. lIx

entonee.6 x = y.
Si. lIx ~ lIy, 'Ix ~ '1y entonee.6 x ~ y

"'(x v y) ~ "'x v ruy

lIy Ij 'Ix '1Y

A28)

A29)

Demostracion. Probaremos solamente A26), A27) Y A29).

A26) Teniendo en cuenta A'4) podemos escribir:

(1) x = lIx v vv x , (2) y = lIy vru'ly. De (1) y (2): (3) x II Y =
(lIx II z y) v (lIx II ru'ly) v (z y II rulJx) v (ru'lx II ru'lY). De (3) Y A8):
(4) 1I(x II y) = 1I(lIx II z y) v 1I(lIx II ru'ly) v 1I(lly II ru'lx)v 1I(ru'lx II rully).

Par otra parte como lIx II ru'ly < ru'ly, teniendo en cuenta A21)

Y AZ4) podemos afirmar que vale: (5) lI(lIx II ru'ly) = O. En for-

ma an a l o g a se prueba que: (6) lI(lIyllru'lx) = 0, (7) lI(ru'lxllru'ly)

= O. Adema s por A18) y 1.4.2): (8) lI(Lxlllly) = tsx s tv«, A26)

es consecuencia de (4), (5), (6), (7) Y (8).
A27) Aplicando sucesivamente A'4), A8), A25), las hi-

po t e s i s y A' 4), podemos escribir: x v y = 1I(x v y) v ru'l (x v y)

= ts»: v lIy v ru('Ix v'ly) = lIx »v x. = x , 1uego (i) y ~ x, en forma

analoga se prueba (ii) x ~ y.
A29) De A'4) y A25): (xvy) vru(xvy) = x v vx v v v vv >

(x v y) v (rvx v ruy), de donde obtenemos, par A1) Y A2) :
(1) ru(x v y) = ((x v y) v (rux v ruy)) v ru(x v y) = ((x v y) v <(x v y))

v ((rux v ruY)lIru(x v y)). Teniendo en cuenta (1), A8), A26) Y
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A16): (2) ti'V(x v y) = ti((xvy) 'V(x V y)) V (ti('VXV'VY) A ti'V(X V y))

= ti( 'V X V'VY) 1\ ti'V(X V y). De (3): (4) ti'V(x v y) ~ ti('Vx V 'VY). Por
otra parte de A15) y A25): (5) tJ'V(x v y) = vr x v y) = tJx v sv
= tJ'VxvtJ"vy = tJ('Vx v'Vy). De (4), (5) Y A28) resulta A29).

§2. n-ideales. En 10 que sigue las nociones de homomorfismo,
subalgebras, algebras simples, etc., son las dadas usualmen-
te en el sentido del algebra universal. Recordemos que si A
es un reticulado d i st r ibut i vo con primer elemento 0, un ideal
N es un subconjunto de A con las propiedades siguientes:
Nl) 0 E: N, N2) Si x,y E: N entonces x v y e: N, N3) Si x E: N,

Y ~ x entonces y E: N.

2.1. DEFINICION. Un n-ideai de un M3-reticulado A es
un ideal N de A que veri fica N4) Si x E: N entonces "vX E N.

Observemos que la condici6n N4) de 2.1. es equivalente
a la condici6n: (N'4) Si x E N entonces Vx E N. Diremos que
un n v i deal es pltimo, iltlteduc.ibie 0 c.ompie.tamen.te iltlteduc.ibie,
si es un ideal primo, irreducible a completamente irreduci-
ble respectivamente.

Si A es un M3-reticulado y X ~ A representaremos con
I.G. (X) y,N.G.(X) al ideal y al n-ideal generados por X res-
pectivamente.

2.2.. LEMA. N.G.(X) = I.G.(K(X)).

2.3. LEMA. Si N es Ult n-ideai de A IJ X = N U {a} elt.tolt-

c es N.G. (X}: = {z e:: A: exL6.te u E: N que. ve.ltiMc.a z ~ tJ (u va)}.

2.4. LEMA. Si A e..6 Ult ·M3-Ite.tic.uiado IJ N S A, e.1t.t0 11C. e.6

ia.6 .6iguie.lt.t e..6 c.oltdic.iolte..6 .601t e.quivaie.It.te..6:

1) N e.6 Ult n-ideai p/timo.

2) N e.6 Ult n-ideai ilt/teduc.ibie.

2.5. DEFINICION. Un n-ideal C se dice iigado ai e.!.emel1-

.to x si verifica:
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1) x tI: c
2) Si N es un n-ideal que contiene a C y N 1 C entonces

x -= N.

2.6. LEMA. Todo n-~deal l~gado a algun efemen~o e~
c.ompfuamente DtJteduc.~bfe.

2.7. LEMA. Todo n-~deaf PJtop~o de un M3-Jtet~c.ufado ~
~nteJt~ec.c.~6n de n-~deale~ pJt~mo~.

2.8. TEOREMA. (De la semi-simplicidad). Sea A un M3-
Jtet~c.ufado tj E(A) = {M s;; A : M e~ n-~deal PJt~o} ef e~pec.~Jto
pJt~mo de A, entonc.e~ n {M: M -= E(A)} = {OJ.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Lema
2.7 y del hecho que {OJ es un n-ideal. ,

Finalmente dames una caracterizacion de los n-ideales
primos.

2.9. TEOREMA. Sea A un M3-Jtet~c.ulado tj M s;; A. M e~ un
n-~deaf pJt~mo de A ~i tj ~6lo ¢~ ex~~te un ideal pJtimo I de
A que veJt~6ic.a: M = In'UI (donde '1..1= {'Ux:x e:: I}).

Iiemo e tn-ac ion , Si M es un n-ideal primo entonces M

M n '\,M con M ideal primo. Reciprocamente, supongamos que I

es uri ideal primo que verifica M = In '1..1y probemos:
1) Si x,y e: M entonces x v y e:: M. De las h ipo t esi s tenemos:
( 1) x e:: I, (2) 'Ux -= I, (3) Y -= I, (4) -v -= 1. De (1), (3)

yN2): (5) xvy lL1. De (2), (4) yN2): (6) 'Uxv'Uy e::1. De
(6), A29) Y N3): (7) 'U(x v y) -= 1. De (7), A3) Y (5): xvye::M.

Z) Si (1) x e:: M y (2) u ~ x , entonces u E: M. De (1): (3)

x e:: I y (4) -vx Ei: 1. De (3), (4), N2) Y A'): (5) 'Jx -= 1. De
(5), (2), A22) Y N3): (6) 'JlJ E: 1. Por otra parte, de (6) y

teniendo en cuenta A12) resulta: (7) 'UlJ E: I, Y como por (2)

(3) Y N3): (8) u Ei: I, de (7) y (8) tenemos que lJ -= M.
3) Si x e:: M entonces 'Ux e: M. Es consecuencia de la hip6te-
sis y A3).
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4) Si a II b e:M entonces 6 a e:M 6 b -= M. De la hip6tesis,
como M es n-ideal y teniendo en cuenta A'9) y N'4):
Va II Vb e:: M, luego (2) Va II Vb e: 1. Como I es primo, de (2):
(3) Va e: 16 (4) Vb e:: I. Supongamos que vale (3), entonces:
(5) '\,Ila&::'\,1.Por otra parte de (3), N3) Y A13): (6)'\,Vae:I.
De (5) y (6): (7) »« e:M. De (7), N3) Y All): a e: M.

§3. "3-reticulados simples y teorema de representaci6n. El
M3-reticulado T indicado en ·el ejemplo 10 es simple y mos-
traremos en 3.3 que, salvo isomorfismos, §ste es .el Gnico
M3-reticulado simple.

3.1. LEMA. Si A ec un M3-~etieufado eon mac de un efe-
menta y h:A ~ T e6 un homomo~6icmo no t~iviaf, entonce6
N(h) = h-1CO) ec un n-ideaf p~imo de A. Ree£p~oeamente, ci
M e6 un n-ideaf p~imo de A y de6inimo6:

{
0 ci xe: ~'l

hM(x) ~ 6i X e:: {x ¢. M : !:,xe:M} M1~
ci x e:A-(MUM,) = M1~

entonce.-6hlvl:A.. T e.6'un e.pimo~6icmo y N(hM) = M.
La demostraci6n de 3.1 es larga perc computacional y

es consecuencia de A26), A10), A8), A18), A3), A19), All),
A16) Y A6).

3.2. LEMA. Si A e.6 un M3-~e.tieufado cimpfe, ef unieo
n-ideaf p~imo de A e6 {a}.

Demo8t~aci6n. Es consecuencia de 3.1.

3.3. TEOREMA. Si A ec un M3-~etieufado 6impfe entonee6
e6 icomo~6o a T.

Si E es un conjunto no vacio y A es un M3-reticulado,
entonces AE denota el M3-reticulado de todas las funciones
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de E en A, donde las operaciones est~n definidas punta par
punta.

3.4. TEOREMA. (de representaci6n). Vado un M3-~e~i~u-
lado A no t~ivial, exi4~e un ~onjunto no va~~o E ~al que A
e~ i~omo~6o a un M3-4ub~e~i~ulado de TE.

Indiquemos la demostracion de 3.4 en sus lineas gene-
rales: Sea E = E(A) el espectro primo de A y consideremos
el M3-reticulado TE, entonces la ap li cac ion que a cada .fc=A
Ie hace corresponde la funcfon F ~ TEdefinida porIa f6rmu-
la F(M) = hM(f), donde hM es la funci6n definida en 3.1, es
un homomorfismo de A sabre un M3-reticulado de TE. La inyec-
tividad de esta funcion es consecuencia del Teorema 2.8.
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