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LOS Mz-RETICULADOS

por

Aldo FIGALLO

Resumen: En este trabajo iniciamos el estudio de una cla-
se de reticulados distributivos, estrechamente relacionada
con la clase de las algebras de Lukasiewicz trivalentes, cuya
consideracidn fue sugerida por A. Monteiro [2], [6], [7], (8]
La motivacidn para su estudio se encuentra en la teoria de
ciertos circuitos elédctricos. (véase Valentinuzzi [10]).

§1. Definiciones preliminares y propiedades.

1.1. DEFINICION. Un dlgebra A = (A,A,v,A,Vv) de tipo
(2,2,1,1) se dice un Ms—reticulado, si para todo x,y,z = A
se verifican los siguientes axiomas:

A1) xA(xay) =X

A2) xaA(yvz) (zAx)v(yax)

A3) x = nvx

Ad4) x Axvoy(x v vx)

AS) Ax = Ax v VAX

A6) A(Xx vux) = X VX

A7) A(xanx) = A(y aAvy)

A8) A(xvy) = Ax v Ay

A9)  (xay) va(xay) = (xvx)a(yvwy).

]

Como es habitual, un Ms—reticulado A sera denotado sim-
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plemente por el conjunto A.

Si adoptamos la notacidn:
A') Vx = X vnXx

entonces los axiomas A4), A6) y A9) pueden escribirse bajo

la forma:

A'4) x = Ax vAVx
A'6) AVx = Vx
A'9) V(xAy) = UxaAVy

Por A1) y A2), teniendo en cuenta un resultado de M.
Sholander [9], podemos afirmar que (A,a,v) es un reticulado
distributivo. Con g representamos el orden asociado a dicho

reticulado distributivo.
Demostraremos que los axiomas A1)-A9) son independien-

tes, para ello consideremos los siguilentes ejemplos.

EJEMPLO 1. Sea A = {0,1} y consideremos sobre A las

cuatro operaciones siguientes:

1) xay = 0 para todo x,y A
2) ~x = x, Ax = x para todo x = A
3) la operacidén v estd definida por medio de la tabla

v 1

0
0} 01
111

Los axiomas A2)-A9) son vialidos, en tanto que Al) no

se verifica pues: 1 A(1v1) = 1A1T =0 # 1.

EJEMPLO 2. Sea A = {0,1} y ~,A,A,v las operaciones
dada por las tablas

X |ux | AX A 0 1 v 0 1
0 1 0 0f 0 O 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1 1

Entonces los axiomas Al), A3)-A9) son validos en tan-
to que A2) no lo es pues: 1T A(Tv0) = 1A1 =11y
(0OAT) v (T AT) =0vi1 = 0.
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EJEMPLO 3. Sea A el reticulado distributivo cuyo dia-
grama de Hasse es el indicado en la Figura 1, y supongamos:
1) Ax = x para todo x « A, 2) vx = 0 para todo x « A. En-
tonces los axiomas A1), A2), A4)-A9), son vdlidos, pero A3)
no se verifica, pues vvl = 0 # 1.

EJEMPLO 4. Sea A el reticulado distributivo cuyo dia-
grama de Hasse es el indicado en la Figura 2 y ~,A las ope-

raciones definidas por las tablas

x | vx]| Ax
0 0 0
a 1 0
b ¢ 0
C b 1
1 a 1

Los axiomas A1)-A3), AS5)-A9) son validos, en tanto que

A4) no vale, pues Abv~n(bvab) = Ova = a # b.

EJEMPLO 5. Sea A el reticulado distributivo indicado
en el ejemplo 3 y ~,A las operaciones definidas por las ta-
blas

x | x| Ax
0 1 0
1 0 1

Los axiomas A1) -A4), A6)-A9) son vilidos, pero A5) no

se verifica, visto que A0 v~AOD = Ov 1 = 1 # 0.

EJEMPLO 6. Sea A el reticulado distributivo indicado en
el ejemplo 3 y pongamos: 1) vx = X para todo x = A, 2) Ax=0
para todo x « A. Entonces los axiomas A1)-A5), A7)-A9) se ve-
rifican pero A6) no es vdlido, pues A(Tv~n1) = 0y Tyl =
1Tv0 = 1.

EJEMPLO 7. Sea A el reticulado distributivo indicado en
el ejemplo 3 y supongamos: 1) wvx = X para todo x €A,
2) Ax = x para todo x = A. Entonces A1)-A6), A8) y A9) son
vilidos, pero A7) no lo es pues 4(] Anvl) = 1A1 =1y
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A(0O ANO) = 0A0 = 0.

EJEMPLO 8. Sea A el reticuladc distributivo indicado
en el ejemplo 4 y ~,A las operaciones definidas por las ta-
blas

Los axiomas A1)-A7), A9) son vidlidos en tanto que A8)

no se verifica pues: A(bvc) = A1 =1 y AbvAc = 0vc =c

EJEMPLO 9. Sea A el reticulado distributivo cuyo dia-
grama de Hasse es el indicado en la figura 3 y ~,A las ope-

raciones definidas por las tablas

Los axiomas A1)-A8) se verifican pero A9) no vale,
pues (aAb) vyv(aab) = avrna =avl =1y (av~va)a (bvnb)
= I A(bvc) = c.

1 C
I b C
0 b 4
a
4 0
0
Pigura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

A continuacidn indicamos el ejemplo mds sencillo de
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Ms-reticulado que no es un dlgebra de Boole, y que juega un
papel importante en esta teoria.

BJEMPLO 10. Sea T = {0,%,1} el reticulado distributi-
vo cuyo diagra de Hasse es el indicado en la Figura 4 y n,
A las operaciones definidas por las tablas

0

Las propiedades siguientes pueden ser derivadas direc-
tamente de los axiomas.

1.2. LEMA. En todo M3z-neticulade A valen fas siguden-
tes propiedades:

A10)  Ax
A11) x € Vx

A12) ~vx € Vx

A13) ~Vx € X

A14) VUx = Vx

A15) Vax = VUx

A16) A(xA~vx) = 0 es el primer elemento del reticulado (A,A,V)
A17) AvwWx = 0

A18) AAx = Ax

N
>

A19) Vx = Ax Vv Avx

A20) ~0 =0

A21) Si{ x € y entonces AX < Ay
A22) Si x € y entonces Vx < Vy

A23) VAx = Ax
A24) AvIx = 0.

1.3. DEFINICION. Si A es un Ms-reticulado, entonces:
1) a « A se dice {nvariante si cumple Va = a. 2) Si X €A,

con K(X) representamos al conjunto {Vx :x « X}.

1.4. LEMA. En todo M3-neticu£ado A se verdigicai
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1) b e« K(A) 64 y 8680 84 se verifica b = Ab.
2) Si x,y « K(A) entonces xAye K(A).

3) S{ x,y € K(A) entonces xvy « K(A).

4) Si x € K(A) entonces Ax « K(A).

5) Si x €K(A) entonces Vx e K(A).

6) 0 « K(A)

Finalmente indicamos otras reglas de cdlculo necesa-

rias para lo que sigue:

1.5. LEMA. En todo Mz-reticufado A valen Las siguien-
tes propiedades:

A25) V(xvy) VX v Vy

A26) A(xAYy) Ax A Ay

A27) (Principio de deteaminacibn) Si Ax = Ay y Ux = Vy
entonces x = y.

A28) Si Ax < Ay, Vx € Vy entonces X <y

A29) A~(xvVvy) € vx vVvy

Demostracién. Probaremos solamente A26), A27) y A29).

A26) Teniendo en cuenta A'4) podemos escribir:

(1) x = Axvavx, (2) y = Ayv~Vy. De (1) y (2): (3) xAay=
(Ax A AY) v (AX AATY) v (Ay AnUX) v (WX ANVy). De (3) y A8):
(4) A(xAy) = A(AX AAY) vA(AX ANTY) v A(AY ANTXIVA(VIX A VAY).
Por otra parte como AXAAVy < Vy, teniendo en cuenta A21)
y A24) podemos afirmar que vale: (5) A(AxA~Vy) = 0. En for
ma anidloga se prueba que: (6) A(Ay A~Vx) = 0, (7) A(WxAAVY)
= 0. Ademds por A18) y 1.4. 2): (8) A(&xA Ay) = Ax AAy. AZ6)
es consecuencia de (4), (5), (6), (7) y (8).

A27) Aplicando sucesivamente A'4), A8), A25), las hi-
pétesis y A'4), podemos escribir: xvy = A(xvy) vV (xvy)
= Ax vAy vA(Vx vVy) = Ax vWx = x, luego (i) y < x, en forma
analoga se prueba (ii) x < vy.

A29) De A'4) y A25): (xVvy) va(xvy) = XVAXVYyVVy =
(x vy) v (vx vvy), de donde obtenemos, por Al) y AZ):

(1) v(xvy) = ((xvy) v (vxvey)) va(xvy) = ((xvy) vdxvy))
v ((vx vuy)av(x vy)). Teniendo en cuenta (1), A8), AZ6) y
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A16): (2) Av(xvy) = A((xvy) ~v(xvy)) v (a(vxvvy) a Av(xvy))
= A(vxvauy)aAv(xvy). De (3): (4) Aav(xvy) <A(vx vay). Por
otra parte de A15) y A25): (5) Vn(xvy) = V(xvy) = VYxv Uy
= VvxvVnvy = V(vx vay). De (4), (5) y A28) resulta A29).

§2. n-ideales. En lo que sigue las nociones de homomorfismo,
subalgebras, dlgebras simples, etc., son las dadas usualmen-
te en el sentido del dlgebra universal. Recordemos que si A
es un reticulado distributivo con primer elemento 0, un ideal
N es un subconjunto de A con las propiedades siguientes:

N1) 0 = N, N2) Si x,y « N entonces xvy N, N3) Si x « N,

Yy £ X entonces y « N.

2.1. DEFINICION. Un n-<{deaf de un Mz-reticulado A es
un ideal N de A que verifica N4) Si x « N entonces vx « N.

Observemos que la condicidn N4) de 2.1. es equivalente
a la condicidn: (N'4) Si x = N entonces Vx € N. Diremos que
un n-ideal es padimo, Lrnreducible o completamente Lnreducible,
" si es un ideal primo, irreducible o completamente irreduci-
ble respectivamente.

Si A es un Mz-reticulado y X € A representaremos con
I.G.(X) y N.G.(X) al ideal y al n-ideal generados por X res-

pectivamente.

2.2. LEMA. N.G.(X) = I.G.(K(X)).

2.3. LEMA. S{ N es un n-ideal de A y X = NU{al}l enton-
ces N.G.(X) = {ze« A: existe u « N que verifica z< V(uvakh

2.4. LEMA. S{ A es un Mz-nreticulado y N A, entonces
Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) N es un n-Ldeal primo.
2) N es un n-ideal irneducible.

2.5. DEFINICION. Un n-ideal C se dice £{gado al eflemen-

i ifica:
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1) xé&C
2) Si N es un n-ideal que contiene a C y N # C entonces
X « N.

2.6. LEMA. Todo n-{deal Ligado a algdn elemento es
completamente {nneducible.

2.7. LEMA. Todo n-ideal propio de un Mz-reticulado es
intenseccidn de n-ideales primos.

2.8. TEOREMA. (De la semi-simplicidad). Sea A un Mz-
neticulado y E(A) = {M < A: M es n-ideal primo} el espectro
primo de A, entonces N {M:M «E(A)} = {0}.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Lema
2.7 y del hecho queA{O} es un n-ideal. A

Finalmente damos una caracterizacidén de los n-ideales

primos.

2.9. TEOREMA. Sea A un Mz-reticulado y M o A. M es un
n-{ideal prnimo de A 84 y 56L0 54 existe un Ldeal primo I de
A que verndifica: M = In~nl (donde vI = {vx:x = I}).

Demostracion. Si M es un n-ideal primo entonces M =
MN~M con M ideal primo. Reciprocamente, supongamos que I
es un ideal primo que verifica M = IN~I y probemos:

1) Si x,y €« M entonces x vy « M. De las hipétesis tenemos:
(Y x 1, (2) vx =1, (3) y I, (4) vwvw «I. De (1), (3)

y N2): (5) xvy « 1. De (2), (4) y N2): (6) vxvay «I. De
(6), A29) y N3): (7) ~(xvy) = I. De (7), A3) y (5): xvyeM
2) Si (1) xeMy (2) u € x, entonces u = M. De (1): (3)

x eIy (4) vx<I. De (3), (4), N2) y A'): (5) Vx = I. De
(5), (2), A22) y N3): (6) Vu « I. Por otra parte, de (6) y
teniendo en cuenta A12) resulta: (7) vu €I, y como por (2)
(3) y N3): (8) ne1, de (7) y (8) tenemos que u « M.

3) Si x = M entonces vx « M. Es consecuencia de la hipdte-

sis y A3).
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4) Si aAb M entonces 6 a «eM 6 b &« M. De la hipbtesis,
como M es n-ideal y teniendo en cuenta A'9) y N'4):

VaAVb e M, luego (2) VaaVb « 1. Como I es primo, de (2):
(3) Va 1 6 (4) Vb = 1. Supongamos que vale (3), entonces:
(5) ~Va « vI. Por otra parte de (3), N3) y A13): (6)wa 1.
De (5) y (6): (7) Va e M. De (7), N3) y Al11): a = M.

§3. H3-reticu]ados simples y teorema de representacidn. El
Mz-reticulado T indicado en-el ejemplo 10 es simple y mos-
traremos en 3.3 que, salvo isomorfismos, éste es el Gnico

Mz-reticulado simple.

3.1. LEMA. S{ A es un Mz-netdiculado con mds de un elfe-
mento y h:A > T es un homomongismo no thivial, entonces
N(h) = h'](O) es un n-{deal primoc de A. Reciprocamente, &4
M es un n-Ldeal primo de A y definimos:

0 s4 xe M

[}

hy(x) = L, A4 X € {x & M: Ax = M} M

1T 8 x = A-(M!JM%) = M,

M.

entonces hy:A + T 28 un epimongaismo y N(hy)
La demostracidén de 3.1 es larga pero computacional y

es consecuencia de A26), A10), A8), A18), A3), A19), A1l1),
A16) y A6).

3.2. LEMA. S{ A es un Mz-neticulado simple, el dnico
n-<ideal primo de A es {0}.
Demostracién. Es consecuencia de 3.1.

3.3. TEOREMA. S{ A es un Mz-reticulado simple entonces

es Lsomornfo a T.

Si E es un conjunto no vacio y A es un M3-reticulado,
entonces AE denota el Mz-reticulado de todas las funciones
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de E en A, donde las operaciones estidn definidas punto por

punto.

3.4. TEOREMA. (de representacidn). Dado un Mz-retdicu-
Lado A no trivial, existe un conjunto no vacfo E tal que A
es Lsomonfo a un Mz-subreticulado de TE,

Indiquemos la demostracidn de 3.4 en sus lineas gene-
rales: Sea E = E(A) el espectro primo de A y consideremos
el Mz-reticulado TE, entonces la aplicacidén que a cada f<=A
le hace corresponde la funcidn F = TE definida por la formu-
la F(M) = hM(f), donde hy es la funcidén definida en 3.1, es
un homomorfismo de A sobre un M3-reticu1ado de TE. La inyec-
tividad de esta funcidn es consecuencia del Teorema 2.8.
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