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ZUR ENTWICKLUNG DER KOMPAKTHEITSSCHLUSSWEISEN

von

Klaus Gero KALB*

80. Einleitung. Grundlegende Sdtze der Analysis, die auf
Kompaktheitsschlufweisen beruhen, sind der Satz von der Ex-
tremwertannahme und der Satz von der gleichmdgigen Stetig-
keit (einer stetigen reellwertigen Funktion auf einem ab-
~geschlossenen beschrinkten Intervall). Eine Formulierung
dieser sowie einiger weiterer historisch zu diskutierender
Sdtze finden Sie 1im dem Anhang wunter Numm~rv [D . Eine
einheitliche Behandlung dieser Sdtze - auch in abstrakten
Situationen - erfolgt heute mit dem Uberdeckungssatz, der
im deutschen und angelsdchsischen Sprachraum als ''Satz von
Heine-Borel'", im franzdsischen Sprachraum als "Satz von Bo-
‘rel-Lebesgue'" bezeichnet wird. Dieser Satz wurde aber erst
1894 von Borel (und auch zundchst nur fiir den Spezialfall
abzihlbarer Uberdeckungen) angegeben. Dagegen sind die lbri-
gen Sdtze in die Zeit von 1860-1880 einzuordnen. In diesem
Zusammenhang ist als dltere SchluBweise der der heute meist
als "Satz von Bolzano-Weierstrass'" bezeichnete Auswahlsatz
* Eine Kurzfassung wurde vorgetragen auf der DMV-Tagung 1983 in Koln
(Sektion Geschichte der Mathematik). Die Arbeit beruht auf dem Kapi-

tel "Kompakthei tsschluBweisen'" meiner zweistlindigen Vorlesung
"Geschichte der reellen Analysis" vom SS 1982 und SS 1986.




zu nennen. - Es soll hier versucht werden, die geschicht-
liche Entwicklung dieser Sitze, insbesondere die allmidhli-
che Aufklirung des Zusammenhangs zwischen Auswahlsatz und
Uberdeckungssatz, zu schildern. Hierbei soll schwerpunkt-
mipgig der Fall des euklidischen Raumes behandelt werden,
wihrend auf die etwa ab 1905 erfolgende Abstrahierung der
SchluBweisen im Rahmen der im Entstehen begriffenen mengen-
theoretischen Topologie nur kurz eingegangen werden kann.
Hierzu sei auf die informativen Arbeiten von Jean-Paul Pier

(vgl. Literaturverzeichnis) hingewiesen.

Bevor ich in die Details gehe, eine kurze Bemerkung
liber den Stand der Analysis um 1870: In dieser Zeit erfolg-
te die arithmetische Begriindung der reelen Zahlen durch
Weierstrass, Méray, Cantor und Dedekind. Nach wichtigen An-
sdtzen von Cauchy, Bolzano, Gauf und Abel in den Jahren
1800-1825 fanden die Grundlagen der Analysis ihre endgiil-
tige Ausformulierung in einer zweiten Prdzisionsstufe vor
allem in der Weierstrass'schen Vorlesungen in Berlin ab 1861;
hier spielte zundchst miindliche Uberlieferung eine wesent-
liche Rolle, bis ab 1870 sich Weierstrass' Schuler und an-
dere Mathematiker in Fachaufsdtzen in Crelles Journal und
den jungen Mathematischen Annalen auch mit Grundlagenfra-
gen der Analysis beschiftigten. Wesentlich fiir die Verbrei-
tung des Weierstrass'schen Gedankengutes war eine Arbeit von
Heine von 1872 in Crelles Journal (Band 74) mit dem Titel
"Die Elemente der Funktionenlehre'. Wie diese einflufreiche
Arbeit einzuordnen ist, wird besonders deutlich durch eine
FuBnote, in der Heine schreibt: "Den allgemeinen Gang des
Beweises einiger Sitze... nach den Prinzipien des Herrn
Weiernstrass kenne ich durch miindliche Mitteilungen von ihm
selbst, von Herrn Schwarz und Cdnton, so dap bei diesen Be-

weisen nur die Durchfiihrung im Einzelnen von mir herriihrt."

§1. Die Entstehung der Kompaktheitsschlugweisen der Gruppe A.
Die Entstehung der Kompaktheitsschlufweisen der Gruppe A
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(vgl. den Anhang ) ist noch in die Phase der miindlichen
Uberlieferung von Weierstrass' Vorlesungen und des Brief-
wechsels in den Jahren 1860-70 einzuordnen. So stiitzt sich
Cantor 1870 bei einer Arbeit Uber trigonometrische Entwick-
lungen auf das unter [j] erwdhnte Lemma von Schwarz, das
dieser ihm miindlich mitgeteilt habe. In einer FuBnote heift
es, daB dieses Lemma sich seinerseits auf den "in den Vor-
lesungen von Herrn Weierstrass hidufig vorkommenden und be-
wiesenen Satz'" von der Extremwertannahme stiitze: vgl. .
In dieser FuBnote weist Cantor auch auf den - heute gebriuch-
lichen-Beweis des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
durch Ossian Bonnet hin; darin wird der Mittelwertsatz auf
den Satz von Rolle zurlickgefiihrt, der seinerseits mit dem
Satz von der Extremwertannahme bewiesen wird. (Cauchy hatte
den Mittelwertsatz nur fir stetig differenzierbare Funktio-

nen bewiesen).

Weierstrass fithrte den Satz von der Extremwertannahme
auf den Auswahlsatz zuriick, wie es z.B. bei einer von Dugac
referierten Vorlesungsmitschrift von 1874 zu verfolgen ist;
vgl. Eg,Sein Beweis fiir den Auswahlsatz fiir R ist dhnlich
dem von ihm zuvor gegebenen Beweis filir die Existenz des
Supremums beschrinkter Folgen und Weierstrass zitiert in
diesem Zusammenhang Bolzanos beriihmte Arbeit von 1817 "Rein
analytischer Beweis des Lehrsatzes, dag zwischen je zwei Wer-
ten, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigs-
tens eine reelle Wurzel der Gleichung liege'", in der im Zu-
sammenhang mit dem Beweis des Zwischenwertsatzes die Exi-
stenz des Supremums beschridnkter Folgen wohl erstmals strin-
gent gezeigt wird (durch Riickfiilhrung auf die von Bolzano hier
erstmals bereits vor Cauchy hervorgehobene Vollstdndigkeit
von R). Aus Mitteilungen von H.A. Schwarz ist zu entnehmen,
dag Weierstrass diese Arbeit von Bolzano schon vor 1870 ge-
kannt haben muf. So schreibt Schwarz 1870 an Cantor, dag
"ohne die SchluBweisen, die von Weierstrass von den Prinzi-
pien Bolzanos ausgehend entwickelt worden sind, bei vielen

Untersuchungen keine Fortschritte erzielt worden wdren'.
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Auch an anderer Stelle spricht Schwarz (vgl. [10]). offensicht-
lich auf den Auswahlsatz gemiinzt von einer '"von Bolzano er-

sonnenen und Herrn Weierstrass weiterentwickelten SchluBwei-
se". In der Literaturzusammenstellung, die in der Wiirdigung
der Beitrige von Bolzano durch Otto Stolz 1881 (vgl. [11]).
enthalten ist, wird aber keine Arbeit von Bolzano angegeben,in
der der Auswahlsatz oder der Satz von der Extremwertannahme
explizit auftreten. Stolz bezieht die Nennung des Namens

von Bolzano in diesem Zusammenhang nicht auf die explizite
Formulierung, sondern auf von Weierstrass aufgegriffene

Ideen aus Bolzanos Beweis flir die Existenz des Supremums;

er teilt mit, dap ihm Schwarz diese seine Einschdtzung

brieflich bestidtigt habe.

Eine erste Vendffentlichung des Auswahlsatzes (aber
ohne Beweis) findet man in einer Arbeit von Cantor 1872;
vgl. [E]. Eine Formulierung dieses Satzes fur R" mit Beweis
ist in einer Arbeit von Cantor 1884 enthalten: vgl. Eﬂ.
Der Beweis stiitzt sich auf das nach Cantor benannte Schach-
telungsprinzip. Interessant ist hier die folgende Zuerken-
nung der Idee der SchluBweise durch Cantor selbst: 'Ich be-
merke, dapg die hier angewandte Beweismethode, welche wohl
schwerlich durch eine wesentlich andere ersetzt werden kann,
ihrem Kerne nach sehr alt ist; in neuerer Zeit findet man
sie u.a. in gewissen zahlentheoretischen Untersuchungen von
Laghange, Legendre und D.indichlet und in Cauchy's 'Cours
d'Analyse' (Note troisieme) und einigen Abhandlungen von
Welenstrass und Bolzano; es erscheint mir daher nicht rich-
tig, sie vorzugsweise oder ausschlieflich auf Bofzano zu-

riickzufithren, wie solches in neuerer Zeit beliebt geworden

ist'".

Diese Einschitzung Cantors verhindert aber nicht mehr,
dag in dem Enzyklopddie-Artikel '"Mengenlehre' von Schoenflies
1898 (vgl.[5]) der Auswahlsatz endgliltig als "Satz von Bolzano-
Weierstrass" bezeichnet wird. Es ist eine Ironie der Mathe-
matikgeschichte, daB in einem bereits 1830 geschriebenen,
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aber erst 1930 verdffentlichten Manuskript von Bolzano der
Satz liber die Extremwertannahme explizit formuliert und

sein Beweis auf den Auswahlsatz zurlickgefuhrt wurde: vgl.

OF

§2. Die Entstehung der KompaktheitsschluBweisen der Gruppe B.
Wir kommen nun zur historischen Diskussion der Entwicklung
der Gruppe B von Sitzen, die heute meist mit dem {berdeckuns-
satz begriindet werden, zur Zeit ihrer Entstehung aber auf
den Satz von der Existenz des Supremums, den Auswahlsatz
oder den Satz von der Extremwertannahme zuriickgefiihrt wur-
den. Es zeigt sich aber 4n dexr Nachsicht, dag ein Teil dieser
Beweise bei nur geringfligiger Modifikation eine Begriindung
flir den Uberdeckungssatz liefert. Man darf diese Bemerkung
aber nicht so verstehen, dag die Autoren bereits vor Borel
im Besitze dieses Satzes gewesen wdren. Vielmehr ging es
ihnen um ganz konkrete Aussagen iiber Funktionen oder Reihen
von Funktionen. Die mengentheoretische Denkweise, die zur
Erfassung des Uberdeckungssatzes notwendig ist, war den Ana-
lytikern der 70-er Jahre noch weitgehend fremd.

Zunichst zur Entwicklung des Konzepts der gleichmis-
sigen Stetigkeit: Cauchy identifizierte 1823 bei seinem Be-
weis fur die Existenz des bestimmten Integrals einer steti-
gen Funktion f:[a,b] +~ R unbewdesenerweise die punktweise
Stetigkeit mit der gleichmigigen Stetigkeit von f auf [a,b].
Dirichlet hat dann in seinen Vorlesungen iiber Integrations-
theorie in diesem Zusammenhang implizit die gleichmidBige Ste-
tigkeit von f bewiesen. In den Blickpunkt der mathematischen
Offentlichkeit trat der Begriff der gleichmidpigen Stetigkeit
erst ab 1870 vor allem durch die Beitrdge von Heine: In den
SchluBbemerkungen zu einer Arbeit von 1870 geht er auf ver-
schiedene Stetigkeitstypen von Funktionen zweier Verdnderli-
cher ein und fiihrt (Vgl.) die gleichmidpige Stetigkeit als
eine neue Voraussetzung ein. Carl Neumann greift in eilner

Arbeit von 1871 den Vorschlag von Heine auf und setzt bei
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seinen Betrachtungen ausdriicklich die gleichmdBige Stetig-
keit der von ihm betrachteten stetigen Funktionen auf einer
kompakten Mannigfaltigkeit voraus (vgl. )! Erst im Fol-
gejahr 1872 beweist Heine als SchluBsatz seiner oben bereits
erwahnten Arbeit '"Die Elemente der Funktionenlehre' den Satz
von der gleichmdBigen Stetigkeit filir Funktionen einern neel-
Len Variablen; vgl. []. -Wir wollen uns Heines Beweis

kurz ansehen.

Satz von Heine: Eine stetige Funktion f:[a,b] - R
ist auf [a,b] gleichmipig stetig.

Beweis (Crelles J. 74, 1872; vgl.[9)): Sei € > 0 beliebig,
Fur jedes y « [a,b) existiert ein
maximales y* « (y,b], so dag

[£(x)-f(y) | < 3e fiir alle
xe [y,y"

punktweise Stetigkeit von f =

Setze
X, = a,
X, = X, falls xXq < b,
*
Xz = X, falls X, < b,
etCcdven
Wenn a < a" = Xq $Xy < onn <X 0= b fur ein n « N, so gilt

mit § = min (Xy-Xp-1):
k=1 = kK1

|[£(x)-£f(y)| < 9¢ fiir alle x,y « [a,b] mit |x-y]| <3§.

Der Fall a = Xy <Xy <o <b kann aber nicht eintreten, denn

er fiihrt unter Verwendung der Stetigkeit von f in x = lim X
oo

zu einem Widerspruch zur Definition der x,.

Win sehen heute sofort, daB Heines Argument den ber-
deckungssatz fiir [a,b] fiir beliebige offene Uberdeckungen
G zeigt:
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Heines Argument zeigt den ﬁberdeckungssatz fir

[a,b] fiir beliebige offene Uberdeckungen G:

Fgr jedes y « [a,b) existiert ein maximales
(a,0] UG y" e (y,b], so dag fur alle x « [y,y*) gilt:
a, [ e =3

GeG [y,x] =G furein G=6
Setze
_ *
X, =a,
X, = X4 falls Xy < b,
*
Xz = X, falls X, < b,
et Civso
Wenn a < a’ = Xp <Xy, <...<x, =b fir ein n = N, so folgt

die Behauptung (denn jedes der Intervalle [a,x]], [284 #5051] 5 v

wird von zwei Mengen aus G Uberdeckt).

* . .
Der Fall a = X4 <x2 < ... <b kann aber nicht eintreten, denn

er fihrt unter Betrachtung von x = lim X, zu einem Wider-
N0

spruch zur Definition der Xp -

Im selben Band von Crelles Journal geht Schwarz in
einer Arbeit iliber die Integration der Potentialgleichung auf
die erwdhnte Voraussetzung der gleichmidBigen Stetigkeit in
der Arbeit von Neumann ein und bemerkt (vgl. ), dag auf
Grund des Satzes von Bolzano-Weierstrass '"ohne Schwierig-
keiten der Nachweis gefiihrt werden kann', dag bei Funktionen
auf einem abgeschlossenen Rechteck beide Stetigkeitskonzepte
zusammenfallen. Dabei denkt er anscheinend an einen (heute
wohlbekannten) direkten Widerspruchsbeweis. (Angenommen,
eine stetige Funktion f:1 + R (I ein abgeschlossenes Inter-
vall des RZ) ist nicht gleichmdBig stetig auf I. Dann exi-
stieren ein 6§ > 0 und flir n = 1,2,... Punkte XY, < I mit
|xn-yn| < %, jedoch If(xn)-f(yn)l > €. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass (oBdA; genauer sind Teilfolgen zu betrach-
ten): x ,y, > a< 1. Damn 0 = |£(a)-£(a)]| = rlliyf(xn)‘f()’n)l > 8
Widerspruch).
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Die Folgejahre brigen weitere Beweise fiir den Satz von
der gleichmdBigen Stetigkeit, durch die der Zusammenhang
zwischen dem Auswahlsatz und dem Uberdeckungssatz (ohne dag
dies so ausgesprochen wird) weitgehend aufgedeckt wird und
KompaktheitsschlufBweisen entwickelt werden, die auch bei
anderen Problemstellungen erfolgreich eingesetzt werden kon-
nen. - Ich kann hier nur einen Beweis von Jacob Liiroth kur:z

diskutieren.

J. Liiroth: Bemerkung iiber die gleichmdBige Stetig-
keit. Math. Ann. 6 (1873), 319-320.

I = R" beschrinktes abgeschlossenes Intervall; f:I » R ste-
tig.
Beh.: f ist auf 1 gleichmdpig stetig.
Bew.: Sei € > 0.
Zu jadem x & I existiert p = px>0,
so daB
sup{ | f(x")-f(x'")]: x' ,x" =
Dp[x]n I} ¢ €.

punktweise Stetigkeit von f =

Sei p(x):= sup{px:alle ox} (x =1).
x+ p(x) ist stetig auf I (denn |p(x)-o(y)]| < |x-¥[),
p(x) > 0 fiir alle x « I.

""Nach einem Satz von Herrn Weierstrass'" ist
p = min{p(x) :x « I} > 0.
Damit gilt fur alle x,y e« I:

|x-y] € 0 (g p(x)) = |£X)-f(y)| < € .

Liiroths SchluBweise zeigt auch die Gililtigkeit des
lberdeckungssatzes fiir befiebige (nicht notwendig abzihlbare)
offene Uberdeckungen G von I: Nach dem obigen Argument exi-
stiert nidmlich ein festes & > 0, so daB fiir jedes x = I die
Kreisscheibe Dp[x] in einer der Mengen aus G enthalten ist.
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Da aber I durch endlich viele Do[x} tiberdeckt wird, hat man
eine endliche Teiliiberdeckung von G fiir I. Die SchluBweise
zeigt sogar, daB jeder folgenkompakte (folglich totalbe
schrinkte)metrische Raum die Uberdeckungseigenschaft hat.

Dini benutzt 1878 beim Beweis des nach ihm benannten
Satzes die Liirothsche Schlugweise. Pringsheim gibt 1894 an,
dag Weierstrass mit dieser Schlufweise auch den Satz von der
gleichmdgigen Konvergenz bewiesen habe; er versucht diesen
Beweis zu modifizieren, wobei er dem {lberdeckungssatz greif-
bar nahe kommt, ohne ihn ganz zu erfassen (vgl. JJJ). Eine
Prdzisierung seines Ansatzes (wie sie spiter durch Schoen-
flies (vgl.[7]) erfolgte) gibt eine direkte Riickfiihrung des
Uberdeckungssat:es auf den Auswahlsatz (ohne Umweg lber den

Satz von Weierstrass).

§3. Borels ﬁberdeckungssatz. Als E. Borel 1in seiner These
von 1894 den ﬁberdeckungssatz erstmals explizit aussprach,
hatte er noch kein allgemeines Beweisprinzip im Auge, son-
dern mehr einen Hilfssatz, den er bei der Behandlung einer
punktionentheoretischen Fragestellung an ganz spezifischer
Stelle bendtigte. Er formulierte seinen Satz auch spezieller
und gab ihm einen ganz anderen Beweis, als es nach der obi-
gen Analyse bereits vorliegender Kompaktheitsschlufweisen
mdglich schien. Die Erkenntnis der grundlegenden Bedeutung
des Ulberdeckungssatzes filir die Analysis sowie seines Zusam-
menhangs mit den bereits vorliegenden Methoden kann erst
zehn Jahre spidter als abgeschlossen angesehen werden. Es wire
deshalb historisch wichtig, den genauen Anlag fiir die erste
Formulierung des Uberdéckungssatzes zu kennen, worauf ich
hier aber aus Platzgriinden nicht eingehen kann (vgl. hierzu
die Darstellung in [14]).

Die urspriingliche Borelsche Formulierung seines Satzes
finden Sie unter ; wichtig ist, daB abzdhfbare Ausgangs-
tiberdeckungen vorausgesetzt werden. Die Teilliberdeckung wird
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- im Verstandnis Borels - konstruktiv durch Induktion {iiber
die abz#hlbaren Ordinalzahlen gewonnen: Das Induktionsver-
fahren kommt vor dem Erreichen der ersten liberabzihlbaren
Ordinalzahl zum Stillstand, weil dabei immer wieder neue
Uberdeckungsintervalle bendtigt werden, aber nur abzahlbar
viele solcher Intervalle zur Verfligung stehen. Der Borels-
che Beweis ist somit ganz wesentlich an die Abzahlbarkeits-
voraussetzung und an den Spezialfall linearer Intervalle
gebunden. Borel war sich 1894 ganz sicher noch nicht der
Verallgemeinerungsfihigkeit und damit erst vollen Tragfdhig-
keit seiner SchluBweise bewuBt sowie ihres Zusammenhangs mit
den bereits vorliegenden Kompaktheitstechniken.

Die folgenden zehn Jahre bringen nun die Adaption des
Uberdeckungssatzes durch die Analytiker, seine Formulierung
in der gebotenen Allgemeinheit und die Aufklidrung des Zusam-
menhangs mit den dlteren Schlupweisen: In dem Enzyklopddiear-
tikel "Mengenlehre'" von A. Schoenflies von 1898 (vgl.[5]) ist
der Uberdeckungssatz noch nicht erwdhnt. Borel wiederholt ihn
im gleichen Jahre in den Prdliminarien zu seinen 'Legons sur
la théorie des fonctions', und zwar unter den gleichen ein-
schrinkenden Voraussetzungen, abér mit einem neuen Widerspruchs-
beweis durch Riickfiihrung auf das Schachtelungsprinzip. A.
Schoenflies nimmt 1900 den Satz in seinen DMV-Bericht '"Die
Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten" (vgl.
[6]) unter der Bezeichnung "Satz von Heine-Borel'" auf, bei
Reproduktion des urspriinglichen Borelschen Beweises. An an-
derer Stelle beweist Schoenflies den Satz von der gleich-
mipigen Stetigkeit (in n Variablen) unter Prdzisierung der
KompaktheitsschlupBweise von Pringsheim, merkt aber (wohl
als erster) auch an, daB dieser Satz eine unmittelbare Folge
des Uberdeckungssatzes ist. Die Losldsung von der Voraus-
setzung der Abzdhlbarkeit des iliberdeckenden Ausgangssystems
erfolgt 1903/05 in den '"Legons sur 1'intégration et la re-
cherche des fonctions primitives'" von H. Lebesgue, wo der
Satz dann wesentlich beim Aufbau der MaBtheorie verwendet
wird, ferner in Noten von W.H. Young (Proc. London Math.
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Soc. (1) 35 (1902/3),p.384) und F. Riesz (CR Paris 140(1905)
224-226). Riesz schreibt: "In dieser neuen Form erweist sich
das Theorem als gemeinsame Ausgangsbasis filir mehrere Funda-
mentalsdtze der Theorie der Funktionen einer rellen Verdn-
derlichen" und gibt als Beispiele die Sdtze von der Extrem-
wertannahme und von der gleichmdgigen Stetigkeit an. - In
einer Folgenote "Sur une propriété des ensembles fermés' von
1905 (CR Paris 105, 298-300) (in der er auch auf die Aqui-
valenz von Uberdeckungseigenschaft und Abgeschlossenheit bei
beschrinkten Teilmengen von R hinweist) nimmt Borel zu die-
ser weiteren Entwicklung Stellung. Er bestdtigt dabei die
Rieszsche Einschitzung, daB der Uberdeckungssatz erst durch
die Befreiung von der Abzdhlbarkeitsvoraussetzung seinen
vollen Wert gewinne, wobei er diese Verallgemeinerung Lebes-
gue zuschreibt: "Ich bin gliicklich dariiber, dag mir die Ge-
legenheit gegeben ist, anzuzeigen, welches der Anteil von M.
Lebesgue bei diesem verallgemeinerten Satze und seinen An-
wendungen ist". Wohl durch diese Bemerkung ist in Frank-
reich die Bezeichnung "Satz von Borel-Lebesgue' iiblich ge-
worden. Es ist in diesem Zusammenhang anzumerken, dag der
sog. "Uberdeckungssatz von Lindeldf" (liber die Existenz ab-
zihlbarer Teilliberdeckungen beliebiger offener Uberdeckun-
gen) bereits 1903 unabhingig durch E. Lindel8f (CR Paris 137,
697) und W.H. Young bewiesen wurde (von letzterem ausdrlick-
lich zu seiner - oben bereits erwdhnten - Verallgemeinerung
des Borelschen Satzes auf iiberabzihlbare Uberdeckungen), von
Borel aber offensichtlich iibersehen wurde. - Borel gibt in
der gennanten Note noch einen weiteren Beweis des lberdeck-
ungssatzes an, den er einer brieflichen Mitteilung von Baire
verdanke; dieser Beweis ist genau die Adaption des oben dis-
kutierten Liirothschen Beweises des Satzes von Heine auf die

mengentheoretische Situation.

Mittlerweile war auch in der amerikanischen Literatur
die Bezeichnung des Uberdeckungssatzes als "Satz von Heine-
Borel" aufgetreten. Borel nimmt hierzu - fdlschlicherweise -

wie folgt Stellung: "Dieser Beweis von M. Baire ist nicht
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ohne Ahnlichkeit mit dem, den Heine fiir die GleichmiBigkeit
der Stetigkeit (Crelles J. 74) gegeben hat. Zweifellos liegt
es an dieser Analogie, daB gewisse Autorem dem in Frage ste-
henden Theorem die Bezeichnung 'Satz von Heine-Borel' gege-
ben haben'". - Schoenflies erldutert diese von Borel offen-
sichtlich nicht ganz anerkannte Bezeichnung des {lberdeckungs-
satzes 1907 (cf.[7]) wie folgt: ''Der Unterschied beider
Satze ist nur der, daB Heine nur die Stetigkeitsaussage im
Auge hatte, wdhrend das (Borelsche)... Theorem den allge-
meinen geometrischen Inhalt des SchluBverfahrens enthidlt,
mit dem Heine operiert; es gobt den Beweisgrund des Heine-
schen Satzes seinen allgemeinsten geometrischen Ausdruck".

Die Jahre nach 1904 bringen eine '"Explosion'" von Be-
weisen fiir den Uberdeckungssatz (vgl. Enzykl. II C.9, p.
885). In einer CR-Note von 1912 reiht Borel eine Version des
{berdeckungssatzes unter die '"Fundamentalsitze der Theorie
der reellen Funktionen'" ein. In der 1913 erschienenen revi-
dierten Fassung (vgl.[9]) seines DMV-Berichtes von 1900
schreibt Schoenflies bereits, dag sich der Uberdeckungssatz
"sich mehr und mehr als einer der wichtigsten Sitze fir die
Theorie der Punktmengen herausgestellt hat...'" und weiter,
dag er '"den wesentlichen Beweisgrund flir eine Reihe wich-

tiger Sitze aus Geometrie und Analysis' bildet.

§4..Abstrahienumen.AbschlieBend méchte ich in einer ganz
kurzen Skizze auf die Entwicklung des heutigen abstrakten
Kompaktheitsbegriffes eingehen. Der Ursprung hierzu ist
wohl hauptsidchlich in der Diskussion des Dirichletschen
Prinzips zu sehen, bei dem - wie WeierstraB 1870 kritisiert
hatte - der Satz von der Extremwertannahme ungepriift in
einer allgemeineren Situation als der von stetigen Funk-
tionen einer numenischen Verdnderlichen angewendet wird.
Bei der Rehabilitierung des Dirichletschen Prinzips ver-
wenden Arzel2 1895 und Hilbert 1905 eine AuswahlschluB-
weise fiir Mengen stetiger Funktionen, die 1884 von Ascoli
erstmals angegeben worden war. 1904 betrachtet Fréchet
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(vgl.) - méglicherweise vor diesem Hintergrund - auf
einem gidnzlich abstraktem Raum einen axiomatischen Limes-
begriff, fuhrt die Kompaktheit - die Bezeichnung stammt vom
ihm - einer Menge E ein als - wie wir heute sagen - relative
Folgenkompaktheit und zeigt den Satz von Weierstrass fiir
stetige reellwertige Funktionen auf einer kompakten abge-
schlossenen Menge. Diese Definition wird in seiner Th&se von
1906 - in der nun die Namen von Ascoli, Arzeld und Hilbert
auch angefiihrt werden - aufgegriffen; im Kern erfolgt hierin
(vgl.) fur die von Fréchet eingefiihrten metrischen Réu-
me der Nachweis der Aquivalenz von Folgenkompaktheit und
Uberdeckungseigenschaft; auch die heute sog. Totalbesch-
rianktheit wird in diesem Zusammenhang bereits diskutiert.
Hausdorff fuhrt 1914 in seinem Buch '"Griindzuge der Mengen-
lehre'" die separierten toplogischen Riume ein und nennt (vgl.
) nach Fréchet eine Menge E kompakt, wenn jede unend-
liche Teilmenge von E einen Hiufungspunkt besitzt. Er gibt
die endgliltige - bei Fréchet noch mi Ballast behaftete - Dis-
kussion der verschiedenen Kompaktheitsbegriffe fiir metrische
Riume und weist flir Hausdorffriume mit 2. Abzdhlbarkeits-
axiom nach, daB eine Menge genau dann die Uberdeckungsei-
genschaft (bzgl. beliebiger offener Uberdeckungen) besitzt,
wenn sie kompakt und abgeschlossen ist. Hiermit ist die Ent-
wicklung zu einem ersten AbschluB gebracht.

Gleichzeitig zeigt aber Hausdorffs Diskussion - wegen
der Zusatzforderung des 2. Abzdhlbarkeitsaxiomes - gewisse
Schwichen der Fréchet-Hausdorffschen Kompaktheitsdefinition,
wenn es sich um allgemeinere als metrische Rdume handelt.

In den Folgejahren wurden fiir diesen Fall verschiedene ande-
re - nicht Hquivalente - Kompaktheitsdefinitionen disku-
tiert, u.a. von Fréche%, Kuratovski - Sierpinski und Alexan-
droff-Uryhson (vgl. hierzu J.P. Pier [7]). Letztere nannten
1924 eine Menge in einem Hausdorffraum kompakt, wenn sie die
Uberdeckungenschaft bzgl. abzdh&barer und bikompakt, wenn
sie diese Eigenschaft bzgl. beliebigen offener Uberdeckungen
besitzt und charakterisierten beide Begriffe durch ent-
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sprechende Heine-Borel-Eigenschaften (vgl. ) - Da sich
in der Folgezeit der Bikompaktheitsbegriff der Moskauer
Schule verglichen zu allen anderen Definitionen als der
flexibelste erwies, wurde dann spater (ab etwa 1950) die
Bezeichnung 'kompakt' allgemein akzeptiert mit der Ubedek-
kungseigenschaft bzgl. beliebiger offener Uberdeckungen ver-

bunden.

ANHANG

Sdtze die auf Kompaktheitsschl weisen beruhen:

Gruppe A (1860-1870):

Satz von dern Extrnemwentannahme (' (Fundamental-) Satz von
Weirstrass'"): Eine stetige Funktion f:[a,b] - R ist auf
[a,b] beschrdnkt und nimmt dort ihr Supremum und Infimum an.

Satz von Rolle
vy 4
Mittelwentsatz den Differentialrechnung

¥
Lemma. Wenn f:[a,b] -~ R differenzierbar ist und f'(x) = 0
fur alle x « [a,b], so ist f konstant.

Lemma von Schwarz: Wenn f:[a,b] -~ R stetig ist und

A%£(x) = lim f(x+h)+f(x-h)-2f(x) _ 0 fur alle x = [a,b],
h+o h?

so ist f linear.

Gruppe B (1870-1880):
Satz von der gleichmidBigen Stetigkeit ("Satz von Heine"):

Eine stetige Funktion f:[a,b] + R ist auf [a,b] gleich-
mipig stetig.

©
Satz von Dind: Sei z]un(x) = u(x) eine auf [a,b] punktweise
n= o
konvergente Reihe stetiger Funktionen mit un(x) > 0 fur alle
x « [a,b], n =1,2,... und sei die Summe x + u(x) stetig.
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Dann ist die Konvergenz der Reihe gleichmi#gig auf [a,b].

Satz von der gleichmiBigen Konvergenz: Sei nz1un(x) eine
auf [a,b] punktweise gleichmdpig konvergente Reihe (ste-

tiger) Funktionen (d.h. fiir alle y « [a,b] und alle € > 0

existieren ny = n (y) € Nund 6 > 0, so dag |nzno

flir alle x « [y-8,y+8] n [a,b]). Dann ist nf1un(x) auf

gﬁx)|< €

[a,b] gleichmigig konvergent.

Kompahkthelstsprizipien:

Ubendeckungéaatz (""Satz von Heine-Borel'', "Satz von Borel-
Lebesgue'; 1894 ff): Zu jeder (abzihlbaren) offenen Uber-
dekkung von [a,b] existiert eine endliche Teiliiberdeckung.

Auswahlsatz ('""Satz von Bolzano-Weierstrass'; 1830, ab ca.
1860): Jede beschrdnkte Folge reeller Zahlen besitzt eine
konvergente Teilfolge. (Jede unendliche beschrinkte Teil-
menge von R vesitzt einen Haufungspunkt.)

Ea Extremwertsatz bei K. Weierstrass:

Aus: G. Cantor, Beweis, dass eine §irn jeden reellen Wenrnth
von x durch edine trnigonometrische Re.cihe gegebene Funk-
tion £(x) s4ich nurn auf eine edinzige Weise in diesen .
Form danstellen Ldgt. Crelles J. 72 (1980), 139-142.
FuBnote auf p. 141.

#) Dieser Beweis stiitzt sich im Wesentlichen aut den in den Vorlesungen des
Herrn Weierstrass hiufig vorkommenden und bewiesenen Satz:

,Eine in einer Intervalle (a...b) (die Grenzen incl.) der reellen Veriinderlichen =
gegebene, stetige Function ¢(z) erreicht das Maximum g der Werthe, welche sie aunehmen
kann, zum Mindesten fitr emnen Werth x, der Verinderlichen, so dass ¢(z,) = ¢.*

Einen ibnlichen, auch hieraut beruhenden Beweis fir den Fundamentalsatz der

Differentialrechnung hat Ossian Bonnet gefihrt; derselbe findet sich in ,Cours de calcul
différentiel et intégral, par J. A. Serret, Paris 1868“ im erstea Bande, Seite 17—19.

E] Auswahlsatz bei K. Weierstrass:
Aus: K. Weierstrass, Einfeditung An ddie Theorie der analy-
tischen Funktionen. Vorlesung vom SS 1874, Ausgear-

beitet von G. Hettner, Zitiert nach Dugac [2], p.77:
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WEIERSTRASS donne A la page 305 I'énoncé du théoréme que tout ensemble
infini borné de nombres réels admet un point d’accumulation. La démonstration
(pp- 305—310) est semblable a celle que nous avons vue pour l'existence de la
borne supérieure. Il en déduit (pp. 310—311) le théoréme qu’une fonction continue
sur un compact atteint sa borne supérieure et sa borne inférieure. L'existence des
points d’accumulation est démontrée dans le cas de sous-ensembles bornés

infinis de IR* (p. 313) et de C€" (p. 318).

E] Auswahlsatz bei G. Cantor:

Aus: . G. Cantor, Uebenr die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theonie den trigonometrischen Reihen. Math. Ann. 5
(1872), 123-132. Ausschnitt aus p. 129:

Zur Theorie der trigonometrischen Reihen. 129

Um diese abgeleiteten Punktmengen zu definiren, haben wir den
Begriff Grenzpunkt einer Punktmenge vorauszuschicken.

Unter eimem Grenzpunkt einer Punktmenge P verstehe ich einen
Punkt der Geraden von solcher Lage, dass in jeder Umgebung desselben
unendlich viele Punkte aus P sich befinden, wobei es vorkommen
kann, dass er ausserdem selbst zu der Menge gehdrt. Unter Umge-
bung eines Punktes sei aber hier ein jedes Intervall verstanden, weiches
den Punkt in seinem Innern hat. Darnach ist es leicht zn beweisen,
dass eine aus einer unendlichen Anzahl von Punkten bestehende Punkt-
menge stets zum Wenigsten einen Grenzpunkt hat.

[:] Auswahlsatz bei G. Cantor:
Aus: G. Cantor, Ueber unendliche, Lineare Punkimannichgal-

tigkediten. Math. Ann. 23 (1885), 453-488. Ausschnitt
aus p.454 (Gn = R" in heutiger Bedeutung):

Als einfachstes Beispiel einer Beschaffenheit von Punktmengen,
welche den Charakter Y haben, fithre ich diejenige Beschaffenheit einer
unendlichen Punktmenge an, wonach sie aus unendlich viel Punkten
besteht; offenbar geniigt diese Beschaffenheit den beiden soeben formu-
lirten Voraussetzungen. Es gilt nun folgender Satz:

Theorem 1. Ist H irgend ein gans im Endlichen liegender n-
dimensionaler Theil von G. und P eine in H enthaliene Punktmenge
von der Beschaffenheit Y, so giebt es wenigstens einen Punkt g von H in
solcher Lage, dass, wenn K, irgend eine n-dimensionale Vollkugel mit
dem DMittelpunkt g ist, derjenige DBestandtheil von P, welcher in das
Gebiet K, fallt, stets die Beschaffenheit Y hat, der Radius der Voll-
kugel K, mag so klein genommen werden, wie man wolle.
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Ej Auswahlsatz und Extremwertsatz bei B. Bolzano:

Aus: B. Bolzano, Functionenfehne. Manuskript von 1830.
Herausgegeben von K. Rychlik: B. Bolzano's Schriften.
Prag. 1930. Ausschnitt von P. 28 und 29:

Wir wissen nun.
(aus §), daB sich die unendlich vielen Zahlen x,, x,, x,, x,...
entweder alle, oder doch ein so grofler Theil derselben, daft ihre
Menge schon selbst unendlich ist, in ein Paar Grenzen p und ¢
einschliefen lassen, welche einander so nahe riicken konnen,
als wir nur immer wollen, und es ergibt sich (aus $.*), dafl eine
dieser Grenzen durch ¢, die anderé durch ¢+ » vorgestellt werden
kénne, wenn wir durch ¢ eine gewisse nicht aufferhalb a und b
liegende bestindige Zahl, durch » aber eine Zahl. die ins Un-
endliche abnehmen kann, bezeichnen.

*) NB. Die zwei §8. auf welche sich hier berufen wird. sind in der Lehre
von der MeBbarkeit der Zahlen erwiesen.

§.22. Lehrsatz. Wenn eine Function Fx von x=a bis x=»5b
cinschlieBlich stetig ist, und es gibt eine bestindige meflbare
Zahl C von der Art, daff die unendlich vielen Werthe der Fx.
welche zum Vorschein kommen, wenn wir ihrer Veranderlichen x
nach und nach eine unendliche Menge innerhalb a und b gele-
gener Werthe ertheilen, sich der Zahl C in das Unendliche nihern:
so gibt es auch unter den Werthen von x=a bis x=2>b ein-
schliefilich wenigstens Einen =c. fitr welchen Fc=C wird.

Beweis. -Bezeichnen wir die unendlich vielen Werthe der x.
welche die Eigenschaft haben, daf die ihnen zugehorigen Werthe
der Fx sich der Zahl C in das Unendliche nihern, durch x,, x,,
Xy, X, ... in inf.: so folgt (aus §.). dafl sich. wenn auch nicht alle
diese Werthe, doch eine unendliche Menge derselben einschlieffen
lassen in ein Paar Grenzen von der Form c¢ und ¢ + , wenn wie
durch ¢ eine nicht auflerhalb a und b gelegene Zahl bezeichnen.
Hieraus ergibt sich aber (nach §. 14, dafl. weil unsere Function
fiir den Werth x=c stetig seyn soll, Fx=C seyn miisse.

Formulierung des Konzepts der gleichmagigen Stetigkeit
bei E. Heine:
Aus: E. Heine, Ueber trigonometnische Reihen, Crelles Jour-
nal 71 (1870), 353-365. Ausschnitt aus p. 361.
Es scheint
aber noch nicht bemerkt zu sein, dass diese Eigenschaften, diese Continuitat in

jedem einselnen Punkte nach zwei Richtungen hin, nicht diejenige Continui-
tit ist, welche man voraussetzen muss, wenn man auf die Function analoge
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Schliisse anwenden will, wie diejenigen, welche fir die continuirlichen Functicnen
mit einer Veranderlichen gestaltet sind, und die man gleichmdssige Continuitit
nennen kann, weil sie sich gleichmassig dber alle Punkte und alle Richtungen
erstreckt. Eine Function sweier Verdnderlichen x, y heisse gleichmdssig con—
tinuirlich in einem Gebiete, wenn fir jede beliebig kleine gegebene Grosse &
Grissen h, und k,, von denen keine Null ist, existiren, so dass die Differens
flx+h,y+k)—fx,y) kleiner als ¢ bleibt, so lange h und k resp. h, und k,
nicht iberschreiten, und zwar muss dieses bei gegebenem & und festgehaltenen
h, und k, fiir alle Punkte (x,y) und (x+h,y+ k) stattfinden, die dem Gebiele,
seine Begrenzung eingeschlossen, angehiren.

GleichmaBige Stetigkeit bei C. Neumann:

Aus:
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C. Neumann, Revision einiger allgemeinen Sitze aus den
Theonie des Loganithmischen Potentials. Math. Ann. 3
(1871), 325-349. Ausschnitt von p. 327:

Eine von den rechtwinkligen Coordinaten z, y abhingende KFunc-
tion ® (z, y) wird daher als stetig auf oder in Erstreckung einer ge-
gebenen Fliche T nur dann bezeichnet werden diirfen, wenn nach-
gewiesen ist erstens, dass sie stetig ist in jedem Punkte innerhald T,
und zweitens, dass sie stetig ist in jedem Punkté am Rande von ¥. —
Iiir die vorliegenden Betrachtungen scheint iibrigens der gewohnliche
Begriff der Stetigkeit nicht ausreichend zu sein. Wie dem auch sei,
jedenfalls wird in den hier zu erdrternden Sitzen eine vollstindige
Strenge erreicht werden durch Einfilhrung eines etwas engeren, von
[leine angegebenen Begriffes, welcher — nach Heine's Vorgang —
als der Begriff gleichmdissiger Stetigkeit zu bezeichnen, und in folgender
Weise zu definiren ist.

Sind p, g zwei auf der gegebenen Fliche T bewegliche Punkte,
welche mit einander verbunden sind durch einen Faden von der Linge
o, deren Entfernung von einander also bestindig < ¢ bleiben muss,
und sind ®,, ®, die in diesen Punkten vorhandenen Werthe der Func-
tion, so wird im Allgemeinen die Differenz zwischen ®, und ®, um
so kleiner sein, je kleiner ¢ gemommen wird. Kann nun, mit Bezug
auf ein gegebenes &, wie klein dasselbe auch sein mag, jederzeit durch
gehorige Verkleinerung der badenlange ¢ dafiir gesorgt werden, dass
die genannte Differenz, wihrend einer beliebigen in ganzer Erstreckung
von I vor sich gehenden Bewegung des Punktpaares p, ¢, bestindig
Heiner bleibt als jenes &, so soll die Function ® bezeichnet werden
als gleichmiissiy stetig in Erstreckung der Fliche ¥. In gewissen be-
sonderen Fillen ist hierbei noch eine Kestsetzung hinzuzutiigen, darin
hestehend, dass bei der gedachten Bewegung der laden ¢ bestindig
anf der Kliche bleiben soll, dass er also den Rand der Fliche niemals

itherschreiten darf.



@ Satz von der gleichmaBigen Stetigkeit bei E. Heine:
Aus: E. Heine, Die Elefemente den Functionenfehre. Crelles
J. 74 (1872), 172-188. Ausschnitt von p. 184 und 188.

§. 3. Eigenschaften continuirlicher Functionen.

1. Definition. Eine Function f(x) heisst continuirlich von x = a bis
x = b, wenn sie bei jedem einzelnen Werthe £ = X zwischen z=a und z=0b,
mit Einschluss der Werthe a und b, continuirlich ist (B, §. 2, Def. 1); sie heisst
gleichmdssig continuirlich von = =a bis £ =5, wenn fir jede noch so kleine
gegebene Grosse ¢ eine solche positive Grosse 7, existirt, dass fir alle posi-
tiven Werthe 7, die kleiner als 7, sind, f(x+75)—f(z) unter ¢ bleibt. Welchen
Werth man auch = geben moge, nur vorausgesetzt, dass = und z+7 dem
Gebiete von a bis b angehoren, muss dasselbe 7, das Geforderte leisten.

1. Lehrsats. Jede ganze Potenz von z ist zwischen irgend welchen
gegehenen Grenzen gleichmassig continuirlich.

6. Lehrsats. Eine von x =a bis x=b (fir alle einzelnen Werthe)
continuirliche Function f(z) ist auch gleichmassig continuirlich. (B, §. 3, Def. 1).

Beweis. Bezeichnet 3¢ eine beliebige Grosse, so existirt eine solche
Zahl, dass von z = a bis zu ibr hin f(x)—/f(a) absolut < 3¢ ist. Ein Werth,
der dies leistet, ist der grosste und macht zugleich f(x)—f(a)—3e=0. (B,
§. 3, Lehrs. 5). Dieser Werth sei x,. In ahnlicher Art findet man eine Zahl z,
als die grosste, welche bewirkt, dass von z =z, bis z=z, immer f{z)—f(z,) = 3¢
bleibt. So fihrt man fort; kommt man nach einer endlichen Anzabl n von
Operationen zu z, = b oder findet, dass f(z)—f(x._.), von & ==,_, bis z = b,
noch nicht 3¢ iberschreitet, so ist der Satz bewiesen.

Es bliecbe poch der Fall abrig, dass kein n existirt, dass also die
Grossen z,, x,, etc. eine unendliche Reihe von wachsenden Grossen bilden,
die unter b liegen. Diese Reihe ware dann eine Zahlenreihe , deren
Zahlzeichen X sei: hervorzuheben ist ihre Eigenschaft, nach der fir jedes n
die Gleichung besteht: f(z,,,)—f(x,) =3¢ Nun sei 7, von der Beschaffen—
heit, dass f({X) sich von f(X—7) um weniger als & unterscheidet, so lange
n <7, Lwischen die Zahlen X—7, und X mogen von der obigen Zahlen—
reibe T,, ..., etc. fallen, so dass (B, §.2, Folg. 1) f(z.y)) —f(x.) kleiner
als 2¢ ware, wahrend es andererseils 3¢ sein misste. Die zu Grunde liegende
Annahme ist daher unmoglich, und die Function eine gleichmassig continuirliche.

Halle, im October 1871.

@ satz von der gleichmagigen Stetigkeit bei H.A. Schwarz:
Aus: H.A. Schwarz, Zur Integhation dern partiellen Differen-
tiatgleichung Af = 0. Crelles J. 74 (1872), 218-253.

125



Ausschnitt aus der FuBnote von p. 220:

Bei Beginn meiner mathematischen Studien habe
ich folgende Erklirung der Stetigkeit einer Function zweier Argumente kennen gelernt,
die ich auch jetzt noch fiir die richtige halte: ,Eine Function f(z, y) ist in der Um-
gebung des Werthepaares z,, y, eine stetige Function ihrer beiden (stetig verdnder-
lichen) reellen Argumente, wenn es nach Annahme einer von Null verschiedenen,
sonst hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschrinkung unterworfenen positiven Grosse
& stets moglich ist, in der Umgebung des Werthepaares «y, y, einen nach zwei Di-
mensionen ausgedehnten Bereich abzugrenzen, so dass fiir a?le, zugleich dem urspriing-
lichen Bereiche der Variablen, fiir den die Function erklirt ist, und dem abgegrenzten

Bereiche zugehorenden Werthepaare z, -4, k die Differenz f(z,+4 +&
—f(zo, yo) dem absoluten Betrage nach klei‘z:;l- ist als . HierB’(:g ios;.*-di’e %oestalz
jenes abgegrenzten Bereiches im Allgemeinen keinen Beschrinkungen unterworfen. Ge-
niigt eine Function dieser Bedingung fiir alle dem Innern und fiir alle der Begrenzung
eines gegebenen Bereiches der unabhingigen Variablen angehirenden Werthepaare
Zyy Yo, 80 ist die betrachtete Function fur diesen Bereich eine stetige Function ihrer
Argumente“. Es scheint mir kein Bediirfniss vorzuliegen, von dieser Erklirung ab-
zugehen, da mit Hiilfe einer von Bolzano ersonnenen und von Herrn Weierstrass weiter
entwickelten Schlussweise ohne Schwierigkeit der Nachweis gefiihrt werden kann, dass
jede Function, welche im obigen Sinne fiir einen gegebenen Bereich eine stetige Func-
tion ihrer Argumente ist, fir denselben Bereich auch in dem Sinne des Herrn Heine
gleichmissig stetig ist. Da auch das Umgekehrte stattfindet, so decken sich die bei-
den Begriffe vollkommen.

11] Versuch einer UberdeckungsschluBweise vor Borel (im Zusam-
menhang mit dem Beweis des Satzes von der gleichmdBigen

Konvergenz):

Aus: A. Pringsheim, Ueber die nothwendigen und hinnelchnden
Bedingungen des Taylorn'schen Lehnsatzes furn Functionen
einen neellen Varniabfen. Math. Ann. 44 (1894), 57-82,

Anhang. Auszug aus p. 81:

Es ist klar, dass man durch Fortsetzung dieses Ver-
fahrens den Geltungsbereich (B) der Ungl. (2) mit Festlegung einer
bestimmten Zahl n als unterer Grenze fiir v bestindig vergrossern kann,
und es kommt also lediglich darauf an zu zeigen, dass man auf diese
Weise stets nach einer endlichen Anzahl derartiger Operationen dazu
gelangen kann, denselben auf den vorgelegten Bereich (A) auszudehnen.
Hierzu genagt offenbar der Nachweis, dass man jede beliebige Stelle
von (A) nebst einer gewissen endlichen Umgebung durch eine endliche
Anzahl der angegebenen Operationen dem Bereiche (B) einverleiben
kann, Ware dies nun niché der Fall, so milssten die Radien ¢y, @,,--- €3, -
mit wachsendem k unter jede Grenze herabsinken, sobald man sich
bei dem angedeuteten Verfahren einer oder mehreren bestimmten Stellen
(2, y) von (A) nahert. Dies ist aber unmboglich: da nimlick jeder
solchen Stelle (z’, y’) in Folge der Voraussetzung eine bestimmte Um-
gebung (¢") in dem angegebenen Sinne zugeordnet werden kann, so

gehort zu jeder Stelle (21, yx), die um weniger als ;p' von (z,y’)

2 : 1 5%
entfernt ist, eine Umgebung (¢s), deren Radius @i sicher > 3 @ ist,
sodass also ¢p stets oberhalb einer endlichen Grenze bleibt. Hiermit
ist aber der ausgesprochene Satz bewiesen.™)
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@ Erste Formulierung des (berdeckungssatzes bei E. Borel:

Aus: E. Borel, Sun quefques points de La théonie des fonc-
tions. Ann. Sc. Ec. Norm. Sup. Paris (3) 12 (189%4),
9-55. (Theése; vgl. auch Werke I.) - Ausschnitt von p.
281-282.

Beachte: Es ist eine abzdhlfbare Intervalluberdeckung ge-
meint.

Voici ce théoreme : Si 'on a sur
une droite une infinité d'intervalles partiels, tels que tout point de la droite
soit interteur @ I'un au moins des iritervalles, on peut deéterminer effectjve-
ment un NOMBRE LIMITE d'intervalles choisis parmi les intervalles donnés et
ayant la méme propriété (tout point de la droite est intérieur a au moins
l'un d’eux). 1l est bien entendu que le mot intérieur est toujours pris
dans le sens restreint qui exclut les extrémités; il est aisé de s’assurer
que, sans cela, le théoreme ne serait pas vrai. On pourrait démontrer
directement que tout point de la droite est nécessairement a I'intérieur
d'un intervalle de rang limité (en supposant les intervalles numérotés
suivant une loi quelconque), mais la démonstration suivante parait
étre davantage dans la nature des choses.

Partons d’une extrémité A de la droite, soit A;B; un des intervalles
qui comprennent le point A; soit de méme A; B; un des intervalles
qui comprennent le point B;, A; B; un des intervalles qui comprennent
le point B;, etc. Nous supposons, bien entendu, que A désigne tou-

jours 'extrémité gauche des intervalles, B I'extrémité droite. Les
points B,,B;,B,, ..., s'ils n'atteignent pas I'extrémité B de la droite,
ont une limite B,_ et ce point est compris dans un intervalle A; B,
tel que A, , tombe, parexemple, entre B; _ et B, : nous pourronsalors
ne pas tenir compte des intervalles A; B, ,, et nous aurons tout de
méme une suite ininterrompue d’intervalles sur la droite. Nous conti-
nuerons de méme, en passant a la limite lorsque cela sera nécessaire
et montrant alors qu’on peut conserver seulement un nombre fini des
intervalles déja considérés. Je dis que nous atteindrons nécessaire-
ment ’extrémité B de la droite, car, si on ne l'atteignait pas, on défi-
nirait une série d’intervalles ayant pour extrémités

B,‘, B,‘, ceey B(_, Blh‘ R ] B!_.r ey Bl_‘y sieley

les indices étant zous les nombres de la seconde classe de nombres
(définis par M. Cantor). Mais ces indices sont aussi dans un certain
ordre, les nombres naturels, en tout ou en partie. C'est 12 une contra-
diction puisque la seconde classe de nombres constitue un ensemble
de seconde puissance.

Ainsi on arrivera nécessairement, en employant le procédé régulier
indiqué, a déterminer effectivement un nombre fini d'intervalles qui
recouvriront toute la droite.
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[::] Erste Formulierung des abstrakten (Folgen-) Kompaktheits-
begriffes und Abstrahierung des Satzes von der Extrem-
wertannahme durch M. Fréchet:

Aus: F. Fréchet, Généralisation d'un théoreme de Weierstrass.
C.R. Acad. Sci. Paris 139 (1904), 848-850. Ausschnitt von
p. 849-350.

» II. Nous supposons donnée une certaine catégorie C d’éléments quel-
conques (nombres, surfaces, etc.), dans laquelle on sache discerner les
éléments distincts. Nous pourrons dire que U, est une fonction (ou opera-
tion fonctionnelle) uniforme dans un ensemble E d'éléments de C, si a4 tout
élément A de E correspond un nombre bien déterminé U, .

» Pour arriver 4 la notion de continuité d'une telle fonction, nous sup-
poserons acquise une définition qui donne un sens précis a cette phrase :
la suite infinie A, A,, ..., A,, ... d’éléments de C a une limite B. 1l nous
suffira que celte définition, d’ailleurs quelconque, satisfasse aux deux
conditions suivantes : 1° si la suite A,, A,, ..., A,, ... a une limite, toute
suite A, A,, ..., formée d’éléments d'indices croissants de la premiére
suite a aussi une limite qui est la méme; 2° si aucun des éléments A,,
A,, ... d’une suite quelconque n’est distinct de A, celte suite a une limite
qui est A.

» Ceci étant, nous appellerons élément limite d’'un ensemble E, un élé-
ment A qui soit la limite d’une suite d’éléments distincts pris dans E. Un
ensemble E sera fermé s'il ne donne lieu & aucun élément limite ou s'il
contient ses éléments limites.

» Nous pourrons dire mainteénant qu’une opération foncuonnelle U uni-
forme dans un ensemble fermé E est continue dans E si les nombres U,
tendent toujours vers U, lorsque la suite quelconque d’éléments de E :
A,, ..., A, ..., a pour limite A, quel que soit I'élément limite A de E.

» Enfin nous appellerons ensemble compact tout ensemble E tel qu'il
existe toujours au moins un élément commun a une suite infinie quelconque
d’ensembles E,, E,, ..., E,, ..., contenus dans E, lorsque ceux-ci (possédant
au moins un élément chacun) sont fermés et chacun contenu dans le pré-
cédent.

» III. Moyennant les définitions précédentes, nous arrivons immédiate-
ment a la généralisation annoncée :

» TrEOREME. — Toute operation fonctionnelle U, uniforme et continue dans
un ensemble compact et ferme E : 1° est bornée dans E; 2° y atteint au moins
une fois sa limite supérieure.

» 1V. Le théoréme précédent faisant jouer unréle important i la notioo
d’ensemble compact, il y a lieu d’étudier les propriétés d’un tel ensemble.
On y parvient plus facilement au moyen de la proposition suivante :

» La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E soit compact

est que tout ensemble E, formé d’une infinité d’cléments distincts contanus
dans E danne lieu a ur élement limite au moins.
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» La définition montre aussi que les ensembles compacts jonissent de
propriétés analogues a celles des ensembles limités de paints de I'espace.
En particulier, tout ensemble formé d’un nembre fini d’éléments distinots
est compact, tout ensemble farmé d’un nombre fini d’ansambles compaete
est lui-méme compact, tout ensembla contenant un ensemble non compaet
est nan compact,

» Ce¢ rapprochement s’explique lorsqu’on remarque que, en prenant
comme éléments les points d’ung droite par exemple, et en adoptant la
définitian ordinaire de la |imite d’une suite de points, an trouva que laut
ensemble limité de points d une drojte est un ensemble campacs. Un intervalls
(ou1 les extremités sont comprises) sera un ensemble eompact at fermé. Qn
retronve aipsi la cas particulier de Weierstrass que nous avons rappela. Le
méme théoréme s’étend 2 l'espa'ca a un nombre finj de dimensians. Qn
peut prouver qu'il s’étend encore (en choisissant convenablement la défi-
nitian de la ljmite) 4 I'espace 4 une infinité dénombrahle de dimensions.
Ces propositions, d’apparenee bien abstraite, comportent de namhreuses
applications, »

Zur Aufkldrung des Zusammenhangs zwischen Auswahlsatz
und Uberdeckungssatz:

Aus: F. Fréchet, Sun quefques points du calcul fonctionel.
Rend. Circ. Matem. Palermo 22 (1806), 1-74 (These).

etwas allgemeinere Begriffsbildung als

die eines vollstdndigen, separierten,

classe normale (V)

perfekten metrischen Raumes.

extremal = folgenkompakt.
Aus: p.26:

42, Thi:orEME.—Svit E un ensemble d’éléments d’une classe normale (V7). Pour que
de toute famille H DENOMBRABLE OU NON *) d’ensembles I tels que tout élément de E soit
intérieur au sens lroit @ an moins Pun d’enx, on puisse extraire un nombre fini d’en-
sembles 1 formant une famille G jouissant de la méme proprictd que H, il faut et il
suffit que E soit extrémal.

*) Dans le cas ot E est un ensemble linéaire, on obtient la généralisaion du théoréme de
M. Borer (voir la note du o° 36) étendu par M. LEszsGus au cas ob la famille H est non dénom-

brable. Sa démonstration (Iv, page 105) ne se généralise pas au cas actuel

Der Begnif$ des metrischen Raumes stammt von Fréchet, die
Bezeichnung von Hausdorff. Fréchet fiihrt in der oben
betrachteten Situation den Begriff der Totalstetigkeit ein
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und vergleicht ihn mit der Folgenkompaktheit. Zu einer vergle-
ichenden Wiirdigung der Beitrage von Fréchet und Hdusdorff vgl.

[12]

[::] Zur Aufkldrung des Zusammenhangs zwischen Auswahlsatz und
ﬁberdeckungssatz.

Aus: F. Hausdorff, Grundziige den Mengenlfehre. Leipzig 1914.
(Erste Auflage).

Kapitef VII: Punkitmengen in aflLgemeinen Rdumen. Zunichst u.a.
Einflihrung der Begriffsbildung des separierten topologischen
Raumes E. ("Hdusdorffsche Umgebungsaxiome').

DEF.: 12 x heipgt Hdufungspunkt einer Menge M < E, wenn in jeder
Umgebung von x unendlich viele Punkte von M liegen.
22 Gebiet:= offene Menge.

§4 Divergente, kompakte, konvergente Mengen.

aus p. 230-231:

Eine unendliche Menge
ohne H#éufungspunkt nennen wir divergent;! das ist ein
Spezialfail einer unendlichen isolierten Menge (Q(A,A},):O). Im
euklidischen Raume ist z. B. die Menge der ganzzahligen Punkte
divergent; die Menge der Punkte, deren Koordinaten die Reziproken
ganzer Zahlen sind, ist unendlich und isoliert. -

Eine Menge ohne divergente Teilmenge nennen wir (nach
M. Fréchet) kompakt; dazu rechnen wir natiirlich auch die end-
lichen Mengen inkl. der Nullmenge. Jede unendliche Teilmenge
einer kompakten Menge 4 hat also mindestens einen (nicht not-
wendig zu . gehorigen) Hdufungspunkt. Jede Teilmenge einer kom-
pakten Menge ist kompakt; die Summe endlich vieler kompakter
Mengen ist wieder kompakt.?

Wir schlieBen hieran zwei sehr wichtige Sitze, die sich auf
kompakte abgeschlossene Mengen beziehen.?

L (Durchschnittssatz von Cantor) Eine absteigende Folge

4,2 4,2 ... kompakter, abgeschlossener, von Null ver-
schiedener Mengen hat einen von Null verschiedenen
Durchschnitt.

* Im euklidischen Raume, der selbst nicht kompakt ist, wird sich zeigen,
daB kompakte und beschriinkte Mengen identisch sind (Kap. VIII, § 10).

® Diese Mengen nennt M. Fréchet extremal, weil jede in ibnen de-
finierte stetige reelle Funktion beschrinkt ist und Extrema (Maximum und
Minimum) hat (Kap. IX, § 1).

II. (Satz von Borel). Ist eine kompakte abge.chlossene
Menge in der Summe einer Folge von Gebieten enthalten,
80 ist sie bereits in einer Summe von endlich vielen Ge-
bieten dieser Folge enthalten.
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Von diesem Satze gilt eine Art Umkehrung, bei der wir aber
statt von einer Folge zunichst von einem beliebigen System oder
Komplex von Gebieten sprechen miissen; beide Sitze werden im
nichsten Kapitel eine Verschirfung erfahren.

IIT. (Umkehrung des Borelschen Satzes) Wenn fiir jedes
System von Gebieten, in deren Summe die Menge .{ ent-
haiten ist, 4 bereits in einer Summe von endlich vielen
Gebieten dieses Systems enthalten ist, so ist 4 kompakt
und abgeschlossen.

Kapitef VIII: Punktmengen in speziellen Raumen.
§3 das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom.

Erflille E das zweite AbzZhlbarkeitsaxiom; aus p.

§8.
aus

Der Borelsche Satz und seine Umkehrung (Kap. VII, & 4, IT IIT)
konpen hiernach dahin verschirft werden, daB im ersten die Folge
von Gebieten durch ein beliebiges System von Gebieten, im zweiten
umgekehrt das System durch eine Folge ersetzt werden darf. Sie
lauten also dann:

VI (Satz von Borel). Ist eine kompakte abgeschlossene
Menge in der Summe eines beliebigen Systems von Ge-
bieten enthalten, so i1st sie bereits in einer Summe von
endlich vielen Gebieten dieses Systems enthalten.

VII (Umkehrung des Borelschen Satzes) Wenn fiir jede
Folge von Gebieten, in deren Summe die Menge 4 ent-
halten ist, .1 bereits in einer Summe von endlich vielen

Gebieten dieser Folge enthalten ist, so ist 4 kompakt und
abgeschlossen.

Metrische Raiime: Bedingungen filir kompakte Mengen.

p- 311 ff:

Jedenfalls aber ist, wie wir gleich sehen werden, fiir eine kom-
pakte Menge die Bedingung der Beschriinktheit und sogar eine noch
schirfere notwendig. Wir wollen eine Menge total beschrinkt
nennen, wenn sie fiir jedes positive g in einer Summe end-
lich vieler Kugeln vom Radius o enthalten ist.

II. Jede kompakte Menge ist total beschrinkt.

Wir nennen (a,, a,, -..) eine Funda-
mentalfolge, wenn fir jedes positive ¢ fast alle Punkte in einer
Kugel vom Radius o liegen, wenn also fiir jedes o ein Punkt z
und eine Zahl n existiert derart, daB a ,a ., ... von z eine Ent-
fernung < ¢ haben. Alle diese Punkte haben dann voneinander
eine Entfernung < 29, und wir kdnnen eine Fundamentalfolge also
auch durch die zweite Bedingung definieren®: fiir jedes positive o
soll eine Zahl n existieren so, daB a,a <o fir p=n,¢= n. | Wie
oben sieht man, daf eine konvergente f’olge eine Fundamentalfolge
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ist, und umgekehrt eine Fundamentalfolge nur konvergent oder
divergent sein kann. FEine leichte Uberlegung formt IV in den
Satz um:

V. Damit jede total beschrinkte Menge kompakt sei,
ist die Konvergenz jeder Fundamentalfolge notwendig und
hinreichend.

Zur Aufklarung des Zusammenhangs zwischen Auswahlsatz
und {iberdeckungssatz:

Aus: P. Alexandroff und Paul Urysohn, Zur Theorie den topo-
Logischen Raiime. Math. Ann 92 (1924), 258-266.

Zur Theorie der topologischen Riume.
Von
Paul Alexandroff und Paul Urysohn t in Moskau.

Ein topologischer Raum R entsteht, wenn wir in einer Menge E (dic
ganz abstrakt gegeben sein kann) gewisse Teilmengen, die Umgebungen
ihrer samtlichen Punkte, derart definieren, daB die bekannten vier
Hausdorfischen Umgebungsaxiome!) damit zur Geltung gebracht werden.
Ein topologischer Raum kann gleichzeitig durch verschiedene Umgebungs-
systeme definiert werden, die dann aber notwendig gleichwertig?) sind.
Auch umgekehrt definieren, unserer Fassung nach, gleichwertige Um-
gebungssysteme stets einen einzigen topologischen Raum. Dieser Punkt
scheint uns methodologisch von groBer Wichtigkeit zu sein, wir diirfen
aber hier nicht weiter auf ihn eingehen — wir wollen hier nur eine
kurze Ubersicht der Hauptergebnisse unserer Untersuchungen im Gebiete
der allgemeinen Topologie angeben; fiir eine genaue Durchfiihrung der
Beweise sowie auch fiir die Konstruktion der zahlreichen Beispiele ver-
weisen wir deshalb auf eine Arbeit, die bald in der Zeitschrift ,,Funda-
menta Mathematicae‘ erscheinen soll.

1. Unter allen topologischen Rdumen spielen, wie bekannt, die kom-
pakten®) Raume eine besonders wichtige Rolle. Falls wir einen jeden der
Relation*)

[U(&)-M| = | M|
geniigenden Punkt £ des Raumes R als vollstindigen Hdufungspunkt der
im Raume R gelegenen Menge I bezeichnen, besteht ersichtlich folgender

') Hausdorff, Grundziige der Mengenlebre, Kap. VII, 8. 213.

%) Hausdorfl, loc. cit., S. 260.

%) Hausdorff, loc. cit., S. 280; ein kompakter Raum ist natiirlich in sich kompakt.

%) Wir bezeichnen durch U (%) eine jede willkiirlich gegebene Umgebung des
Punktes §{ im Raume R, durch 4-B-C... bzw. /T A, den Durchschnitt der Mengen
A, B, C,... bzw. der Mengen 4,, durch A+ B~ C... bzw. X 4, die Vereinigungs-
menge der (nicht notwendig el tefremden) Mengen A, B, C, ... bzw. 4,; die
Machtigkeit der Menge M soll stets mit | M ' bezeichnet werden.
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P. Alexandroff und P. Urysohn +. Topologische Riume. 259

Satz I,. — Damst der topologische Raum R kompakt sei, ist eine jede (wnd folglich
alle drei) der folgenden Bedingungen notwendig und Rinreichend:

A,. Eine jede abzdhlbare im Raume R gelegene Menge I besitzé daselbst einen
vollstindigen Haufungepunks.

B,. Eine abzihlbare absteigende Folge (in R) abgeschlossener vom Null verschie-
dener Mengen hat einen von Null verschiedenen Durchschnitt.
C,. Ist der Raum R in der Summe einer abzihlbaren Menge von Gebieten end-

halten, 8o ist er bereits in einer Summe von endlich vielen Gebieten dieser selben Menge
enthalten.

Nun 1aBt sich folgender Satz beweisen:

Satz I. Folgende dres Eigenschaften A, B, C sind unteresnander
dqusvalent (d. h. ein jeder topologischer Raum R, der irgendesne von
diesen Eigenschaften hat, besitzt auch die beiden anderen):

A. Eine jede im Raume R gelegene unendliche Menge M bestizt
einen vollstindigen Hdufungspunkt.

B. Eine jede wohlgeordnete absteigende Menge®) abgeschlossener von
Null verschiedener Mengen hat einen von Null verschiedenen Durchschnstt.

C. Ist der Raum R in der Summe eines Systems (beliebiger
Mdchtigkest) von Gebieten enthalten, so ist er bereits in esner Summe
von endlich vielen Gebieten dieses Systems enthalten®*).

Die Aquivalenz (B ~ C) liBt sich durch formale Betrachtung von
Produkt-, Summen- und Differenzbildungen ohne wesentliche Schwierig-
keiten beweisen. .

Indem wir mit dem Zeichen — das Wort ,folgt* ersetzen, beweisen
wir zunichst, daB C — A; vorausgesetzt, es sei nicht der Fall, es existiere
also eine unendliche Menge IR und eine gewisse Umgebung U,(x) eines
jeden Punktes z des Raumes R, so daB

| M-y ()| < | M|
ist, so gelangen wir sofort zu einem Widerspruch: der ganze Raum ist
namlich zufolge der Eigenschaft C bereits in der Summe einer endlichen
Anzahl von Gebieten U,(z) enthalten, und die Menge IR erscheint als

Vereinigung endlich vieler Mengen U, (z) I von kleineren Méchtigkeiten,
was offenbar unméglich ist.

%) Diese Menge wird nachher mit © bezeichnet.

ss) In verschiedenen anderen Voraussetzungen (nicht in topologischen Riumen )
sind analoge Satze von Moore (Proo. Nat. Ac. Sciences 5, 1919), Fréchet (Ann. Ec.
Norm, 1921), Sierpifiski (Fund. Math. 2) u. A. bewiesen worden.
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