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ZUR ENTWICKLUNG DER KOMPAKTHEITSSCHLUSSWEISEN

vo n

*Klaus Gero KALB

§O. Einleitung. Grundlegende Sitze der Analysis, die auf
KompaktheitsschluBweisen beruhen, sind der Satz von der Ex-
tremwertannahme und der Satz von der gleichm~Bigen Stetig-
keit (einer stetigen reellwertigen Funktion auf einem ab-
geschlossenen beschrankten Intervall). Eine Formulierung
dieser sowie einiger weiterer historisch zu diskutierender
Satze finden Sie im dem Anhang unter Numm er OJ. Eine
einheitliche Behandlung dieser Sitze - auch in abstrakten
Situationen - erfolgt he.ute. mit dem Dberdeckungssatz, der
im deutschen und angels~chsischen Sprachraum als "Satz von
Heine-Borel", im franzosischen Sprachraum als "Satz von Bo-
rel-Lebesgue" bezeichnet wird. Dieser Satz wurde aber erst
1894 von Borel (und auch zunachst nur fUr den Spezialfall
abz~hlbarer Vberdeckungen) angegeben. Dagegen sind die ubri-
gen Satze in die Zeit yon 1860-1880 einzuordnen. In diesem
Zusammenhang ist als altere SchluBweise der der heute meist
als "Satz von Balzano-Weierstrass" bezeichnete Auswahlsatz

* Eine Kurzfassung ~lrde vorgetragen auf der DMV-Tagung 1983 in Koln
(5ektion Geschichte der Mathematik). Die Arbeit beruht auf dem Kapi-
tel "Kompak t; he i tsschluBweisen" meiner zwe i s tiiridi.gen Vo rLe sun g
"Geschichte der reellen Analysis" vom 55 1982 und 55 1986.
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zu nennen. - Es 5011 hier versucht werden, die geschicht-
liche Entwicklung dieser Satze, insbesondere die allmahli-
che Aufklarung des Zusammenhangs zwischen Auswahlsatz und
Uberdeckungssatz, zu schildern. Hierbei 5011 schwerpunkt-
maSig der Fall des euklidischen Raumes behandelt werden,
wahrend auf die etwa ab 1905 erfolgende Abstrahierung der
SchluSweisen im Rahmen der im Entstehen begriffenen mengen-
theoretischen Topologie nur kurz eingegangen werden kann.
Hierzu sei auf die informativen Arbeiten von Jean-Paul Pier
(vgl. Literaturverzeichnis) hingewiesen.

Bevor ich in die Details gehe, eine kurze Bemerkung
liber den Stand der Analysis um 1870: In dieser Zeit erfolg-
te die arithmetische Begrlindung der reelen Zahlen durch
Wererstrass, Meray, Cantor und Dedekind. Nach wichtigen An-
satzen von Cauchy, Balzano, GauS und Abel in den Jahren
1800-1825 fanden die Grundlagen der Analysis ihre endglil-
tige Ausformulierung in einer zweiten Prazisionsstufe vor
allem in der Weierstrass' schen Vorlesungen in Berlin ab 1861;
hier spielte zunachst mlindliche Uberlieferung eine wesent-
liche Rolle, bis ab 1870 sich Weierstrass' Schiller und an-
dere Mathematiker in Fachaufsatzen in Crelles Journal und
den jungen Mathematischen Annalen auch mit Grundlagenfra-
gen der Analysis beschaftigten. Wesentlich flirdie Verbrei-
tung des Weierstrass'schen Gedarurenguteswar eine Arbeit von
Heine von 1872 in Crelles Journal (Band 74) mit dem Titel
"Die Elemente der Funktionenlehre". Wie diese ei.nf l.uSreiche
Arbeit einzuordnen ist, wird besonders deutlich durch eine
FuSnote, in der Heine schreibt: "Den allgemeinen Gang des
Beweises einiger Satie ... nach den Prinzipien des Herrn
We~e~¢~~a¢~ kenne ich durch mlindliche Mitteilungen von ihm
selbst, von Herrn Sehwa~z und Can~o~, so daS bei diesen Be-
weisen nur die Durchfiihrung im Einzelnen von mir herriihrt."

s i . Die Entstehung der xonp ak the t t s s ch luswe t s en der Gruppe A.
Die Entstehung der KompaktheitsschluSweisen der Gruppe A
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(vgl. den Anhang ist noch in die Phase der mundlichen
Uberlieferung von Weierstrass' Vorlesungen und des Brief-
wechsels in den Jahren 1860-70 einzuordnen. So stutzt sich
Cantor 1870 bei einer Arbeit tiber trigonometrische Entwick-
lung en auf das unte~ OJ erwahnte Lemma von Schwarz, das
dieser ihm miindlLch mitgeteilt habe. In einer Pu Bnot.eheiBt
es, daS dieses Lemma sich seinerseits auf den "in den Vor-
lesungen von Herrn Weierstrass haufig vorkommenden und be-
wiesenen Satz" von der Extremwertannahme stutze: vgl. [IJ.
In dieser FuSnote weist Cant or auch auf den - heut e gebrauch-
lichen-Beweis des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
durch Ossian Bonnet hin; darin wird der Mittelwertsatz auf
den Satz von Rolle zuruckgeflihrt, der seinerseits mit dem
Satz von der Extremwertannahme bewiesen wird. (Cauchy hatte
den Mittelwertsatz nur .fur 6tetig differenzierbare Funktio-
nen bewiesen).

Weiffstrass fuhrte den Satz von der Extremwertannahme
auf den Auswahlsatz zuruck, wie es z.B. bei einer von Dugac
referierten Vorlesungsmitschrift von 1874 zu verfolgen ist;
vgl. [D. Sein Beweis fur den Auswahlsatz flirR ist lihnlich
dem ~on ihm zuvor gegebenen Beweis fur die Existenz des
Supremums beschrankter Folgen und Weierstrass zitiert in
diesem Zusammenhang Bolzanos bertlhrat e Arbei t von 1817 "Rein
analytischer Beweis des Lehrsatzes, daS zwischen je zwei \~r-
ten, die ein entgegengesetztes Resultat gewahren, wenigs-
tens eine reelle Wurzel der Gleichung liege", in der im Zu-
sammenhang mit dem Beweis des Zwischenwertsatzes die Exi-
stenz des Supremums beschrankter Folgen wahl erstmals strin-
gent gezeigt wird (durch Ruckflihrung auf die von Balzano hier
erstmals bereits vor Cauchy hervorgehobene Vollstandigkeit
von R). Aus Mitteilungen von H.A. Schwarz ist zu entnehmen,
das Weierstrass diese Arbeit von Balzano schon vor 1870 ge-
kannt haben muS. So schreibt Schwarz 1870 an Cantor, das
"ohne die SchluSweisen, die von Weierstrass von den Prinzi-
pien Bolzanos ausgehend entwickelt worden sind, bei v'elen
Untersuchungen keine Fortschritte erzielt worden waren".
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Auch an anderer Stelle spricht Schwarz (vgl. [DD). offensicm-
lich auf den Auswahlsatz gemUnzt von einer "von Bolzano er-
sonnenen und Herrn Weierstrass weiterentwickelten Schlu/3wei-
se". In der Literaturzusammenstellung, die in der WUrdigung
der Beitrage von Bolzano durch Otto Stolz 1881 (vgl. [11]).
enthalten ist, wird aber keine Arbeit von Bolzano angegebe~~
der der Auswahlsatz oder der Satz von der Extremwertannahme
explizit auftreten. Stolz bezieht die Nennung des Namens
von Bolzano in diesem Zusammenhang nicht auf die explizite
Formulierung, sondern auf von Weierstrass aufgegriffene
Ideen aus Bolzanos Beweis fUr die Existenz des Supremums;
er teilt mit, da/3 ihm Schwarz diese seine Einschatzung
brieflich bestatigt habe.

Eine erste Ve~o66entlichung des Auswahlsatzes (aber
ohne Beweis) findet man in einer Arbeit von Cantor 1872;.
vgl. m. Eine Formul ierung dieses Satzes fur Rn mi t Beweis
ist in einer Arbeit von Cantor 1884 enthalten: vgl. m.
Der Beweis stUtzt sich auf das nach Cantor benannte Schach-
telungsprinzip. Interessant ist hier die folgende Zuerken-
nung der Idee der SchluBweise durch Cantor selbst: "Ich be-
merke, daB die hier angewandte Beweismethode, welche wohl
schwerlich durch eine wesentlich andere ersetzt werdenkann,
ihrem Kerne nach sepr alt ist; in neuerer Zeit findet man
sie u.a. in gewissen zahientheoretischen Untersuchungen mn
Lag~ange, Legend~e und Vi~ichlet und in Cauchy'~ 'Cours
d'AnaIyse' (Note t roi si eme ) und einigen Abhandiungen von
Weie~~t~a~~ und Balzano; es erscheint mir daher nicht rich-
tig, sie vorzugsweise oder ausschIieBIich auf Balzano zu-
rUckzufUhren, wie solches in neuerer Zeit beliebt geworden
ist".

Diese Einschatzung Cantors verhindert aber nicht mehr,
daS in dem Bnzyk l.op ad i e-Ar t ikeI "Mengeniehre" von Schoenflies
1898 (vgl.[5])der Auswahlsatz endgUltig als "Satz von Bolzano-
Weierstrass" bezeichnet wird. Es ist eine Ironie der Mathe-
matikgeschichte, daB in einem bereits 1830 geschriebenen,
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aber erst 1930 veroffentlichten Manuskript von Bolzano der
Satz liber die Extremwertannahme explizit formuliert und
sein Beweis auf den Auswahlsatz zurlickgefuhrt wurde: vgl.
m·
§2. Die Entstehung der KompaktheitsschluBweisen der Gruppe B.
Wir kommen nun zur historischen Diskussion der Entwicklung
der Gruppe B von SaLzen, die heute meist mit dem Uberdeauns-
satz begrUndet. werden, zur.Zeit ihrer Entstehung aber auf
den Satz von der Existenz des Supremums, den Auswahlsatz
oder den Satz von der Extremwertannahme zurlickgeflihrtwur-
den. Es zeigt sich aberin d~~ Nach~ich~, daB ein Teil dieser
Beweise bei nur geringfligiger Modifikation eine Begrlindung
flir den Uberdeckungssatz liefert. Man darf diese Bemerkung
aber nicht so verstehen, daB die Autoren bereits vor Borel
im Besitze dieses Satzes gewesen waren. Vielmehr ging es
ihnen urn ganz konkrete Aussagen liber Funktionen oder Reihen
von Funktionen. Die,mengentheoretische Denkweise, die zur
Erfassung des Uberdeckungssatzes notwendig ist, war den Ana-
lytikern der 70-er Jahre noch weitgehend fremd.

Zunachst zur Entwicklung des Konzepts der gleichmas-
sigen Stetigkeit: Cauchy identifizierte 1823 bei seinem Be-
weis fur die Existenz des· bestimmten Integrals einer steti-
gen Funktion f: [a,bJ + R unb~wi~~~n~~w~i~~ die punktweise
Stetigkeit mit der gleichmaBigen Stetigkeit von f auf [a,bJ.
Dirichlet hat dann in seinen Vorlesungen liber Integrations-
theorie in diesem Zusammenhang implizit die gleichmaBige Ste-
tigkeit vonf bewiesen. In den Blickpunkt der mathematischen
Offentlichkeit trat deT Beg~iff der gleichmaBigen Stetigkeit
erst ab 1870 vor allem durch die Beitrage von Heine: In den
SchluBbemerkungen zu einer Arbeit von 1870 geht er auf ver-
schiedene Stetigkeitstypen von Funktionen zweier Veranderli-
cher ein und flihrt (vgl. CQ) die gleichmaBige Stetigkeit als
eine neue Vo~au~6e~zung ein. Carl Neumann greift in einer
Arbeit von 1871 den Vorschlag von Heine auf und setzt bei
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seinen Betrachtungen ausdrucklich die gleichmaSige Stetig-
keit der von ihm betrachteten stetigen Funktionen auf einer
kompakten Mannigfaltigkeit voraus (vgl.oo): Erst im Fol-
gejahr 187Z beweist Heine als SchluSsatz seiner oben bereits
erwahnten Arbei t "Die Elemente der Funktionenlehre" den Satz
von der gleichmaSigen Stetigkeit fur FunQtionen eine~ ~eei-
ten Va~iabien; vgl. I}]. -Wir wollen uns Heines Beweis
kurz ansehen.

Satz von Heine: Eine stetige Funktion f: [a,b) + R
ist auf [a,b] gleichaaBig stetig.

Bewei.6 (Crelles J. 74, 1872; vgl. 0) :Sei c > 0 beliebig,

{

Fur jedes y t!:.[a,b)existiert ein
punktweise Stetigkei t von f ~ maximales y'"~ (y,b], so da8

If(x)-feY)I ~ 3e: fiir alle
x e::[y,y"'j.

* ba y y

Setze
'"xl a, .
'" falls b,Xz xl xl <
* falls b,x3 Xz Xz <

etc ....

'"Wenn a < a = xl < Xz < ... < xn
mit 8 = min (xk-xk-l):

k= 1

I f(x) -fey) I ~ 9e: fur aLl e x,ye:: [a,b] mit [x-y ] ~ 8.

b fur ein n e::N, so gilt

Der Fall a = xl < Xz < .. " <b kann aber nicht eintreten, denn
er fuhrt unter Verwendung der Stetigkeit von f in x = lim ~

J'}-><x>

zu einem Widerspruch zur Definition der xn"

Wi~ sehen heute sofort, da8 Heines Argument den Uber-
deckungssatz flir [a,b) flir beliebige offene UberdeckungeL
G zeigt:
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Heines Argument zeigt den Uberdeckungssatz flir
[a,bJ flir betiebige offene Uberdeckungen G:

[a,b] c U
G€G {

Flirjedes y L [a,b)existiert
v" e: (y,b], so daB fur al Le x

G ~
[y,x] c G fur ein G IE: G

ein maximale~
-= [y,y*)gilt:

Setze
*x, a ,
* fallsXz x, x, < b,
*x3 Xz falls Xz < b ,

etc ....

*Wenn a < a = x, < Xz < •• , < xn = b fur ein n e:: .N, so folgt
die Behauptung (denn jedes der Intervalle [a,x,], [xl 'Xz]' ...
wird von zwei Mengen aus G liberdeckt).
Der Fall a* xl < Xz < .•• < b kann aber nicht ein t ret en , denn
er flihrt unter Betrachtung von x = lim xn zu einem Wider-n+oospruchzur Definition der xn'

1m selben Band vonCrelles Journal geht Schwarz in
einer Arbeit liber die Integration der Potentialgleichung auf
die erwahnte Vo~au~~e~zung der gleichmaBigen Stetigkeit in
der Arbei t von Neumann ein und bemerkt (vgl. @), das auf
Grund des Satzes von Bolzano-Weierstrass "ohne Schwierig-
keiten der Nachweis geflihrt werden kann", daB bei Funktionen
auf einem abgeschlossenen Rechteck beide Stetigkeitskonzepte
zusammenfallen. Dabei denkt er anscheinend an einen (heute
wohlbekann te-n) direkten Widerspruchsbewei s. (Angenommen,
eine stetige Funktion £:1 + R (I ein abgeschlossenes Inter-
vall des R2) ist nicht gleichmaBig stetig auf I. Dann exi-
streren ein c > a und fUr n = ',Z,... Punkte xn'Yn L I mit
Ix -Y I < 1 J"edoch If(x )-f(y ) I ~ E. Nach dem Satz vonn n n' n n
Bolzano-Weierstrass (oBdA; genauer sind Teilfolgen zu betrach-
ten): x,y +ae:I. Dann a = If(a)-f(a)1 = limlf(x)-f(y)! ~cn -n n+oo n n
Widerspruch) "
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Die Folgejahre brigen weitere Beweise fUr den Satz von
der gleichmaBigen Stetigkeit, durch die der Zusammenhang
zwischen dem Auswahlsatz und dem tlberdeckungssatz (ohne daB
dies so ausgesprochen wird) weitgehend aufgedeckt wird und
KompaktheitsschluBweisen entwickelt werden, die auch bei
anderen Problemstellungen erfolgreich eingesetzt werden kan-
nen. - Ich kann hier nur einen Beweis von Jacob LUroth kurz
diskutieren.

J. LUroth: Beme~kung Ube~ d~e gle~chmaB~ge Stetig-
ke~t. Math. Ann. 6 (1873), 319-320.

I eRn beschranktes abgeschlossenes Intervall; f:I + R ste-
tjg.

Beh.: fist auf I gleichmaBig stetig.
Bew.: Sei £ > O.

punktweise Stetigkeit von f q

{

Zu jadem x 'i: 1 existiert P

so daB
sup{If(x')-f'(x")I: x',x" e:

D [x] n I} ~ Eo
P

Px> 0,

Sei p(x):= sup{px:a1le px} (x e: I).
x--- p(x) ist stetig auf I (denn Ip(x)-p(y)! < !x-yl),
p(x) > 0 fur aIle x 'i: I.
"Nach einem Satz von Herrn Weierstrass" ist

p = min{p(x):x e::I} > O.

Damit gilt fur aIle x,ye:: I:

Ix-YI .::;o (~ p(x)) ~ If(x)-f(y) I ~ £ •

Lliroths SchluBweise zeigt auch die Gliltigkeit des
Oberdeckungssatzes fUr bei~ebige (nicht nObrendig abzahlbare)
offene Uberdeckungen G von I: Nach dem obigen Argument exi-
stiert namli ch ein festes 0 > 0, so daB fUr jedes x e: I die
Kreisscheibe Dp[x] in einer der Mengen aus G enthalten ist.
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Da aber I dureh endlieh viele Dp[x] liberdeekt wird, hat man
eine endliehe TeilUberdeekung von G flir I. Die SehluBweise
zeigt sogar, daB jeder folgenkompakte (folglieh totalbe
schrankte)metrisehe Raum die Uberdeekungseigensehaft hat.

Dini benutzt 1878 beim Beweis des naeh ihm benannten
Satzes die Llirothsehe SehluBweise. Pringsheim gibt 1894 an,
daB Weierstrass mi.t diesel' SchluSwe i se aueh den Satz von del'
gleiehmaBigen Konvergenz bewiesen habe; er versueht diesen
Beweis zu modifizieren, wobei er dem Uberdeekungssatz greif-
bar nahe kommt, ohne ihn ganz zu erf assen (vgl. ®). Eine
Prazisierung seines Ansatzes (wie sie spateI' dureh Sehoen-
flies (vgl. [7J) erfolgte) gibt eine di rekt e Riickf ilhrun g des
Uberdeekungssatzes auf den Auswahlsatz (ohne Umweg libel'den
Satz von Weierstrass).

§3. Borels Uberdeckungssatz. Als E. Borel in seiner Th~se
von 1894 den Dberdeekungssatz erstmals explizit ausspraeh,
hatte er noeh kein allgemeines Beweisprinzip im Auge, son-
dern mehr ei.nen Hilfssatz, den er bei del' Behandlung einer
6unktionentheo~eti6Qhen Fragestellung an ganz spezifischer
Stelle benotigte. Er formulierte seinen Satz aueh spezieller
und gab ihm einen ganz anderen Beweis, als es naeh der obi-
gen Analyse bereits vorliegender Kompaktheitsschlu8weisen
moglieh sehien. Die Erkenntnis del' grundlegenden Bedeutung
des Uberdeekungssatzes fur die Analysis sowie seines Zusam-
menhangs mit den bereits vorliegenden Methoden kann erst
zehn Jahre spateI' als abgesehlossen angesehen werden.Es ware
deshalb historisch wiehtig, den genauen AnlaB fUr die erste
Formulierung des Uberd~ekungssatzes zu kennen, worauf ieh
hier abel' aus Pllitzgrunden nieht eingehen kann Cvgl. hierzu
die Darstellung in [14J).

Die urspriinglLche Borelsehe Formulierung seines Satzes
finden Sie unter ®; wiehtig ist, daB abza.h.e.ba~e Ausgangs-
U berde~kungen vo rausgeset zt werden. Die Te i.Lilberdeckun g wird
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- im Verstandnis Borels - ~on~t~u~tiv durch Induktion uber
die abzahlbaren Ordinalzahlen gewonnen: Das Induktionsver-
fahren kommt vor dem Erreichen der ersten uberabzahlbaren
Ordinalzahl zum Stillstand, weil dabei immer wieder neue
Uberdeckungsintervalle benotigt werden, aber nur abzahlbar
viele solcher Intervalle zur Verfugung stehen. Der Borels-
che Beweis ist somit ganz wesentlich an die Abzahlbarkeits-
voraussetzung und an den Spezialfall linearer Intervalle
gebunden. Borel war sich 1894 ganz sicher noch nicht der
Verallgemeinerungsfahigkeit und damit erst vollen Tragfahig-
keit seiner SchluSweise bewuSt sowie ihres Zusammenhangs mit
den bereits vorliegenden Kompaktheitstechniken.

Die folgenden zehn Jahre bringen nun die Adaption des
Oberdeckungssatzes durch die Analytiker, seine Formulierung
in der gebotenen Allgemeinheit und die Aufklarung des Zusam-
menhangs mit den alteren SchluSweisen: In dem Enzyklopadiear-
tikel "Mengenlehre" von A. Schoenflies von 1898 (vgl. [5]) ist
der Oberdeckungssatz noch nicht erwahnt. Borel wiederholtihn
im gleichen Jahre in den Praliminarien zu seinen 'Le~ons sur
la theorie des fonctions', und zwar unter den glekhen ein-
schrankendenVorausset zungen, aber mite inem neuen Widerspruchs-
beweis durch Rlickflihrung auf das Schachtelungsprinzip. A.
Schoenflies nimmt 1900 den Satz in seinen DMV-Bericht "Die
Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten" (vgl.
[6]) unter der Bezeichnung "Satz von Heine-Borel" auf, bei
Reproduktion des ursprlinglichen Borelschen Beweises. An an-
derer Stelle beweist Schoenflies den Satz von der gleich-
maSigen Stetigkeit (in n Variablen) unter Prazisierung der
KompaktheitsschluSweise von Pringsheim, merkt aber (wohl
als erster) auch an, daS dieser Satz.eine unmittelbare Folge
des Uberdeckungssatzes ist. Die Loslosung von der Voraus-
setzung der Abzahlbarkeit des uberdeckenden Ausgangssystems
erfolgt 1903/05 in den "Le~ons sur l'integration et la re-
cherche des fonctions primitives" von H. Lebesgue, wo der
Satz dann wesentlich beim Aufbau der MaStheorie verwendet
wird, ferner in Noten von W.H. Young (Proc. London Math.
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Soc. (1) 35 (1902/3),p.384) und F. Riesz (CR Paris 140(1905)
224-226). Riesz schreibt: "In dieser neuen Form erweist sich
das Theorem als gemeinsame Ausgangsbasis fur mehrere Funda-
mentalsatze der Theorie der Funktionen einer rellen Veran-
derlichen" und gibt als Beispiele die Sat ze von der Extrem-
wertannahme und von der gleichmaBigen Stetigkeit an. - In
einer Folgenote "Sur une propri et e des ensembles f errnes" von
1905 (CR Paris 105, 298-300) (in der er auch auf die Aqui-
valenz von Dberdeckungseigenschaft und Abgeschlossenheit bei
beschrankten Teilmengen von.R hinweist) nimmt Borel zu die-
ser weiteren Entwicklung Stellung. Er bestatigt dabei die
Rieszsche Einschatzung, daB der Oberdeckungssatz erst durch
die Befreiung von der Abzahlbarkeitsvoraussetzung seinen
vollen Wert gewinne, wobei er diese Verallgemeinerung Lebes-
gue zuschreibt: "Ich bin glUcklich darUber, daB mir die Ge-
legenheit gegeben ist, anzuzeigen, welches der Anteil von M.
Lebesgue bei diesem verallgemeinerten Satze und seinen An-
wendungen ist". \'iohldUTCh diese Bemerkung ist in Frank-
reich die Bezeichnung "Satz von Borel-Lebesgue" Ublich ge-
worden. Es ist in diesem Zusammenhang anzumerken, daB der
sag. "Uberdeckungssatz von Lindelof" (Uber die Existenz ab-
zahlbarer TeilUberdeckungen beliebiger offener Oberdeckun-
gen) bereits 1903 unabhangig durch E. Lindelof (CR Paris 137,
697) und W.H. Young bewiesen wurde (von letzterem ausdrUck-
lich zu seiner - oben bereits erwahnten - Verallgemeinerung
des Borelschen Satzes auf Uberabzlihlbare Uberdeckungen), von
Borel aber offensichtlich Ubersehen wurde. - Borel gibt in
der gennanten Note noch einen weiteren Beweis des Uberdeck-
ungssatzes an, den er einer brieflichen Mitteilung von Baire
verdanke; dieser Beweis ist genau die Adaption des oben dis-
kutierten Lurothschen ieweises des Satzes von Heine auf die
mengentheoretische Situation.

Mittlerweile war auch in der amerikanischen Literatur
die Bezeichnung des Uberdeckungssatzes als "Satz von Heine-
Borel" aufgetreten. Borel nimmt hierzu - fiilschlicherweise -
wie folgt Stellung: "Dieser Beweis von M, Baire ist nicht
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ohne Ahnlichkeit mit dem, den Heine fur die GleichmaSigkeit
der Stetigkeit (Crelles J. 74) gegeben hat. Zweifellos liegt
es an dieser Analogie, daS gewisse Autorem dem in Frage ste-
henden Theorem die Bezeichnung'Satz von Heine-Borel' gege-
ben haben". - Schoenflies erlautert diese von Borel offen-
sichtlich nicht ganz anerkannte Bezeichnung des Uberdeckungs-
satzes 1907 (cf. [7J) wie folgt: "Der Unterschied beider
Satze ist nur der, daS Heine nur die Stetigkeitsaussage im
Auge hatte, wahrend das (Borelsche) ... Theorem den allge-
meinen geometrischen Inhalt des SchluSverfahrens enthalt,
mit dem Heine operiert; es gobt den Beweisgrund des Heine-
schen Satzes seinen allgemeinsten geometrischen Ausdruck".

Die Jahre nach 1904 bringen eine "Explosion" von Be-
weisen fur den tiberdeckungssatz (vgl. Enzykl. II C.9, p.
885). In einer CR-Note von 1912 reiht Borel eine Version des
Uberdeckungssatzes unter die "Fundamentalsatze der Theorie
der reel len Funktionen" ein. In der 1913 erschienenen revi-
dierten Fassung (vgl. [9]) seines DMV -Berichtes von 1900
schreibt Schoenflies bereits, daS sich der Uberdeckungssatz
"sich mehr und mehr als einer der wichtigsten Sa t ze fur die
Theorie der Punktmengen herausgestellt hat ..." und weiter,
das er "den wesentlichen Beweisgrund fUr eine Reihe wich-
tiger Sa t ze aus Geometrie und An aly si s" bildet.

§4. Abs trahierungen. AbschlieSend md ch t e ich in einer ganz
kurzen Skizze auf die Entwicklung des heutigen ab6t~aQten

Kompaktheitsbegriffes eingehen. Der Ursprung hierzu ist
wohl hauptsachlich in der Diskussion des Dirichletschen
Prinz ips zu sehen, bei dem - wie WeierstraS 1870 kritisiert
hatte - der Satz von der Extremwertannahme ungeprUft in
einer allgemeineren Situation ais der von stetigen Funk-
tionen einer nume~~~ehen Veranderlichen angewendet wird.
Bei der Rehabilitierung des Dirichletschen Prinzips ver-
wenden Arzel~ 1895 und Hilbert 1905 eine AuswahlschluS-
weise fUr Mengen stetiger Funktionen, die 1884 von Ascoli
erstmals angegeben worden war. 1904 betrachtet Frechet
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(vgl.®) - magI icherweise VOl' diesem Hintergrund - auf
einem ganzlich abstraktem Raum einen axiomatischen Limes-
begriff, fUhrt die Kompak~hei~ - die Bezeichnung stammt vom
ihm - einer Menge E ein als - wie wir heute sagen - relative
Folgenkompaktheit und zeigt den Satz von Weierstrass fur
stetige reellwertige Funktionen auf einer kompakten abge~
schlossenen~enge. Diese Definition wiI'd in seiner These von
1906 - in del' nun die Namen von Ascoli, Arzel~ und Hilbert
auch angefUhrt werden - aufgegriffen; im Kern erfolgt hierin
(vgl.~) fur die von Frechet eingeflihrten metrischen Rau-
me der Nachweis del' Xquival~nz von Folgenkompaktheit und
Uberdeckungseigenschaft; auch die heute sog. Totalbesch-
ranktheit wird in diesem Zusammenhang bereits diskutiert.
Hausdorff fuhrt 1914 in seinem Buch "GrUndzuge del'Mengen-
lehre" die separierten toplogischen Raume ein und nennt (vgl.@)nach Frechet eine Menge E kompakt, wenn jede unend-
liche Teilmenge von E einen Haufungspunkt besitzt. Er gibt
die endgultige - bei Frechet noeh mi Ballast behaftete - Dis-
kussion del' verschiedenen Kompakthei t.sbegriffe f ilr metrische
Riiume und weist fur Hausdorffraume mit 2. Abzahlbarkeits-
axiom nach, daB eine Menge genau dann die Uberdeckungsei-
genschaft (bzgl. beliebiger offener Uberdeckungen) besitzt,
wenn sie kompakt und abgeschlossen ist. Hiermi t ist die Ent-
wicklung zu einem ersten AbschluB gebracht.

Gleichzeitig zeigt abel' Hausdorffs Disku~sion - wegen
del' Zusatzforderung des 2. Abzahlbarkeitsaxiomes - gewisse
Schwachen der Frechet-Hausdorffschen Kompaktheitsdefinition,
wenn es sich urn allgemeinere als metrische Raume handelt ..
In den Folgejahren wurden fur diesen Fall verschiedene ande-
re - nicht aquivalente. - Kompaktheitsdefinitionen disku-
tiert, u.a. von Frechet, Kuratovski - Sierpinski und Alexan-
droff-Uryhson (vgl. hierzu J.P. Pier [7J). Letztere nannten
1924 eine Menge in einem Hausdorffraum kompak~, ·~enn sie ~e
Uberdeckungenschaft bzgl. abzahlba~e~ und blkompak~, wenn
sie diese Eigenschaft bzgl. belieblge~ offener Uberdeckungen
besitzt und charakterisierten beide Begriffe durch ent-
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sprechende Heine-Borel-Eigenschaften (vgl. (DD) - Da sich
in der Folgezeit der Bikompaktheitsbegriff der Moskauer
Schule verglichen zu allen anderen Definitionen als der
flexibelste erwies, wurde dann spater (ab etwa 1950) die
Bezeichnung 'kompakt' allgemein akzeptiert mit der Ubedek-
kungseigenschaft bzgl. beliebiger offener Uberdeckungen ver-
bunden.

ANHANG

OJ Satze die auf Kompaktheitsschl weisen beruhen:

Gruppe A (1860-1870):
Satz von de~ Ext~emwe~tannahme (It(Fundamental-) Satz von
Weirstrasslt): Eine stetige Funktion f: [a,b) .....R ist auf
[a,b] beschrankt und nimmt dort ihr Supremum und Infimum an.
Sa-tz von Rolle

'" tMittelwe~t~atz de~ Vi66e~ential~eehnung

'"Leama. Wenn f: [a,b) .....R differenzierbar ist und f' (x) 0
fur aIle x ~ [a,b], so ist f konstant.

Lemma von Schwarz: Wenn f: [a,b] .....R stetig ist und
~2f(x) lim f(x+h)+f(x-h)-2f(x) = 0 fur aIle x € [a,b],

h.....o h2
so ist f linear.

Gruppe B (1870-1880):
Satz von de~ gleiehmaeigen S-te-tigkei-t("Satz von Heine"):
Eine stetige Funktion f: [a,b] .....R ist auf [a,b] gleich-
maSig stetig.

ex>

Satz von Vini: Sei L u (x) = u(x) eine auf [a,b] punktweise
n=1 nkonvergente Reihe stetiger Funktionen mit

x e:: [a,b], n = 1,2, ... und 5ei die Summe
u (x) ~ 0 fur aIlen
x .....u(x) stetig.

120



Dann ist die Konvergenz der Reihe gleichmaSig auf [a,b].

Satz von de~ gle~chmaS~gen Konve~genz: Sei !u (x) eine
n=1 n

auf [a,b] punktweise gieichmaSig konvergente Reihe (ste-
tiger) Funktionen (d.h. flir aIle y ~ [a,b] und aIle € > 0
ex i st ieren n = n (y) Ii: N und <5 > 0, so das I r u (x)I < co 0 n-no n
f iir aLle x E [y-<5,y+<5] n [a,b]). Dann ist r u (x) auf

n-1 n[a,b] gleichmaSig konvergent.

Kompakthei6t6p~iz~p~en:

Ube~decku.ng66atz ("Satz von Heine-Borel", "Satz von Borel-
Lebesgue"; 1894 ff): Zu jeder (abzahlbaren) offenen Ober-
dekkung von [a,b] existiert eine endliche Teilliberdeckung.

Au.6wahl6atz ("Satz von Balzano-Weierstrass"; 1830, ab ca.
1860): Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt eine
konvergente Teilfolge. (Jede unendliche beschrankte Teil-
menge von R vesitzt einen Haufungspunkt.)

W Extrem~ertsatz bei K. Weierstrass:
Aus: G. Cantor, Bewei6, da66 eine 6u~ jeden ~eellen We~th

von x du~ch e~ne t~~gonomet~~6che Re~he gegebene Fu.n~-
t~on f(x) 6ich nu~ au.6 eine e.~nz~ge We,i6e ~n d.cesen ,
Fo~m da~6tellen last. Crelles J. 72 (1980), 139-142.
Eujsnot e auf p. 141.

") Dieser Beweis stUtzt sich im 'N esentliehen aut' den in den Vorlesuogen des
Herrn Weierstrass haufig vorkommenden und bewiesenen Satz: .

Eine in eineru Intervalle (c ... b) (die Grenzen inel.) der reellen VerKoderhcheo z
gegebene, stetige Function <FCz) erreicht das Maximum g der yverthe, welche sie aunehmen
kann, zum Mindesten fur einen Werth %0 der Veranderlicheu, so dass 'flCx.) = g."

Einen ahnlicheu, auch hiernuf beruhenden Beweis fur den Fundamentnlsatz der
Differenrialrechnung hat Ossiar. Bonnet get'Ubrtj derselbe findet sich in "Gours de calcul
di/Terentiel et integral, par J. A. Serret, Paris 1868" im erstea Bande, Seite 17-19.

o Auswahlsatz bei K. Weierstrass:
Aus: K. Weierstrass, Einle.itung in die. The.o~ie de~ analy-

t~6chen Fu.nk.t~onen. Vorlesung vom SS 1874, Ausgear-
beitet von G. Hettner, Zitiert nach Dugac [2], p.77:
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WEIERSTRASS donne il. la page 305 l'enonce du theorerne que tout ensemble
infini borne de nombres reels admet un point d'accumulation. La demonstration
(PP' 305-310) est semblable il. celle que nous avons vue pour l'existence de la
borne superieure, II en deduit (pp. 310-311) le theorerne qu'une fonction continue
sur un compact atteint sa borne superieure et sa borne inferieure. L'existence des
points d'accumulation est demontree dans le cas de sons-ensembles bornes
infinis de IR' (p. 313) et de C' (p. 318).

o AuswaJ>l sa tz bei G. Cantor:

Aus:G. Cantor, Uebe4 d~e Au~dehnung e~ne~ Satze4 aU4 de4
Theo~~e de~ t4~gonomet~~~Qhen Re~hen. Math. Ann. 5
(1872), 123-132. Ausschnitt aus p. 129:

Znr Tbeorie der trigonometriecben Reihen. 129

Um diese abgeleiteten Puoktmeogen zu definiren, haben wir den
llegriff Grenzpunkt einer Punktmenge vorauszuschicken,

Unter einem Grenzpunkt einer Punktmenge P verstehe ich einen
Punkt der Geraden von solcher Lage, dass in jeder Umgebung desselben
unendlich riele Punkte aus P sich befinden, wobei es vorkommen
ksnn , dass er ausserdem selbst zu der Menge gehort. Unter Umge-
bung eines Punktes sei aber hier ein jedes Interval! verstanden, weiches
den Puokt in seinem lnnem hat. Darnach ist es leicht zu beweisen,
dass eine aus einer unendlichen Anzahl von Pnnktenbestenende Punkt-
menge stets zum Wenigsten einen Grenzpunkt hat.

® Auswahl satz
Aus: G. Cantor,

t~gk.e~ten.
aus p.454

bei G. Cantor:
Uebe~ unendl~Qhe. i~nea~e Punk.tmann~ch6at-
Math. Ann. 23 (1885), 453-488. Ausschnitt
(Gn = Rn in heutiger Bedeutung):

Als einfachstes Beispiel einer Beschaffenheit von Punktmengen,
welche den Charakter Y haben, fiihre ich diejenige Besch'affenheit einer
unendlichen Punktmenge an , wonseh sie aus unendlicl, viel Puukten
besteht ; offenbar 'genUgt diese Beschaffenheit den heiden soeben (ormu-
lirten VOrBussetzungen. Es gilt nun folgtmder Satz:

The 0 rem I. 1st H it'gend ein gan. im Endlichen liegender n-
dimensionaler Theil von G. tlnd P cine in B enthallctle Pftrlktmengc
von der Beschaffenheit Y, so giebt es wenigstens einen Punkt [J l:on H in
solcller Lage, dass, wenn K. irgend eine n-dimensionale Vollkttgel mit
rlet/! Mittelptlnkt gist, derjenige Bestandtlteil von P, welcher in das
Oebiet -K. (aUt, stets die Besc}w/fim}/Cit Y hat, der Radius dcr Voll-
kttgel K. mag so klein genommcn werdim, wie man wolle.
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® Auswahlsatz und Extremwertsatz bei B. Balzano:
Aus: B. Balzano, Funet~onenleh4e. Manuskript von 1830.

Herausgegeben von K. Rychlik: B. Balzano's Schriften.
Prag. 1930. Ausschnitt von P. 28 und 29:

Wir wissen nun,
(ails §.), oaf! sich die unendlich vie leu Zahlen X,. X,. X •• X, •..

eutweder aile, oder doch ein so grolier Theil derselben, daf ihre
Menge schon selbst unendlich ist, in ein Paur Grenzen p und q
einschliellen lassen, welche einander so nahe rucken konnen,
als wir nur immer wollen, und es ergibt sich (aus §.*)), dall eine
dieser Grenzen durch c, die andere durch e ± w vorgestellt werden
konne, wenn wir durch e eine gewisse nicht aullerhalb a und b
liegende be s t iin eli g e Zahl, durch w aber eine Zah!. die ins Un-
enclliche ahnehmen kann, bezeichnen.

*) .VB. Die zwei §§. auf welehe sieh hier berufen wird. sind in der Lehre
'0" der 'vfeBbarkeil der Zahlen e rw ie sen.

§. 22. Le h r s a tz. Wenn eine function Fx von x= a bis X= b
ciuschliefllich stetig ist, und es gibt eine bestandige mellbare
Zahl C von der Art, dall die unendlich vielen Werthe der Fx.
wr-lche zum Vorschein kommen, wenn wir ihrer Verander lichen x
nach und nach eine unendliche Menge innerhulb a und b gele-
!!l'ner Werthe ertheilen, sich der Zahl C in das Unendliche nahem:
so gibt es auch unter den Werthen von x = a bis x = b ein-
schlieHlich wenigstens Einen = e. fur welchen Fe = C wird.

Be wei s. -Bezeichnen wir die unendlich vielen Werthe del' x.
welche die Eigenschaft haben, dall die ihnen zugehorigen Wert he

. der Fx sich der Zahl C in das Unendliche nahern, durch x" x.,
x" x, ... in inf.: so folgt (aus §.), dall sich. wenn auch nicht aile
diese Werthe, doch eine unendliche Menge derselben einschliellen
lassen in ein Paar Grenzen von der form e und c ± w, wenn wie
durch (; eine nieht aullel'halb a und b gelegene Zahl bezeichnen.
Hieraus ergibt sieh aber (nach §. 14.), dafl. weil unsere Function
Hir den Werth x = e stetig seyn soll, J?x = C seyn miisse.

o Formul ierung des Konzepts der gleichmatHgen Stetigkeit

bei E. Heine:
Aus~ E. Heine, Uebe~ t~~gonomet~~6ehe Re~hen, Crelles Jour-

na171 (1870), 353-365. Ausschnitt aus p. 361.
Es scheint

aber noch nieht hemerkt zu sein, dass diese Eigensehaften, diese Continuitiit in
jerlem einzelnen Punkte naeh zwei Riclttungen hin, nieht diejenige Continui-
Wt ist, welehe man vorausselzen muss, wenn man auf die Function analoge
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Schlilsse anwenden will, wie diejenigen, welche filr die continuirlichen Functionen
mit einer Veriinderlichen gestaltet sind, und die man gleichmii8sige ContinuiUtt
nennen kann, weil sie sich glelchmassig ilber aIle Punkte und aIle Richtungen
erstreckt. Eine Function sureier Veranderlichen x, y heisse gleichmassig con-
tinuirlid« in einem Gebiete , uienn [ur jede beliebiq kleine gegebene Grosse e
Grossen h, lind k, 1)On den en keine Null ist, existiren, so dass die Differenz
{( x + h, y + k) - f( x, y) kleiuer als f bleibt, so lange /1 IIna k resp. h, und k1

nicht uberschreiten, und z,war 11I11SS dieses bei gegebenem fund {estgehaltenen
It, und k1 {iir aile Punkte (x,y) und (x+h,y+k) stottftnden, die dem Gebiete,
seine Beqrensunq einqeschlossen, anqehoren.

QD GleichmaBige Stetigkeit bei C. Neumann:
Aus: C. Neumann, Rev~6~on e~n~ge~ atlgeme~nen sa~ze aU6 de~

Theo~~e de6 toga~~~hm~6ehen Po~en~~al6. Math. Ann. 3

(1871), 325-349. Ausschnitt von p . 327:

Eine von den rechtwinkligen Coordinaten x, y abhangende Func-
tion 4> (x, y) wird daher als stetig a1tf oder in Erstreckung einer ge-
gebcnen Fliiche ~ nur dann bezeichnet werden durfen , wenn nach-
gewiesen ist erstens, ~ass sie stetjg ist in jedem Punkte innerhalh 't,
un,1 zwcitens, dass sie stetig ist in jedem Punkte am Ranae von ~.-
Fiir die vorliegenden Betrachtungen scheint ilbrigens der gewobnliche
lJegriff der Stetigkeit nicht ausreichend zu sein. Wie dem auch sei,
je,lenfalIs 'wird in den hier zu erorternden Satzen eine vollstundige
'strenge erreicht werden durch Eillfilhrung eines etwas engeren, von
II c i n e angegebencn Degriffes, welcher - nach He i n e 's Vorgang -
als del' Beg1'iff glciclnuiissigcr Stetigkeit zu bczeichnen, und in folgendel'
\V eise zu definiren ist.

Sind p, q zwei auf der gegebenen Flache ~ bewcgliehe Punkte,
welche mit einander vel'bunden sind dureh einen Faden von der Lange
'I, deren Entfernu1Jg von einander also bestandig :;;;;~ bleiben muss,
IHlll simI 4>p, 4>'1 die in tliesen PlIukten vorhalldenen Werthe der Func-
tion, so wird im Allgemeinen tlie Differenz zwischen 4>p und 4>q um
so klciner sein, je kleiner ~ genommen wird. Kann nun, mit Bezug
auf ein gegebenes E, wie klein dassel be auch sein mag, jederzeit dureh
geh5rige Vcrkleinerung der Fadenlange ~ dafilr gf!sorgt werden, dass
,Iic genannte' Ditferenz, wahrend einer beliebigen in ganzer Erstreekung
von ~ vor sieh gehclltlcn Bewegung des Punktpaares p, q, bestiilldig
t.-lr.iner blcibt als jenes E, so solI die Function 4> bezeichnet werden
als ylcichmil.ssig stetig in Erstreekllug der Fliiche '1:. In gewissen be-
50nde1'C11Fallen ist hierbei noeh cine Festsetzung hinzuzufilgen, darin
I,cstchcnd, ,IMA bei dcr gedachten U"wegung oer Faden ~ bestindig
1/1/1' tlcr FlUche bleibc11 solI, dass er also den Iland tier Fluehe niemals
iil,erschreiten darf.
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� Satz von der gleich.aBigen Stetigkeit bei E. Heine:
Aus: E. Heine, V~e Eleiemen~e de~ Func~~onenieh~e. Crelles

J. 74 (1872), 172-188. Ausschnitt von p . 184 und 188.

§.3. Eigenschaften continuirlicher Fuuctionen.

1. Definition. Eine Function f(x) heisst continuirlich von x = a bis
x = b, wenn sie bei jed em einzelnen Werthe a: = X zwischen x=a und x=b,
mit Einschluss der Werthe a und b, continuirlich ist (B, §. 2, Def. 1); sie heisst
gleichma.Ysig continuirlich von x = a his x = b, wenn fiir jede noch so kleine
gegebene Grosse ~ eine solche positive Grosse 1']1) existirt, dass fdr aile posi-
liven Werlhe ,,/, die kleiner als 1']" sind, f(x±1'])-((x) unler e hleibt. Welchen
'Werlh man auch x geben moge, nur vornusgesetzt , dass a: und x ± 1'] dem
Gebiele von a his b angehoren, muss dasselbe 'III das Gefordcrte leistcn.

1. Lehrsats, Jede ganze Potenz von x isl zwischen irgend welchen
gegehenen Grenzen gleichmiissig conlinuirlich.

6. Lehrsots. Eine von x = a bis x = b (fiir aile einzelnen W erthe )
continuirliche Function f(x) ist auch gleichmassig continuirlich. (B, §. 3, Def, 1).

Beuieis. Bezeichnet 3~ eine beliebige Grosse, so existirt eine solche
Zahl, dass von x = a his zu ihr hin ((x) - f( a) absolul < 3~ ist. Ein Wertb,
der dies leistet, ist der grosste und macht zugleich f(x)-f(a)-3~=O. (B,
§. 3, Lehrs, 5). Dieser Werlh sei x,. In Ilholicher Art lindet man eine Zahl x,
sis die grosste, welcbe bewirkt, dass von x=x, bis X=X'j immer f(x)-f(x.) <3E
bleibl. So fahrt man fort; kommt man naeh einer endliehen Anzahl n von
Operationen IU x. = b oder lindet, da!ls f( x) - f( x._1), von x = X._l his x = b,
ooeh nieht 3E iiherschreitet, so ist der Salz bewiesen.

Es blicbe poch der Fall dbrig, dass kein n existirt, dass also die
Grossen x" x." elc. eine nnendliche Beihe von waehsenden Grossen hilden,
die unter h Iiegen. Diese Reihe ware dann eine Zablenreihe, deren
Zahlzeichen X sei; hervorlnheben ist ihre Eigeuscbaft, naea der fur jedes n
die Gleiehung besteht: f(x.+I) -f(x.) = 3~. Nun sei '7" von der Beschalfen-
heit, duss f(X) sieh von f(X-i]) urn weniger als E unterscheidet, so lange
'7 <"/,,.Zwiscben die Zahlen X - Tj" uod X mogen vou derobigen Zahlen-
reibe x., x,,+" etc. fallen, so dass (8, §.2, Folg. 1) f(x.+,)-f(x.) kleiner
als 2l ware, wahrend es and~rer5eits :u sein mdsste. Die IU Gronde Iiegende
Annahme ist daher unmoglich, nnd die Function eine gleichmassig continuirJiche.

Halle, im October 1871.

~ Satz von der gleichma8igen Stetigkeit bei H.A. Schwarz:
Aus: H.A. Schwarz, Zu~ In~eg~a~~on de~ pa~~~ell~n V~66~~en-

.t-ia.e.gle.~dLUng M = o. Crelles J. 74 (1872), 218-253.
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Ausschnitt aus der Fuenote von p. 220:

Bei Beginn meiner mathematischen Studien habe
ich folgende Erklarung der Stetigkeit einer Function zweier Argumente kennen gelernt
die ich auch jetzt noch fiir die richtige halte: "Eine Function f(:C, y) ist in der Um~
gebung des Werthepaares :Co, Yo eine stetige Function ihrer heiden (stetig versnder-
lichen) reellen Argumente, wenn es Bach Annahme einer von Null verschiedenen
sonst hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschrankung unterworfenen positiven Gross~
6 ste~s moglich ist , in der Umgebung des Werthepaares ,I; l Yo cinen nach zwci Di-
mensionen ausgcdehnten Bereich abzugrenzen l so dass fiir alle, zugleich dem urspriing-
lichen Bereiche der Variablen, fUr den die Function erklart ist, und dem abgegrenzten

Bereiche zugehdrenden Werthepaare .co+h, y~+k die Differenzf(:Co+h, yo+k)
- f(:co' Yo) dem absoluten Betrage Bach kleiner iqt als 6. Hierbei ist die Gestalt
jenes ab~e~renztcn. Bereiches im Allgemeinen keinen Beschrankungen unterworfen. Ge-
niigt eine Function dieser Bedingung fiir aile dem Inn ern und fiir aile der Begrenzung
eines gegebenen Bereiches der unabhii.ngigen Varia bIen angehcrenden Werthepaare
;Co, Yo' so ist die betrachtete Function fUr Men Bereich eine stetige Function ihrer
Argumente". Es scheint mir kein Bediirfniss vorzuliegen, von dieser Erklarung ab-
zugehen, da mit Hiilfe einer von Boleano ersonnenen und von Herrn WeierSt1"Q88 weiter
entwickelten Schlussweise ohne Schwierigkeit der Nachweis gefiihrt werden kann, dass
jede Function, welche im obigcn Sinne flir einen gegebenen Bereich eine stetige Func-
tion ihrer Argumente ist, flir denselben Bereich auch in dem Sinne des Berrn Heine
gleichmiissig stetig iat. Da aueh das Umgekehrte stattfindet, so decken sich die bei-
den Begriffe vollkommen.

@ Versuch einer Uberdeckungsschlueweise vor Borel (im Zusam-
menhang mit dem Beweis des Satzes von der gleichmaBigen
Konvergenz):

Aus: A. Pringsheim, Uebe~ die no~hwendigen und hin~eichnden
Bedingungen de4 Taylo~'4chen Leh~4a~ze4 6u~ Func~ionen
eine~ ~eellen Va~iablen. Math. Ann. 44 (1894), 57-82,
Anhang. Auszug aus p. 81:

E. ist klar, dass man durch Fortsetzung dieses Ver·
fabrens den Geltungsbereieh (B) der Ung!. (2) mit Festlegung einer
bestimmten Zahl It als unterer Grenze filr v belltindig nrgrouem kanll,
und es kOIDmtalso lediglich darauf an zu zeigen, dass man auf diese
Weise stetl n&eh einer endlic1lm Anzahl derartiger Operationen duu
gelangen kann, denselben auf den vorgelegten Bereich (A) auszudehnen.
Bi'!lZU genogt otIenbar der Nachweis, dass man jede beliebige Stelle
von (A) nebet einer gewissen endlichen Umgebung durch eine endlichll
Anzahl der angegebenen Operationen dem Bereiche (B) einverleiben
kann. Wire dies nun nicht der Fall, 90 mllssten die Radien "I' "Woo "., ,..
mit wachsendem k unter jade Greoze herablinken, 80bald man ~ich
bei dem angedeuteten Verfahren einer oder mehreren bestimmten Stell en
(:.:', y') von (A) nibert. Dies ist aber unmoglich: da nimlich jader
solchen Stelle (:.:', y') in Foige der Voraussetzung eine belltimmte Um-
gebung (,,') in dem angegehf,nen Sinne zugeordllet werden wn. so

gehort zu jeder Stelle (:.:•• y.), die um weniger ala i,,'von (:.:'. y')

eulfemt ist, eine Umgebung ((I'>' deren Radius (I. sieher >i(I' ist,
sodass alao (I. stets obe!halb einer endlichen Grenze bleibt. Hiennit
ist aber der ausgesprochene Satz bewiesen.-)
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� Erste Formulierung des Uberdeckungssatzes be; E, Borel:
Aus: E, Borel, SU~ QuetQue~ point~ de ta th~a~ie de~ 6ane-

tiart-6. Ann, Sc. Ec. Norm. Sup, Paris (3) 12 (1894),

9-55. (Th e s e ; vgl. auch Werke 1.) - Ausschnitt von p .
281-282.

Bea~hte: Es ist eine abzahtba~e Intervalluberdeckung ge-
meint.

Voici ce theorerne : Si l' on a sur
une droite une infinite d'intervalles partiels, tels que tout point de Ladroite
soit inteneur a l'un au moins des ituervalles, on peutdeterminer effective-
ment un NOMBRE LIMITE d'intervalles choisu parmi les intervalles donnes et
ayaTiI La meme propriete (lOW point de La droite est inteneur a au moins
run d'euai], II est bien entendu quele mot iruerieur esi toujours pris
dans Ie sens restraint qui exclut les extremites : il est aise de s'assurer
que, sans cela, Ie theoreme ne serait pas vrai. On pourrait demontrer
directement que tout point de la droite est necessairement a l'interieur
d'un intervalle de rang limite (en supposant les intervalles numerotes
suivant une loi quelconque ), mais la demonstration suivante parait
etre rlavantage dans la nature des choses.

Partons d'une extremite A de la droite, soit AiBi un des. intervalles
qui comprennent Ie point A; soit de merne Ai,Bi, un des intervalles
qui comprennent Ie point Di•Ai.Bi, un des intervalles qui comprennent
Ie point Bi,. etc. Nous supposons. bien entendu, que A designe rou-
jours l'extremite gauche des intervalles, B l'extremite droite. Les
points Di" 8i" Bi,•..• , s'ils n'atteignent pas l'extremite B de la droite,
ont une limite Bi• et ce point est compris dausun intervalle Ai•• ,Bi••,
lei que Ai•• , lorn be. par exemple, entre Bi~_, et Bi.; nous pourrons alors
ne pas tenir compte des intervalles Ai ..... Bi-.., et nous aurons toul de
meme une suite ininterrompue d'intervalles sur la droite. Nous conti-
nuerons de meme. en passant a la limite lorsque cela sera necessaire
et montrant alors qu'on peut conserver seulement un nombre fini de"
inlervalles deja consideres. Ie dis que nous atteindrons necessaire-
ment I'extremite B de la droite. car, si on ne I'atteignail pas, on defi-
nirait une serie d'inlervalles ayant pour extremites

les indices etant lous les nombres de la seconde classe de nombres
(definis pal' M. Cantor). Mais ces indices sont aussi dans un certain
ordre, les nombres nalurels, en tout ou en partie. C'est la une contra-
diction puisque la seconde classe de nombres conslitue un ensemble
de seconde puissance.

Ainsi on arrivera necessairemenl, en empJoyantle procede regulier
indique, a determiner ejfectillement un nombre fini d'intervalles qui
rccouvriront toule la droite.
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OQD Erste Formulierung des abstrakten (Folgen-) Kompaktheits-
begriffes und Abstrahierung des Satzes yon der Extrem-
wertannahme durch M. Frechet:

Aus: F. Frechet, Generalisation d'un theoreme de Weierstrass.
C.R. Acad. Sci. Paris 139 (1904), 848-850. Ausschnitt von
p. 849-350.

» II. Nous supposons don nee une certaine categorie C d'elements quel-
conques (nombres, surfaces, etc.}, dans laquelle on sache discerner les
elements distincts. Nous pollrrons dire que UA est line fonction (ou opera.
uon jonctionnelJe) uniforme dans un ensemble E d'elernents de C, si it tout
element A de E correspond un nombre bien determine UA•

» Pour arriver a la notion de continuite d'une telle fonction, nous sup-
poserons acquise une definition qui donne un sens precis it cette phrase:
fa suite injinie A .. AI' "0' A_, 00. d'iliments de C a une limite B. II nous
sufrira que celte definition, d'ailleurs quelconque, satisfasse aUI deux
conditions suivantes: 1° si la suite A" A" o. 0' A.., • o. a une limite, toute
suite Ap,. Ap" ., 0' formee d'elements d'indices croissants de la premiere
suite a aussi une limite qui est la meme ; 2° si aucuo des elements A"
A" 0" d'une suite quelconque n'est distinct de A, celte suite a une limite
qui est A.

» Ceci etant, nous appellerons ilement limite d'un ensemble E, UD ele-
ment A qui soitIa limite d'une suite d'elements distincts pris dans E. Un
ensemble E sera jermi s'il ne doone lieu a aucun element limite ou s'rl
contientses elements limites,

»Nous pourrons dire maintenant qu'une operation fonctionnelle U uni-
, forme dans un ensemble ferme E est continue dans E si les nombres UA•

tendent toujours vers VA lorsque la suite quelconque d'elements de E :
At, 0'" A.., " 0' a pour limite A, quel que soit I'element limite A de E.

» Enfin nous appellerons ensemble cumpact tout ensemble E tel qu'il
existe toujours au moins un element commun it une suite infinie quelconque
d'ensembles E" E" .00' E.., .. 0, contenus dans E, lorsque ceux-ci (possedant
au moins un element chacun) sout fermes et chacun conlenu dans Ie pre-
cedent.

» III. Moyennant les definitions precedentes, nous arrivons immediate-
ment a la generalisation annoncee :

II THEORialE. - route operation fonctionnelle V ..uniforme et continue dans
"un ensemble compact et ferme E : 1° est bomee dans E; 2° Y aueint au 11UJins
une lois sa limite supirieure.

» IV. Le theoreme precedent faisant jouer un role important it la notion
d'ensemble compact, il y a lieu d'etudier les proprietes d'un tel ensemble.
On y parvient plus facilement au moyen de la proposition suivante :

II La condition nicessaire et SIljfisante pour qu'un ensemble E soit compact

est que tout ensemble E, jorme d'une infinite d'itiments (#stinOl~ Of}nttt"~
dans E donne lieu Ii un eliment limite au ",oinJ.
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» La definition montre aussi que 1~1iensemble, OQmpllctoli jQqi!ittnt de
proprietes ana logues ~ cellos des ensembles limites de pQintll till r~Pl\CQ.
En particulier, tout ensemble forme d'un nomhre Gni d'~I~me!ltsd~tiQQtJ
est compact, tout ensemble forme d'un llombrl'\ 61)\ d'llnSftmblll:\ ~PJp"ete:
est lui-meme compact, tOQ~ ensemble contenant un ensemble n$lft W!l)Pll~
est non compact,

II ~I': rapprochement s'explique lorsqu'on remarque que, en prenant
cornme elements [es points d'une droite par exemple, et en adoplaftl la
rlefinition ordinaire de III,limite d'une suite de points, on treuve que laut
ensemble limite fie points d' une droue e~1un ensemble r:ampacl. Un inwl'nUe
(piJ les extremit~1\ sont comprises') sera ult ensemble eompact 8t"fe,fID1kOa-
r~lrpllVjl ainsi III cas particulien de Weierstr/ls,s quo neus avena rappele. Le
mAme theoreme ieten<J ~ l'espace il un nombre fini do di·IDllllliQlls. Qn..
peut prouver qu'il s' etend encore (en choisissant convenablement 1. deij ..
nition. de 13 limite) it I'ellpace it Qlle infinite denombrable de dimllDnons.
CElSprp.po~itiol1s. d'lIPPllr~n~e bi~ll abs.l.Paite, oomportentdlllUlmbrouslls
!IppliclitioD!l. )\

~ Zur Aufklarung des Zusarnrnenhangs zwischen Auswahlsatz
und Uberdeckungssatz:

Aus: F. Freehet, SU~ queique~ point~ du eaieui 6onetionei.
Rend. Cire. Matern. Palermo 22 (1806), 1-74 (Th~se).

elasse normale (V) = etwas allgemeinere Begriffsbildung als
die eines vollstandigen, separierten,
perfekten metrisehen Raumes.

extremal folgenkompakt.
Aus: p.26:

4:01.THi:oRbn:.-S~it E un tt1Itmbl. d',UII/Ults d'un. class. n~,!,al. (V). Pou, q~
d. lout. jam;l/. H D~NOM8RABLE OU 11011 .) d'mmnbl<J I ttls qUl tout 'Um.nt d. E soit
intl,~,,, all SttlS 'I,oil Ii all II/~ins I',,,, d'",,,, on puiss •• "t,ai,. lin nombr. fini d'.n.
sembi" I jo""a"l wit fall/iii. G jOllissanl d. la mIme p,op,i'" 'l,lt H, il jaut .1 il
sufJit qIU E soit ext,bnal.

') Dans Ie "" au E cst UD cruemble llnhire, on obrieDI la gtntrali.sation du IMortme de
td. BOUL (voir b nOle du a· j6) tlcndu par M. Luuol11< au Cal all b famiUe H CSI non deDom·
buble. Sa dbnolUtration (IV, page lOS) De se gtn~.rallie pal au Cal aaueL

Der Beg~i66 des metrischen Raumes stammt von Freehet, die
Beze~ehnung von Hausdorff. Freehet flihrt in der oben
betraehteten Situation den Begriff der Totalstetigkeit ein
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und vergleicht ihn mit der Folgenkompaktheit. Zu einer vergle-
ichenden WUrdigung der Beitrage von Frechet und Hausdorff vgl.
[12]

~ Zur Aufkl~rung des Zusammenhangs zwischen Auswahlsatz und
Uberdeckungssatz.

Aus: F. Hausdorff, G~undzUge de~ Mengenteh~e. Leipzig 1914.
(Erste Auflage).

Kapitet VII: Punktmengen in attgemeinen Riumen. Zunichst u.a.
EinfUhrung der Begriffsbildung des separierten topologischen
Raumes E. ("Hausdorffsche Umgebungsaxiome").
DEF.: 12 x heiSt Haufungspunkt einer Menge M c E, wenn in jeder

Umgebung von x unendlich viele Punkte von M liegen.
22 Gebiet:= offene Menge.

§4 Divergente, kompakte, konvergente Mengen.
aus p. 230-231;

Eine unendliche Menge
ohne Hiiufungspunkt nennen wir d iv e r g e u t. ! das ist ein
Spezialfall einer unendlichen isolierten Menge ('Il(A, Ail) = 0). Im
euklidischen Raume ist z. B. die Menge der ganzzahligen Punkte
divergent; die Menge der Ponkte, deren Koordinaten die Reziproken
ganzer Zahlen sind, ist unendlich und isoliert.

Eine Menge ohne divergente Teilmenge nennen wir (nach
M. F'r e cb e t) kompakt; dazu rechnen wir naturlich such die end-
lichen Mengen ink!. der Nullmenge. Jede unendliche Teilmenge
einer kompakten Menge A hat also mindestens einen (uicht not-
wendig zu A gehorigen) Hiiufungspunkt. Jede Teilmenge einer kom-
pakten Menge ist kompakt; die Summe endlich vieler kompakter
Mengen ist wieder kompakt.?

Wir scblieBen hieran zwei sehr wicbtige Satze , die sicb auf
k omp a'k te a b ge s ch l oaae ne Mengen beziehen."

1. (Durchschnittssatz von Cantor). Eine absteigende Folge
.11 ~ ...12 ~ ... kompakter, abgeschlossener, von Null ver-
s ch ied e n e r Mengen hat einen von Null verschiedenen
Durcbschnitt.

I 1m euklidischen Raume, der selbst nicbt Ilompallt i8t, wird sich zeigen,
da8 Ilompakte und be8chrinkte Mengen ideutiach sind (Kap. VHf, § 10).

I Diese Mengen nennt M. F'r e ch e t extremal, weil jede In Ibnen de-
finierte stetige reelle Funktion be.cbrlinkt i.t und Extrema (Maximom und
Minimom) bat (Kap. IX. § 1).

II. (Satz von Borel). 1st eine kompakte abge:chlossene
Menge in der Summe einer Folge von Gebieten enthalten,
so ist s ie bereits in einer Summe von endlich vielen Ge-
bieten dieser Folge enthalten.
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Von dies em Satze gilt eine Art Umkehrung, bei der wir aber
statt von einer :Folge zunachst von einem beliebigen System oder
Komplex von Gebieten sprechen mussen j beide Sitze werden im
nachsten Kapitel eine Verscbnrfung erfahren.

lIT. (Umkehrung des Borelschen Sntzes), Weun fur j e d e s
System von Gebieten, in deren Sum me die Menge A ent-
ha l t e n is t, A bereits in einer Summa von endlieh v ie l e n
G'e b ie t eu d ie s e s Systems enthalten ist, so is t .-1 kompakt
nnd abgesehlossen.

Kapi~el VIII: Pun~tmengen in 6peziellen Raumen.
§3 das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.
ErfUlle E das zweite Abzihlbarkeitsaxiom; aus p. 272-273:

Der Borelsehe Satz nnd seine Um'kehrung (Kap. VII, § 4, II III)
k6nnen hiernach dahin verscharft werden, daB im ersten die Folge
von Gebieten durch ein beliebiges System von Gebieten, im zweiten
umgekehrt das System durch eine Foige crsetxt werden darf Sie
lauten also dann:

VI (Satz von Borel). I's t eine k o m p a k t c a b g e s c h l os s e m
Menge in d e r Summe eines beliebigen Systems von (';e-
bieten e n t h a l t e n , so is t sie b e r e it s in einer Summe von
endlicb v ie l e n Gebieten dieses Systems enthalten.

VII (Umkehrung des Borelscben Satzes). Wenn f\ir jade
Folge von Gebieten, in deren Snmme die Menge A. e n t-
balten ist , A b e r e it s in e in e r Summe von endlich vielen

tieb,eten dieser Folge enthalten ist, 80 ist.A. kompakt un d
abgesclrlossen.

§8. Metrische Ralime: Bedingungen filr kompakte Mengen.
au s p. 311 ff:

J edenfalls aber ist, wie wir gleich seben werden, f\ir eine kom-
pakte Menge die Bedingnng der Beschranktheit und sogar eine noeh
schil.rfere notwendig. Wir wollen eine Menge total beschrankt
nennen, wenn sie fUr jedes positive ~ in einer Summe end-
lich vieler" Kugeln vom Radius I! enthalten ist.

II. Jade kompakte Menge ist total besehrankt ..

Wir nennen (~, a" ... ) eine Funda-
mentalfolge, wenn fUr jedes positive ~ fast alie Punkte in einer
Kugel vom Radius ~ liegen, wenn also rUr jedes (J ein ~unkt x
nnd eine Zabl n existiert derart, daB £I", £1"+1'''' von r erne Ent-
fernnng <!! haben. Alle diese Punkte haben dann voneinander
eine Entfernnng < 2~, nnd wir konnen eine Fnndamentalfolge also
aueh durch die zweite Bedingung definieren I: fUr jedes positive '!
soli eiile Zahl n existieren so, daB £lp£l < '! fUr p ~ n, q ~ n. 1 Wie
oben sieht man, daB eine konvergente Folge eine Fnndamentalfolge
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ist, und umgekehrt eine Fundament&lfoIge nur konvergent oder
divergent sein kann. Eine leichte 'Uberlegung formt IV in den
Satz um:

V. Damit jede total beschrll.nkte Menge kompakt sei,
ist die KonTergenz jeder Fundamentalfolge notwendig und
hinreichend.

~ Zur AUfklarung des Zusammenhangs zwischen Auswahlsatz
und Uberdeckungssatz:

Aus: P. Alexandroff und Paul Urysohn, Zu~ Theo~~e de~ ~opo-
!og~~chen RaUme. Math. Ann 92 (1924), 258-266.

ZUl' Theorie der tepelogischen Raume.
Von

Paul Alexandroff und Paul Urysohn t iu Moakau.

Ein topologischer Raum!R entsteht, wenn wir In einer Menge E (die
ganz abstrakt gegeben sein kann ) gewisse Teilmengen, die Umgelnmgen
ihrer sii.mtlichen Punkte, derart definieren, daB die bekannten vier
Hausdorffschen Umgebungsaxiome 1) damit sur Geltung gebracht werden.
Ein topologischer Raum kann gleich.zeitig dureh verschiedene Umgebungs-
systeme definiert werden, die dann aber notwendig gleichwertig2) sind.
Auch umgekehrt definieren, unserer Fassung nach, gleichwertige Urn-
gebungssysteme stets einen einzigen topologischen Raum. Dieser Punkt
scheint uns methodologisch von groBer Wichtigkeit zu sein, wir diirfen
aber hier nicht weiter auf ihn eingehen - wir wollen hier nur eine
kurze Ubersicht der Hauptergebnisse unserer Untersuchungen im Gebiete
der allgemeinen Topologie angebers; £iir eine genaue Durchfiihrung der
Beweise sowie auch fiir die Konstruktion der zahlreichen Beispiele ver-
weisen wir deshalb auf eine Arbeit, die bald in der Zeitschrift "Funda.
menta Mathematicae" erscheinen solI.

1. Unter allen topologischcn Raumen spielen, wie bekannt, die kom-
pakten ") Raume eine besonders wichtige Rolle. Falls wir einen jeden der
Relation')

geniigenden Punkt $ des Raumes !R als vol18Uindigen Ha.ulung8punkt der
im Raume !R gelegenen Menge \Ill bezeichnen, besteht ersichtlich folgender

') Hauodortl, Grundziige der Mengenlebre, Kap. VII, S. 213.
') Hauadorlf, 100.cit., S. 260.
'J Hauadorlf, loc. cit., S. 230; ein kompakter Raum i.at natiirJich in aich Itompakt.
.) Wir beseicbnen durch Uln eine jede wiI1kiirlicb llegebeue Umgebung des

Punklea E im Raume !It, durch A· B· C . .. hlw. nA. den Durchschoill der Mengen
A, B, C, ... hlw. cler Mengen ..4., durch A + B ~ C ... blw. ~ A. die Vereinigungl-
menge der lniehl not"'endill elementelremden 1 Mengen Ji, B, C, ... hlw . ..4.; die
Miobtigkeit der Menge IDl 8011 ltell mit IIDl' beleiebnet werden.
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P. Aleundrolf and P. Ul7lohn t; Topologich. Rinme. 259

s..ts 10, - D"m" dw ~ B-. Blllomp<Jl:I Hi, W .i...jeIW (""" folgIicA
"II. d,oi) <kr folgt1Uk1l Bedi~ ""'-lig ..lid Ai",oiGMnd:

.AI' Ei ... ierU "1I&4Tolb,,,. im Rovma 9l gel«; .... Mmg. lDl buiw diuellld oi_
rol!8lillldig... Ha..","9rpuUJ.

Bo' Eirw. "b,aTolb",. <Jboloiget&da Folg. (ill Ill) ~ """ Nvll _ocAu.
d.... r Mmg." 1IcJt oi..... """ Null .,.,ocAieden ... 1>tI.n:JlM;Anil1..

Co' lot dor Raum III i" dw S ..m ....• i..., "b.aMb",." MtfIg. """ GobiUeIl .,.,.
halt.n, 80 i81 or bor.it. in .i..., Sum"", """ t1tdJic.A",.kIl G.bUt... diuor Idbm MtfIg'
.nthalt ....

Nun lillt sich folgender Sab: beweisen:
Sa tz I. Folgende drei Eigenschaften A, B, 0 aind untereinander

dquivalem (d. h. ein ieder topologischer Raum \R, der irgendeine ron
dieaen Eigenschaften hat, beaitzt auch die beiden anderen):

A. Eine iede im Raume \R gelegene unendliche Menge IDl bentzt
einen 1I0ilstandigen Haujungspunkt.

B. Eine jede wohlgeordnete abateigende Menge") abgeachlosstmer 11011.

Null lIerachiedener Mengen hat einen 11011.Null lIerachiedenen DurcMchniU.
O. lat der Raum \R in der Summe einea Syatemtl (beliebigef'

J:ftichtigkeit) von Gebieten mlhalten, ao isl er bereitB in einer Summe
von endl£ch t-ielen Gebieten dieaea Systems enthal/en ").

Die Aquivalen.z (B '" 0) liifit sich durch formale Betrachtung von
Produkt·, Summen- und DifIerenzbildungen ohne wesentliche Schwierig-
keiten beweisen.

Indem wir mit dem Zeichen - das Wort "folgt" enetzen, beweisen
wir zuniichst, dall 0 _ A; vorausgesetzt, es sei nicht der Fall, es existiere
also eine unendlicbe Menge IDl und eine gewisse Umgebung Vo(x) eines
jeden Punktes x des Raumes \R, so dall

I IDl·Vo(x) 1< 19J11
ist, so gelangen wir sofort zu einem Widenpruch: der ganze Raum i.t
niimlicb zufolge der Eigenscbaft 0 bereits in der Summe einer endlicben
Anzahl von Gebieten Vo (x) entbalten, und die Menge IDl erscbeint als
Vereinigung endlich vieler Mengen Vo (:t) . 9Jl von kleineren Macbtigkeiten,
was ofIenbar nnmiiglich ist .

•) Die•• Menge wird n.ohher mit e; bezeirhnet.
") In verechiedenen andereD Vorau_tzungen (nicht in topologi.cben Riumen)

.ind ..n.loge Sit.. von Moore (Proo. N.t. Ao. Sciencee 6, 1919), Frechet (Ann. Eo.
Norm, 1921), Sierpillski (Fund M..th. 2) u. A. he"ieoen worden.
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