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OPERADORES PARANORMALES
por

Duggirala RAO

§1. Introduccidn. Un operador Y en B(H) se llama paranoamal

(abreviadamente p.n.) si
2 2
ITx]® < || [ x|

para todo x = H, donde H es un espacio de Hilbert.

Los operadores paranormales fueron introducidos, con
el nombre de "operadores de clase [N]", por Istratescu, Sai-
to y Yoshino [5]. Los operadores quas.ihiponoimales fueron
introducidos por Devi [2]. Un operador T se llama quasihi-

ponormal (abreviadamente q.h.n.) si
IT*Tx] < |T%x]

para todo x = H. Ambas clases son generalizaciones de los
operadores hiponoamales (abreviadamente h.n.), caracteriza-

dos por la desiguadad:
*
IT°xl < ||

para todo x = H.
Se sigue de las definiciones que
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T es h.n. =T es q.h.n. =T es p.n.

Los operadores quasihiponormales pueden ser caracterizados
en términos de formas quadrdticas: T es q.h.n. si y solamen-

te si

™22 (t*n)? 3 0.

Los operadores paranormales no cumplen la desigualdad ante-
rior. Sin embargo, Ando demostré [1]: T es p.n. si y sola-

mente si para cada nlimero real
(rH212 - 2Tt +2% 3 0.

En este articulo contestaremos las siguientes pregun-

tas:

1) Si T es p.n. (es necesario que T -o sea p.n. para cada
nfimero complejo a? (Stampfli [6]).

2) ;Los operadores p.n. son convexoides? (Furuta [3]).

3) ¢(Los puntos extremos de la clausura del rango numérico de

un operador p.n. pertenecen al espectro puntual?

Anotamos que en el caso de un operador h.n. la respues-

ta para todas estas preguntas es afirmativa.

§2. Proposiciones Gtiles. En esta seccidén presentaremos dos
resultados que facilitan la construccidn de ejemplos concre-
tos de operadores. La proposicidén 2.1 exhibe una caracteri-
zacidn Gtil de los operadores q.h.n. y la proposicidn 2.2.
localiza el espectro de un operador en términos de la res-

triccidn del operador a su rango.

PROPOSICION 2.1. Sea T e B(H), M = R(T), N = N(TY),
A=T/My B =T/N. Entonces T es q.h.n. 54 y solamente 84
A es h.n. (B(M)) y B" (en B(M,N)) cumple La desigualdad

IB*x]% < Jax]? - |a*x]? 2.1)
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para tocdo x e M.

Demostracién. T q.h.n.4=>ﬂT*TZﬂ < |TZZ| para todo
Z «H ¢9|T*x| < |Tx|] para todo x eM <> A es h.n. Observemos
que H = M@N, vy T*(ZGO) = A*Z +B*Z para Z M.

Si T es q.h.n. entonces |T*(Z®(nu2 < ]T(Z@(DIZ, pa-
ra todo Z = M, por tanto |A*Z[|2 + IIB*Zﬂ2 < nT(Z@(DHZ =
jaz]?.

PROPOSICION 2.2. Sea Te B(H) y S = T |R(T) . Enton-
ces

Co o (T) = Co {o(S) U{0}} (2.2)

donde o(T) es el espectro de T y Co(L) es La envolvente con-
vexa def confunto L.

Demostracion. Es suficiente demostrar que el espectro
aproximado de T, oap(T), es un subconjunto de o(S) U{0}.
Sea X « o_ (T). Entonces existe una sucesidn {x }, Ixnﬂ =1
tal que |Tx,-Ax] - 0. Sea X, = Yptins Yp =M, z = N. Se
tiene:

2 2
ITx-dxpl ™ = Ty *z ) -2yt -2zl
2 2 2
= Tl *z) - Ay ™+ IAl7lz 07,

pues y < M. Entonces X # 0 implica |zn| + 0. Como T = B(H)

se sigue que HTzn| + 0. Asi, tenemos que
1Ty, - 2yl - 0.

Ahora, Ixnu =1, |znﬂ ~ 0 implica ﬂyn" > 1.

§3. Contraejemplos. La desigualdad (2.1) nos di una respues-
ta inmediata a la pregunta 1). Sea a un nimero complejo,

X « M. Para que T-a sea q.h.n. necesitaremos
o 2
[ 8" aDx]? < [(A-aD)x]? - [ (A7 -aD)x]
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Nétese que
a-aDx]? - J(a*-an)x]? = |ax]? - [a"x] 2.

Entonces la desigualdad (2.1) no se cumple para o arbitra-
rio.
Consideremos el siguiente ejemplo para contestar ne-

gativamente a la pregunta 2).
Sea M = lz, N = R%. Sea A = S+I, donde S:M > M esta

definida por

S(f],fzy"') = (O,T’fzyfs,"-)
y B:N - M esta definida por
B(f1,f2) = (af2,8f1,0,0,...).

Sea fe M, f = (fl’fZ’fS"")' Entonces tenemos que

1 2

2 ® 2
IA£]" - JA £]7 = zIf

3. 2
al Eq17 + FlE, 1

También podemos ver que IIB*fﬂ2 = IBlzlf1|2 *]alzllez.
Tomando a = %g, B = %, tenemos

IB* €)% = af]? - |a™g]?

y consecuentemente T es q.h.n. por la proposicién 2.1.
Se sabe que o(S) = {Z e, |Z] < 1}. Asi, (A) =
{Ze €, |Z-1] € 1}. Podemos concluir que

Coo(T)e {Z=C, Jz-1] ¢ 1}.

Entonces Co o(T) no contiene ningGn nlmero complejo Z con
Re(Z) < 0. Ahora demostraremos que el rango numérico de T,
W(T) contiene un nimero complejo Z con Re(Z) < 0. Asi, que-

da demostrado que T no es convexoide.

Sea
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1

x = (0,0,0,...) @ (0, -2 ),

entonces

T = (-7 *+ 70 5:0,.. + (0,00, Ix] = 1

(Tx,x) = -% < W(T).

Podemos contestar negativamente la pregunta 3) facil-
mente con el ejemplo anterior. Sea Z « W(T), ReZ < ReZ' pa-
ra todo Z' = W(T). Es evidente que Z es un punto extremo de

W(T), y Z & o(T).

Concluimos esta seccidén con la siguiente pregunta:
(Existe un operador p.n.T, con R(T) = H, y T no es inyecti-

va (es decir, en el estado espectral II., ver [4])?

3)
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