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ESPACES DE FONCTIONS LOCALEMENT INTEGRABLES ET
DE FONCTIONS INTEGRABLES A SUPPORT COMPACT

pa r

Jean HORVATH

Dans ce travail, je me propose de faire une ~tude sys-
t~matique des espaces mentionn§s dans Ie titre. Une bonne
partie des result at s ci-dessous sont "bien connus" (voir p.ex.
[5J, 33-34) mais, aut ant que je sache, il n vex i st e aucune r~-
f~Tence facilement accessible pour leurs d§monstrations.

p P
§1. Les espaces i10c et l..c' Nous nous p La con s , une fois pour
toutes, sur un espace localement compact T que nous suppose-
rons d§nombrable a l'infini POUY simplifier. Nous d~signons
par ~ une mesure positive sur T. Nous utilisons en g§n§ra1
la termino1ogie et Ies notations du trait§ de N. Bourbaki
[1,2]. Cependant, Lo rsque p est un nombre r eeI tel que 1 ~ P

< 00, et F est un espace de Banach, nous d§signons par
tP(T,~;F), et non pas par t~(T,~), l'espace des fonctions f
definies sur T, ~ valeurs dans F, de puissance p-i~me ~-in-
t egrab le ([2], Chap.IV, §3,N'! 4, Def in i t i on 2), c.-~-d. u-me -
surables et telies que

N (f)
p

([2], Chap.IV,§5, N'!6, Th eoreme 5). Mun i, de 1a semi-norme Np'
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l'espace tP(T,m;F) est en general non-separe, mais complet
([2]' Chap.IY,§3, N'?4, The oreme 2).

PROPOSITION 1. So~~ F un e4paee de Banaeh, p un nom-
b~e ~eet ~et que 1 ~ pro, e~ f une 6one~~on de6~n~e 4U~ T

it vateu~4 dan s F. Le-6 p~op~~e~e-6 -6u~vante-6 oont 'equ~vaten-
~e-6:

a) POUlt tou~ po~n~ t e::T ~t eX~-6~e un vOA.-6A.nageouvelt~
Y de t tet que <Pyf appalt~~en~ a tP(T,~;F) (~c.~ <PV e-6~ ta
6one~~on ealtae~elt~-6~~que de Y) .

b) La 6one~~on f e4t ~-me-6ultabte e~, pOUlt tout -60u4-
en4embte eompaet K de T, on a

JlflPd~ = f<PKlfIPd~ < 00

K

(pour la notation voir [2], Chap.Y,§S, N'?3, Exemple).
c) Pou~ tou~e 6one~~on numelt~que eon~~nue a 4UPPOIt~

eompae~ h e:: ~(T), ta 6one~~on hf appalt~~en~ a LP(T,~;F).
(Pour p = 1 comparer avec [2], Chap.Y,§S, N'?l, Proposition
1 ) .

Demonstration. a)~b): Si la fonction <Pyf appartient
a 1P(T,~;F), alors elle est ~-mesurable, donc f est ~-mesu-
rable en vertu du principe de localisation ([2J, Chap. IY,
§5, N'?2, Proposition 4). D'autre part, pour tour t e:: K il
existe un voisinage ouvert Yt de t tel que <PVtfest de puissan-
ce p-i~me integrable. L'ensemble K peut etre couvert par
une sous-famille finie Y. (1 ~ j ~ k) de ces voisinages et,

Jcomme
k
L ¢IV. 1 f I p ,

j=l J

on a f*<PKlfIPd~ < 00.

b)~ c): Si fest mesurable, alors hf l'est aussi
d v ap res Le Corollaire 5 du The oreme 1 de [2], Chap.IY,§S,
N'?3. D'autre part, posons K = Supp h. Alors Ihfl ~ M<PKlfl,
ou M = max j h It ) I, done J*lhfIPd~ < 00 Par consequent hf
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appartient a tP(T,~;F).
c)~a): Soit t € T et soit V un voisinage ouvert, re-

lativement compact de t. II existe une fonction h E ~(T)
tel Ie que 0 ~ h(t) ~ 1 et h(t) = 1 pour t E V ([Z], Chap.
III, z" ed. §1 ,Nez, Lemme 1). La fonction hf est de puissan-
ce p-i~me integrable par hypoth~se, donc ~Vf = ~Vhf est me-
surable et Np(~vf) ~ Np(hf) < 00, d'ou ~Vf L iP(T,~;F). !

D~FINITION 1. On d-i..tqu' une 6onct-i..on f:T + F, qu-i.. -6a-·
ti66ait au tAo-i..-6cond-i..t-i..on-6equivalente-6 de la PAop0-6-i..tion
1, e-6t de pui-6-6ance p-i~me. loca£ement bl.tegAable. Quand p = 1,

on d-i..taU-6-6i que f e-6t localement integAable.

L'ensemble des fonctions f:T + F de puissan-e p-ieme
localement integrable forme evidemment un espace vectoriel
note 110c(T,~;F); lorsque F = R ou C, la mention de Fest
souvent omise s'il n'y a pas d t amb i guf t e (cL [Z], Chap.V,
§5,Ne1). Nous munissons cet espace de la topologie locale-
ment convexe definie par la famille de semi-normes

f + Np(~Kf) = (JlfIPd~) lip
K

ou K parcout l'ensemble des sous-ensembles compacts de T. On
obtient la m~me topologie si l'on laisse K parcourir seule-
ment une suite (K.) de sous-ensembles compacts de T telle que

o JKj c Kj+1 pour tout j et VKj = T. Ainsi la topologie de
tP (T,~;F) peut etre deflnie par une famille denombrable delocsemi-normes. On a tP(T,~;F) c tioc(T,~;F), et l'injection
canonique tP(T,p;F) + [PI (T,~;F) est continue puisqueoc
Np(~Kf) ~ Np(f) pour tout ensemble compact K ~ T.

Une fonction ~ valeurs dans F definie presque partout
dans T pour la mesure ~ (resp. une fonction ~ valeurs dans
R) sera dite d'avoir une puissance p-i~me localement integra-
ble si elle est egale ~-presque partout ~ une fonction qui
appartient ~ tloc(T,~;F) (resp. ~ tloc(T,~;R)).

DEFINITION 2. Une. nonc.tion f:T + F e-6t toc.ate.me.nt bOA-
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nee en me~u~e ~~ pou~ tout ~ou~-en~emb~e compact K de T, £e
max~mum en meoulte MooC1>K!fl) ([2] ,Chap.IV, §6,N2 2, def.1)
de fa ~ect~~ct~on de If I a K e~t 6~n~.

On designe par t~ocCT,~;F) l'espace des fonctions
~-mesurables, localement bornees en mesure. Un~ fonction
~-mesurable f:T ~ F appartient ~ tOOl CT,~;F) si et seule-oc
ment si tout point de T a un voisinage mesurable OU If I est
bornee en mesure. Nous munissons [001 CT,~;F) de la topolo-oc
gie localement convexe definie par la famille de semi-nor-
mes f + NooC1>Kf)= MooC1>Klfl), ou K parcourt les sous-ensem-
bles compacts de T, ou seulement une suite CK.) de sous-

o Jensembles compacts telle que K. c K. 1 et UK. = T. Par con-
J J+ . J

sequent la topologie de tOOl CT,~;F) peut etre definie paroc
une famille denombrable de semi-normes. On a encore
iooCT,~;F) c fiocCT~U;F), et l'injection canonique est con-
tinue puisque NooC1>Kf)~ NooCf) pour tout ensemble compact
K c: T. II resulte du Corollai re de la Proposi tion 5 de [2J,
Chap.IV,§6, N25 que, si 1 ~ P ~ q ~ 00, alors l~oc(T,~;F)
c:LiocCT,~;F) c tlocCT,;J;F) c t.iocCT,~;F), et les injections
canoniques sont continues.

line fonction ~ valeurs dans F, def i.ni e presque partout
par rapport a ~ dans T, est localement bo rne e en measure si elle
est egale presque partout ~ une fonction partout definie 10-
calement bornee en mesure. line fonction f ~ valeurs dans i
e~t localement bornee en me sure si MooC1>K!fl)est fini pOUT

tout ensemble compact K c T.

Soit main tenant p un nombre reel tel que 1 ~ P ~ 00 et
K un sous-ensemble compact de T. Nous designons par
tkCT,u;F) l'espace vectoriel de toutes les fonctions
f E lPCT,~;F) dont Ie support est contenu dans K. Nous mu-
nissons t~CT,~;F) de la topologie induite par LPCT,~;F);
c.-~.d. definie par la seule semi-norme f~ NpCf). Si K et
L sont deux sous-ensembles compacts de T tels que K c L,
alors l'injection canonique t~(T,U;F) c tt(~,~;F) est un
isomorphisme du premier espace sur un sous-espace vectoriel
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du second; ce sous -espace est complet, comme nous Le verrons
au cours de la demonstration du Theoreme 1, mais il n'est
pas necessairement ferme, puisqu'une suite dans tk(T,~;F)
qui converge vers une fonction f converge aussi vers toute
fonction egale ~ f presque partout.

On note t~(T,~;F) Ie sous-espace de tP(T,~;F) qui con-
siste de toutes les fonctions ~ support compact de cet es-
pace, c.-~-d.

ou K parcourt les sous-ensembles compacts de T, Npus munis-
sons t~(T,W;F) de la topologie localement convexe la plus
fine rendant continues les injections canoniques tk(T,~;F)
-+ t~(T,I1;F), Si (Kj~ est une suite de sous s en semb Le s compacts
de T tels que K. C K'+1 et UK. = T, alors on a aussiJ J . J.J

t~(T,I1;F) = ~ ik
j

(T,I1;F)
J

et la topologie de t~(T,I1;F) est aussi la topologie locale-
ment convexe la plus fine qui rend continues les injections
canoniques

~PK.(T,II·,F)-+ tP('f II'F).... .... c , ...., ,
J

donc l~(T,~;F} est la limite inductive stricte ( [1J, II,p.
36) de la suite (Lkj(T,\.l;F))j€:N'

On a tP(T,~;F) c tP(T,I1;F), et l'injection canonique
c

est continue d'apres la Proposition 5 (ii) de [1], II, p.29.
Si 1 ~ P ~ q ~ 00, alors Ie Corollaire de la Proposition 5
de [2J, Chap.IV,§6, N2 5, entraine que

pour tout compact K c T, donc aussi
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et les injections canoniques sont continues.

PROPOSITION 2. So~~ P ~ R ~el que 1 ~ P ~ 00 et ~O~~

q l'expo~a~~ eo~jugue, e.-~-d. l/p+l/q = 1 avee q = 1 lo~~-
Que p : 00. So~~ F un e~paee de Ba~aeh, F' ~on dual 6o~~, ~
(z,z') - <z,z'> la 6o~me b~l~~ea~~e ea~on~Que 6U~ FxF'. S~
f E:tloc(T,Il;F) «c g E: I~(T,Il;F')' oil s: f E: tloc(T,Il;F')
et g E:t~(T,Il;F), la 6onetio~ ~ valeu~~ ~eala~~e~

<f,g> : t f-+ <f(t),g(t»

e~~ i~~e.g~abie.
Demonstration. La fonction <f,g> est mesurable ([2],

Chap. IV, §5,N2 3, Corollaire 5 du Theor~me 1). D'autre par~
soit K un sous-ensemble compact de T tel que Supp g c K.
L'inegalite de Holder ([2], Chap.IV,§6, N24, Co roLl ai re 2

du Theor~me 2) donne

N1«f,g» = N1«~Kf,g» ~ Np(¢Kf)Nq(g),

1done <f,g> E: t (T,ll). !

( 1 )

COROLLAlRE. La 6o~me bili~eai~e

(f,g)>- !<f(t),g(t»dll(t)
T

(2)

t p (T 1J' F) xl q (T ,,' F ' )lac " c' 1",

tY (T" . F' ) xl q (T ". F)lac '1"' C ,I",

Demonstration. Puisque

If<f(t) ,g(t»dll(t) I ~ N,«f,g»,
T

l'inegalite (1) montre que (2) est une forme bilineaire se-
parement continue sur

J7')
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tP (T "oF)xtq(T "oF')lac ,~, K ,~,
resp , sur

L'enonce resulte alors de la Proposition 5 (ii) de [lJ, II,
p , 29. A

L'espace E(T;F) des applications continues de T dans
F est un sous-espace vectoriel de tOOl (T,f1;F). Lorsqu'onoc
munit e(T;F) de la topologie de la convergence compacte,
l'injection canonique e(T;F) ....tOOl (T,\J;F) est continue PLLLS-oc
que pOUT tout sous-ensemble compact K de T on a

Noo(¢Kf) ~ max I f(t) I ,
tE:K

quel que soit f e:: 'e(T;F).

L'espace ~(T;F) des applications continues a support
compact de T dans F est un sous-espace vectoriel de
too(T,\J;F). Si l'on munit ¥(T;F) de sa topologie de limite

c
inductive ([2],Chap.III, 2e ed.,§l, N21), alors l'injection
canonique ;}((T;F) -+ :i~(T,f1;F) est continue. En effet, si pour
un sous-ensemble compact K de T on note ~(T,K;F) Ie sous-es-
pace forme des f c:;:: 1f(T;F) tels que Supp f c: K, alors I' injec-
tion canonique W(T,K;F) -+ i~(T,\J;F) est continue puisque

Noo~f) ~ max If(t) I
t

pour tout f e:: ;H(T, K; F) .
Rappelons que l'espace eb(T;F) des applications conti-

nues bornees de T dans F est un sous-espace vectoriel de
too(T,f1;F), et que si l'on munit eb(T;F) de la.norme ~f~ =
tun If(t) I, alors l'injection canonique t:b(T;F) ....too(T,\J;F)E:T ,est continue. De plus, cette application est une isometrie
si et sculement si Le support de \J est egaI a T ([2J ,Chap. IV,
§6,N2 3,Remarque 1). On a un resultat analogue pour les es-
paces consideres ici:
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PROPOSITION 3. Si ie ~uppo~t de ~ e~t egai a T,te~
i:jec.tion¢ c.anonique¢ 'e(T;F) ->- t~oc(T,~;F) et 'Jf(T;F) .....
tc(T,~;F) ¢ont de~ mo~phi~me¢ ~t~ic.t¢,

Demonstration. (a) Soit K un sous-ensemble compact
de T et L un voisinage compact de K. Soit fE: ~ (T;F) une fonc-
tion telle que qK(f) = maxlf(t) I est > 0 et cho i si.sscn s unt«:Tnombre reel S tel que 0 < S < qK(f). Il existe un point
to E K tel que If(to) I > S, et puisque fest continu, il
existe un voisinage ouvert U de to contenu dans L tel que
If(t) I > B pour tout t E U. L'hypothese Supp~ = T entraine

*que ~ (U) > 0, donc Noo(~Lf) > B. Par consequent qK(f) ~
Noo(~Lf), ce qui prouve que la piemiere injection est en
effect un morphisme strict.

(b) Soit V un voisinage de 0 dans ~(T;F). Soit (K.)
. J

une suite de sous-ensembles compacts de T telle que
o

K. c:: K'+l et UK. = T. Il existe une suite dec r-oi ssan t e
J J j J(mj) de nombres strictement positifs te1le que f ~~(T;F),

Supp fe::K. et If II ~ m . entrainent f e:: V. Soit W. Le voisi-
J 00 J Jnage de 0 dans tK.(T,~;F) forme de toutes 1es fonctions f

telles que Noo(f) ~ mj' L'ensemble W = UW. est un voisinage
00 J Jde 0 dans !c(T,~;F). Nous affirmons que wn;H"(T;F) c:: V, ce

qui prouve qu'aussi 1a seconde injection est un morphisme
strict. Soit fE: wn(f{(T;F). I1 existe un indice j tel que
Supp f E Kj et que Noo(f)-, mj' II faut voir qu'on a aussi
If II ~ mj, Si l'on avait If(to) I > mj en un point to E Kj,
on aurait If(t) I > m· pour tout point t d'un voisinage ou-

1
~*(U) > 0 par hypothese, ce qui contre-

•
vert U de to' On a
dit Noo(lfl) ~ mj'

Avant de demontrer Ie resultat suivant, il nous faut
faire une remarque, qui est bien connue dans Ie cas d'un
espace separe: Si E est un espace localement convexe dont
1a topologie est definie par une fami11e denombrable (qn)
de semi-normes et si toute suite de Cauchy dans E conver-
ge, alors E est complet. Soit N l'adherence de {a} dans E,
soit F = E/N l'espace separe associe ~ E, et soit ~ la sur-
jection canonique de E sur F. On a qn(x) = gn(y) chaque
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fois que x-y EN, done si l'on definit q (x) = q (x) pourn n
X E F et pour n I impo rt e quel element x de E tel que <P(x) = X,
la famille (qn) de semi-normes definit la topologie quotient
de F ([l],II,p.5). Soit alors (xm) une suite de Cauchy dans
l'espaee loealement eonvexe metrisable F et pour tout m
ehoisissons un x -= E tel que <P(x ) = ~ . Alors (x ) est unem m m m
suite de Cauchy dans E qui converge par hypoth~se vers un
element x e: E. Puisque <p est continu, (~ ) converge versmx = <P(x), done Fest complet. Si maintenant 1 est un filtre
de Cauchy sur E, alors <P(1) est un filtre de Cauchy sur F,.done converge vers un point x E F d'apres ce qu'on vient de
voir. Done 7' converge vers n I importe quel point x &: E tel que
cj>(x)= x.

THtORtME 1. Pou~ 1 ~ P ~ 00 le¢ e¢paee¢ 1ioc(T,~;F)
t~(T,~;F) ¢ont eomplet¢.

Demonstration. (a) Pour montrer que iloc(T,f.J;F) est
complet, il suffit, d'apres la remarque juste faite, montrer
que toute suite de Cauchy (fn) converge. Soit K un sous-en-
semble compact de T, alors (cj>Kfn)est une suite de Cauchy
dans iP(T,f.J;F), done converge dans tP(T,~;F) vers une fonc-
tion fK ([2],Chap.IV,§3, W? 4, The oreme 2 et §6, N23, Propo-
sition 2). Comme (<PKfn) a une sous-suite qui converge vers
fK presque partout par rapport h f.J([2] ,Chap.IV,§3, N24,
Theor~me 3), si K et L sont deux sous-ensembles compacts de
T,les fonetions fK et £L sont egales presque partout sur
K n L. Or Test la reunion d'une famille d enomb rable d'ensem-
bles compacts, done il existe une fonction f:T + F qui pour
tout K est egale h fK presque partout sur K. II est clair
que f appartient a tloc(T,f.J;F) et que (fn) converge vers f

dan s .f PI (T ,u ; F) .oc .
(b) Puisque t~(T,~;F) est la limite inductive stricte

d'une suite d'espaees i~(T,~;F), il suffit de demontrer que
ces derniers sont complets ([1] ,II,p.3S,Proposition 9, (iii)).
Soi t done (fn) une suite de Cauchy dans t.k(T, u ;F).EIleest aussi
une sui te de Cauchy dans tY (T,u ;F),done converge vers une fonc-
tion f E tPCT,f.J;F). Une sous-suite de (fn) converge presque
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partout vers f, donc fest egale a zero presque partout dans
Ie complementaire de K. Par consequent, en modifiant f sur
un ensemble negligeable on obtient une fonction dontle sup-
port est contenu dans K et vers laquelle (fn) converge. •

§2. les espaces L~oc et L~.

DEFINITION 2. {tant donn~e une me~u~e po~itive ~ ~u~
un e~pa~e io~aiemenet ~ompa~t denomb~abie a i'in6ini T, un
nomb~e pER tei Que 1 ~ P ~ 00, et un e~pace de Banach F,

on d~~igne pa~ Lioc(T,~;F) i'e~pace ~~pa~~ a~~ocie a
iioc(T,~;F) et pa~ LP(T,~;F) i'e~pace ~~pa~e a~~ocie a

p c
tc(T,~;F).

Une fonction f E tloc(T,~;F) appartient ~ l'adherence
de {a} si et seulement si Np(¢Kf) = 0 pour tout sous-ensem-
ble compact K de T, ce qui veut dire que f est ~-negligeable,
puisque Test l'union d'une suite d'ensembles compacts. Si
f et g definissent Ie meme element f de LPI (T,~;F), alorsoc
pour tout compact K c T on a Np(¢Kf) = Np(¢Kg) et l'on de-
note leur valeur commun~ par 111p K' La topologie quotient
sur LPI (T,~;F) est definie par l~s semi-normes i + Il~ K'oc P.
ou K parcourt les sous-ensembles compacts de T, ou seule-
ment ~ne suite (Kj) de sous-ensembles compacts tels que
K· c K'+l et UK. = T. Du Theoreme 1 il resulte immediate-

J J J .
ment Ie

THtO~ME 2. L'e~pace io~aiement convexe met~izabie
Lioc(T,~;F) e~t compiet, ~.-a-d. un e~pace de F~e~het.

Pour un sous-ensemble compact arbitraire K de T on
note Lk(T,~;F) l'espace separe associe ~ ik(T,~;F). La to-
p~logie quotient sur L~(T,~;F) est_definie par la norme
If~p = Np(f), au f E tK(T,~;F) et f est sa classe d'equiva-
lence. II s'ensuit que l'injection canonique ik(T,~;F) +

1P(T,~;F) definit une injection Lk(T,~;F) + LP(T,~;F) qui
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est un morphisme strict: elle est une isometrie de Lk(T,~;F)
sur son image dans LP (T.u;F) .

Soint K et L deux sous-ensembles compacts de T tels
que K c L. L'injection canonique tk(T,u;F) + tE(T.~;F) de-
finit une injection Lk(T.~;F) + LE(T.~;F).- qui est, comme
avant, une isometrie de Lk(T,~;F) sur son image dans
LE(T.~;F), car les normes sur les deux espaces sont les
restrictions de la norme sur LP(T.~;F).

L'image de Lk(T.u;F) dans LP(T.~;F) est fermee. En
effet. identifions Lk(T.u;F) avec son image LP(T.u;F) et
soit ({n) une suite d'elements de LkCT.u;F) qui converge~rs
f c LP(T.u;F). Si l'on choisit des representants f- ~ f- et_ ] ]

f E: f. on a lim N (f-{n) = O. Il exi ste une suite Cfnk) ex-
n+oo Ptraite de Cfn) qui converge presque partout vers { ([2J,

Chap. IV. §3, N2 4. Theor~me 3). Par consequent { est egal ~
zero presque partout dans Ie complementaire de K, donc
f e:: LK(T,u;F).

On voit de meme que l'image de LkCT,u;F) est fermee
dans LECT,u;F).

L'injection canonique ikCT,u;F) + t~CT,~;F) definit
une injection LkCT,u;F) + L~CT,u;F). Si l'on identifie
LPCT,~;F) avec son image dans LPCT,u;F), on peut dire que
L~CT,U;F) est la reunion des es~aces norm~s LkCT,u;F). Mon-
trans que la topologie localement convexe la plus fine sur
LPCT,u;F) qui rend continues les injections LkCT,u;F) +

L~CT'U;F) coincide ave la topologie quotient sur L~CT,u;F .
En effet un sous-ensemble absorbant, convexe, equilibre Vde
L~CT,u;F) est un voisinage de 0 pour la topologie localement
convexe finale si et seulement si pour tout ensemble compact
K c T il existe un mK > 0 tel que tout element { de LkCT,~;F)
qui verifie ~iip ~ mK appartient l V. Soit Y la surjection
canonique de t.PCT,u;F) sur LPCT,u;F). La cond-ition que Vc c
doit satisfaire est equivalente ~ ce que y-'CV) contienne
toutes les fonctions £ e:: ik(T,U;F) tellesque NpCf) ~ mK,
c.-~-d. que y-'CV) soit un voisinage de 0 pour la topologie
localement convexe finale sur tPCT,u;F), done que V soit une
voisinage de 0 pour la topologie quotient.
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oSi (Kj) est une suite d'ensembles compacts tels que
Kj C Kj+1 et UKj = T, alors L~(T,~;F) est aussi limite in-
ductive stricte de la suite (Lk.(T,~;F)). Or l'espace nor-
me Lk(T,~;F) est evidemment iso~orphe a LP(K,~;F) ([2], Chap.
V,§7,W?1, Scholie) qui est complet. On a donc ([1),II,p.35,
Proposi tion 9):

THtO~ME 3. L'e~pace iocafemen~ convexe L~(T,~;F) M~
compfe~ e~ Lk(T,~;F) e~~ 6e~me dan~ L~(T,~;F).

De plus, L~(T,~;F) est ultra-bornologique, donc aussi
tonnele et bornologique.

Les injections canoniques du numero precedent impli-
quent les applications lineaires continues injectives

(3)

et pour 1 -$ P -$. q -$ oc aussi

(4)

L~(T,U;F) + L~(T,~;F). (5)

Un element f de LP(T,~) appartient a l'image de Lk(T,u)
si et seulement si Supp(f~) c K. En effet, Ie Corollaire 2

l· la Proposition 3 de [2J, Chap.V, Ze ed.,§5, N2 3 montre
que f u = 0 dans un ouvert U c T si et seulement si pour tout
f ~ l on a f(t) = 0 presque partout par rapport l ~ dans U.
Le meme raisonnement montre la validite de la formule

supp f fu ) n~Supp(f) ,
fe:f

il est donc raisonnable de considerer Supp(fu) comme Ie sup-
port de l'element f de Lloc(T,~).

Les injections canoniques ~(T;F) + i~CT,u;F) et eCT;F)
+ t""l (T,~;F) etudiees au numero precedent, composees res-oc
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pectivement avec les surjections canoniques tc(T,~;F) +

Lc(T,~;F) et tloc(T,~;F) + Lloc(T,~;F), donnent des aplica-
tions linea ires continues

1f(T;F) + L~(T,~;F),
~(T;F) + L~oc(T,~;F).

(6)

(7)

L'exemple de la me sure de Dirac montre que ces applications
ne sont pas toujours injectives. On a cependant:

PROPOSITION 4. S~ le ~uppo~t de ~ e~t ~gal a T, le~

appl~c.at~on~ (6) et (7) ~oY!t des mMph~~me~ ~H~c.t~ ~Y!jec.:t.A.6~.
Demonstration. Soit f:T + F une fonction continue et

supposons que f(t) = 0 pour presque tout t c T par rapport
l ~. Si l'on avait f(to) # 0 en un point to ~ T, on aura it

'*f(t) i ° dans un voisinage ouvert U de to' Comme ~ (U) > 0,

ceci contredit l'hypoth~se que f est ~-negligeable. Donc
f = 0 et les deux applications sont injectives.

Que (6) et (7) sont des morphismes stricts resulte de
la Proposition 3, du fait que la surjection canonique d'un
espace sur un quotient est toujours un morphisme strict et
du fait que la composee de deux morphismes stricts est un
morphisme strict. !

En composant l'application (6) avec l'application (5)

pour q = 00 et ensuite avec l'application (3), on obtient les
applications lineaires continues

~(T;F) + L~(T,~;F),
~(T;F) + Lloc(T,~;F).

PROPOSITION 5. S~ P e~t 6~Y!~, l'~mage doe ;H(T;F) es :

d e.ns « do.n« L~(T,~;F) e.t do.n« Lloc(T,~;F).
Dimonstration. Si l c LPl (T,~;F) et K est un sous-oc

ensemble compact de T, alors ¢Kf est, d'apr~s la Proposition
1, un element bien defini de LP(T,~;F) et ~l-¢Klip,K = 0.
Ceci prouve que LP(T,~;F) est dense dans Lloc(T,~;F). Comme
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l'image de N(T;F) est dense dans LP(T,~;F) par definition,
et comme l'injection LP(T,~;F) + LPI (T,~;F) est continue,oc
l'image de n(T;F) est dense aussi dans Lloc(T,~;F).

Soit maintenant f un element de L~(T,~;F) et soit
f ~1~(T,~;F) un representant de la classe d'equivalence f
qui a son support dans l'ensemble compact K cT. Comme par
definition ~(T;F) est dense dans IP(T,~;F), etant donne
E > 0, il existe un ensemble compact L ~ K et une fonction
h c ~(T;F) ayant son support dans L telle que N (f-h) ~ E.- PMais alors h appartient ~ l'image de ~(T;F) dans Lf(T,~;F)
et Iii-hip ~ E. !

Notons par u l'application injective lineaire de
Lioc(E'~) dans l'espace M(T) des mesures sur T qui ~ un ele-
ment f fait correspondre la mesure f~ (bien definie d'apres
Ie Corollaire 2 a la Proposition 3 de [2], Chap. V, 2e se ..
§5, N!!3).

Je rappelle que eO(T) denote l'espace des fonctions
continues sur T qui tendent vers a a l'infini. On munit
~o(T) de la norme Ihl = maxlh(t) I pour laquelle il est unt€T 1espace de Banach. L'espace M (T) des mesures integrables
(ou "bor nee s:": [2], Chap.III, 2e ed., §1, N!! 8) s'identi-
fie au dual de eO(T) ([2], Chap.IV,§4, N!!7) .

PROPOSITION 6. (a) L'application u e~t continue ~i
l'on munit M(T) de la topologie 6o~te 8(M(T),H(T».

(b) u envoie Ll(T,~) dan~ l'e~pace Ml(T) de~ me~u~e~
l.nt~g~able~ 'et la ~e~t~iction de u a t ' (T ,~) e sz une appli-
cation continue de cet e~pace dan~ M1(T) muni de la topolo-
gie 6o~te 8(M1(T),eo(T».

(c) u env c.ce L~(T,~) d an» l'e~pace r'(T) d es me~u~e~
a ~uppo~t compact ([2J ,Chap.IV,§4,N!!8) et la ~e~t4iction de
u a Ll(T,~) e~t une application continue de cet e~pace da~c
!'(T) muni de la topologie 6o~te 8(~'(T),~(T».

Demonstration. (a) Soi t B un sous- ensemble borne de
~(T). II existe un sous-ensemble compact K de T et un nom-
bre M > a tels que Supp h c K et I h(t) I ~ M quels que soient
he:: B et t e: T ([1],III,p.5,Proposition 6). Si f denote un
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repr§sentant de f on a

l<fll,h>1 =0 I!h(t)f(t)dll(t) I

-( maxlh(t)I!lf(t)ldll(t) < Mllf~l K
t K '

pour tout h ~ B. Par cons§quent ~f~ 1 K ' l!M implique que
- 0'fll appartient au polaire B de B.

(b) Le Corollaire du Theoreme 1 de [2], Chap.V,§S, N93
prouve que u envoie Ll(T,Il) dans Ml(T). Soit B une partie
b ornee de eO(T). 11 existe un nombre M > 0 tel que [ht t) Is 1-1

quels que soient h e= B et t ~ T. Si f denote un representant
de f on a

l<fll,h>1 Ifh(t)f(t)dll(t)!

~ max Ih(t)1 !If(t)ldll(t) ~ Mllflll
te::T

pour tout h E B. Par consequent ~{~ l' l!M implique ~ll E BO.
(c) Nous avons deja rema rq ue que u envoie L1(T,Il) dansc

~'(T). Soit K c T un ensemble compact et B une partie born§e
de e(T). II existe un nombre M > 0 tel que Ih(t) I , M quels
que soient h e= B et t E K. Si f appartient a L~(T,Il) et f
est un representant de I, aloTs

Id'Il,h>1 =0 l!h(t)f(t)dll(t)1

< max Ih(t)1 jlf(t)ldll(t) ~ t-lif111
t;oK

- 1 -pour tout h ~ B. Par consequent f E LK(T,Il) et ~ f~1 ~ l!M
impliquent [11 ~ BO, donc l'application f + ill est continue
de L~(T,\.l) dans ~'(T). II en resu lt e qu'elle est aussi con-
tinue de L~(T,)l) dans e' (T) C[1] ,II,p.29,Proposition 5 (ii)).A

§3. Dualiti. Soit p un nambre reel tel que 1 ~ P < 00 et soit
q l'exposant conjugue. La Proposition 2 et l'identite
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montrent que si f e:: L~(T,fl) et g e:: Lioc(T,fl), alors tog est
un element bien defini de Ll(T,fl). De plus, si K est un
sous-ensemble compact de T, l'inegalite (1) montre que

(8) ,

pour f ~ L~(T,fl) et ~ E L~oc(T,fl). II s'ensuit que si g est
un element donne de Lioc(T,fl), alors l'application

L~: f H- ffgdfl
C>

est une forme lineaire continue sur L~(T,fl)' Nous nous pro-
posons de demontrer Ie resultat suivant:

TH~OR1:ME 4. L'appiic.aLton gH- L- e..6,tun i.6omoJtphi.6me.. g
de. i'e..6pac.e. de. FJttc.he.~ L~oc(T,fl) .6U!t le dual de. L~(T,fl) mu-
ni de. la ~opologie. 6o!t~e..

Demonstration. 1) Man trons d I abord que I' application
gH- L- est injective. Supposons que g f 0 et soit g un re-

g
presentant de g. L'ensemble A ou get) f 0 est fl-mesurable
et fleA) > O. II existe un sous-ensemble compact K de A tel
que fl(K) > 0 et que la restriction de g ~ K soit continue.
Par consequent il existe un nombre m > 0 tel que I get) I > m
pour t -= K. Posons f = ¢Kg/lgl, alors la classe f de f ap-
partient ~ L~(T,fl) c L~(T,fl) et l'on a

L- (£)g flg(t)!dfl(t) ~ mu I K) > 0,
K

donc Lg F O.
2) Demontrons maintenant que l'application g ~ Lg est

can tinue. Soi t B une partie bo rriee de LP (T,u ) , Il exi ste unc
ensemble compact K c T et un nombre M > 0 tels que
B c·L~(T,fl) et que Itlp ~ M pour tout fEB. Soit V Ie voi-
sinage de 0 dans Lq

l (T,fl) forme des elements g tels queoc
Iglq,K ~ 11M. II resu lt e de l'inegalite (8) que gE V im-

- 0plique ILg(f) I ~ 1 pour tout fEB, c.-a-d. Lg E B .
3) L'application gH- L_ est surjective. En effet,

g
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soit A une forme lin§aire contInue sur L~(T,~~. Pour tout
sous-ensemble compact K de T la restriction de A l L~(T,~),
qu'on identifie ~ LP(K,~), est continue, donc il existe un
el§ment &K ~ Lq(K,~) et un seul tel que A(E) = ffgKd~ pour
tout f &: Lk(T,~) ([2] ,Chap.V,§S, N~8). L'unicite montre que
si K et L sont deux sous-ensembles compacts de T, alors les
restrictions de gK et de gL a Kn L coincident. La famille
(gK) definit donc un element g L Lioc(T,~) tel que A(f) =
Jfgd pour tout fe:: L~(T,~).

4) L'espace LP(T,~), etant la limite inductive strictec
d'une suite d'espaces de Banach, est d i st i ngue ([3], Theo-
reme 10), done son dual fort est t onn eLe ([4J ,§23, 7. (1) ou
[1J,IV,p.S2, Exercice 4). Comme Lioc(T,~) est un espace de
Frechet, la bijection lineaire continue g~ Lg est un iso-
morphisme ([4J,§34,2.(3)). &

Soit g un element de L~(T,~) et soit K un sous-ensem-
ble compact de T tel que g L L~(T,~). De l'inegalite obtmue
de (8) en echangeant les roles de f et g on voit que l'ap-
plication

est une forme lineaire continue sur Lroc(T,~).

THEOREME

de. L~(T,~) ",uJt
6 o n.t: e ,

5. L'applica~ion g ...,. L_ e.6~ un iaomoJtphi",me.g
f.e. dua.l de. Lloc(T,lJ) mUYli de. la ~opologie. •

Demonstration. 1) Commen~ons de nouveau par demontrer
que l' application g ...,.Lg est inj ecti ve. Supposons que Lg = O.

Soit g un representant de g et posons

.{ g (t) si g (t) i 0,
f (t) I g (t) I

0 si g (t) O.

La classe d'equivalence f de f appartient a L~oc(T,lJ)c

PLl (T,~) et l'on ar o c
1S3



L_ (f)
g Jlg(t)ld~(t) 0,

d'ou g
2)

o.
Montrons ensuite que l'application g ~ L- est con-p g .tinue. Soit B une partie bo rn ee de Lloc (T,~) 'et soi t (~j)

une suite de sous-ensembles compacts de T tels que KjcKj+1
et UK. = T. 11 existe une suite (m]') de nombres strictement. ]

pos{tifs telle que If~p,K' ~ mj pour tout f ~ B et tout j.
Soit Vj Ie voisinage conv~xe, equilibre de 0 dans Li. (T,~)
forme des elements tels que !giq ~ l/mj• Alors l'env~loppe
convexe, equilibre V de VVj est un voisinage de 0 dans
L~(T,~). Tout element g de Vest de la forme g = ?Ajgj avec
g. ~ V., EIA. I ~ 1 et A. = 0 sauf pour un nombre]fini d'in-
~ ]]] ] ~ - -:-dlces ([1],II,p.l0). Par consequent g ~ V entralne

IL-(£) I =If£gd~1 ~ LIA. I (I£g· Id~
g j ] kj ]

~ IIAj '·lf~p,Kjlgj~q ~ 1

pour tout t -= B, c.-a.-d. L~ e::Bo.
3) L'application g ~ L- est surjective. En effet,

g
soit A une forme linea ire continue sur Lloc(T,~). Alors sa
restriction a LP(T,~) est continue, il existe donc un
g e:: Lq(T,~) tel que Aet) = rrgd~ pour tout t E:: LP(T,~) ([2],
Chap.V,§S, N28). Comme A est continu sur l'espace de Fre-
.chet LPI (T,~), il existe ([1] ,II,p.6) un sous-ensembleoc
compact K de T et un nombre M > 0 tels que

IA(t') I

pour tout £ ~ LP
I (T,~). Nous allons montrer que g appar-oc

tient a Li(T,~). Notons U Ie complementaire de K dans T.
Soit g un representant de g et definissons un element £ de
Loo(T,~) c LP(T,~) par son representant

{ UTI si get) -I 0,<Pu(t),g(t)1
f(t) = 0 si get) o.
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Alors If I K = 0, donc d t ap res (9)p,
A (f) = fig ( t ) I du 0,

U

ce qui montre que g est en effet ~-negligeable dans U.
Or A(f) et ffgd~ sont des fonctions continues de f sur

Lboc(T,~) et coincident sur LP(T,~), qui est dense dans
Lloc(T,~) d'apres la Proposition 5. On a done A = Lg.

4) Montrons finalement que l'application g ~ Lg est
ouverte. Soit W un Yoisinage de 0 dans L~(T,~). ~tant donnee
une suite (Kj) de parties compactes de T comme dans la par-
tie 2) de la demonstration, il existe une suite (mj) de nom-
bres strictement positifs tels que g ~ Lij(T,~), Ig~q ~ mj
implique g ~ W. Le sous-ensemble B de LPI (T,~) forme desoc
elements I tels que ~f~p,K' ~ 1/mj pour tout j est borne.
Soit maintenant g ~ Lq(T,~) tel que L- ~ BO. II existe unc g_
indice j tel ~ue g appartient ~ Lt.(T,~). Si f ~ LP(Kj ,~)
est tel que Ilf~p ~ 1, c.-a.-d. que rrf/mj~p ~ 1/mj, alors il
resulte de la Proposition 3 de [2J, Chap.IV,§6, N2 4 que

~ m . ,
J

done que g ~ W. !

COROLLAlRE. Poult 1 < P < 00 le.-6 e.-6pac.e.-6 L~(T,~) e.t

Lloc(T,~) -6ont lte6le.xi6-6·
Remarque. La generalisation des Theoremes 4 et 5 aux

fonctions a valeurs dans un espace de Banach fait appel ~
la proprie t e di te "de Radon- Nikodym".
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