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ESPACES DE FONCTIONS LOCALEMENT INTEGRABLES ET
DE FONCTIONS INTEGRABLES A SUPPORT COMPACT

par

Jean HORVATH

Dans ce travail, je me propose de faire une étude sys-
tématique des espaces mentionnés dans le titre. Une bonne
partie des résultats ci-dessoussont "bien connus'" (voir p.ex.
{5], 33-34) mais, autant que je sache, 1l n'existe aucune ré-

férence facilement accessible pour leurs démonstrations.

§1. Les espaces 1$0c et iE. Nous nous plagons, une fois pour
toutes, sur un espace localement compact T que nous suppose-
rons dénombrable 2 1'infini pour simplifier. Nous désignons
par p une mesure positive sur T. Nous utilisons en général
la terminologie et les notations du traité de N. Bourbaki
[1,2]. Cependant, lorsque p est un nombre réel tel que 1<p
< » et F est un espace de Banach, nous désignons par
Ip(T,u;F), et non pas par IE(T,U), 1'espace des fonctions £
définies sur T, 2 valeurs dans F, de puissance p-ilme u-in-
tégrable ([2], Chap.IV, §3,N® 4, Définition 2), c.-2-d. p-me-

surables et telles que
* 1/
N () = ([ 1E1Pa) 1P <o

([2], Chap.IV,§5, N26, Théor®me 5). Muni de la semi-norme Np‘



1'espace ip(T,m;F) est en général non-séparé, mais complet
([2], Chap.IV,§3, N°4, Théorgme 2).

PROPOSITION 1. S04t F un espace de Banach, p un nom-
bre néel tel que 1 < p = , et £ une fonction définie sun T
& valeuns dans F. Les propriétés sudlvantes sont Equivalen-
tes:

a) Poun tout point t<T L existe un voisinage ouvent
V de t tel que ¢Vf appartient a Ip(T,u;F) (Led oy est La
fonction caracténistique de V).

b) La fonction £ est u-mesurable ez, pour tout sous-

ensemble compact K de T, on a

[1£1Pau = [0 1€1Pa < =
K
(pour la notation voir [2], Chap.V,§5, N23, Exemple).

c) Pour toute fonction numénrnique continue & support
compact h e X(T), La fonction hf apparitient a Lp(T,u;F).
(Pour p = 1 comparer avec [2], Chap.V,§5, N®1, Proposition
1).

Démonstration. a)=>b): Si la fonction ¢Vf appartient
a ip(T,u;F), alors elle est u-mesurable, donc f est p-mesu-
“rable en vertu du principe de localisation ([2], Chap.IV,
§5, N22, Proposition 4). D'autre part, pour tour t € K il
existe un voisinage ouvert Vt de t tel que ¢th65t de puissan-
ce p-ieme intégrable. L'ensemble K peut €tre couvert par
une sous-famille finie Vj (1 £ j < k) de ces voisinages et,
comme

k
ol EIP < 1 oy I£]P,
j=1 ]

* P
on a | ol €l du < =,

b)=c): Si f est mesurable, alors hf 1'est aussi
d'apreés le Corollaire 5 du Théor2me 1 de [2], Chap.IV,§S,
N°Z. D'autre part, posons K = Supp h. Alors |hf]| < M¢K|f|,
ol M = max|h(t)]|, donc f*]hflpdu < =, Par conséquent hf
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appartient a ip(T,u;F).

c)=>a): Soit te T et soit V un voisinage ouvert, re-
lativement compact de t. Il existe une fonction h = ¥X(T)
telle que 0 < h(t) € 1 et h(t) = 1 pour t « V ([2], Chap.
111, 2%
ce p-ieme intégrable par hypothese, donc ¢vf = ¢vhf est me-
surable et N (oyf) < N (hf) < =, d'ob ¢ f < tP(T,u;E) . A

éd.§81,N22, Lemme 1). La fonction hf est de puissan-

DEFINITION 1. On dit qu'une fonction £:T > F, qui sa-
tisfait au trois conditions Equivalentes de La Proposition
1, est de puissance p-Lme Localement intégrable. Quand p=1,
on dit aussi que £ est Localement intégrable.

L'ensemble des fonctions f:T - F de puissance p-iéme
localement intégrable forme évidemment un espace vectoriel
noté Igoc(T,u;F); lorsque F = R ol C, la mention de F est
souvent omise s'il n'y a pas d'ambiguité (cf. [2], Chap.V,
§5,N21). Nous munissons cet espace de la topologie locale-

ment convexe définie par la famille de semi-normes

1
£+ N (o) = ([1£]Paw) /P
K

ol K parcout 1l'ensemble des sous-ensembles compacts de T. On
obtient la méme topologie si 1'on laisse K parcourir seule-
ment une suite (K.) de sous-ensembles compacts de T telle que
Kj = §j+1 pour tout j et UKj = T. Ainsi la topologie de
I?oc(T,u;F) peut &tre déf{nie par une famille dénombrable de
semi-normes. On a LP(T,u;F) = I?oc(T,u;F), et 1'injection
canonique tP(T,u;F) » Igoc(T,u;F) est continue puisque
Np(¢Kf) < Np(f)pour tout ensemble compact K< T.

Une fonction 2 valeurs dans F définie presque partout
dans T pour la mesure u (resp. une fonction 2 valeurs dans
R) sera dite d'avoir une puissance p-i®me localement intégra-
ble si elle est égale u-presque partout 2 une fonction qui
appartient 2 igOC(T,u;F) (resp. 2 i?oc(T,u;R)).

DEFINITION 2. Une fonction £:T » F est Localement box-
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née en mesurne 84 pour tout sous-ensemble compact K de T, (e
max{imum en mesdunre Mw(¢K]f|) ([2],Chap.IV, §6,N2 2, déf.1)
de La nestrniction de |£| 2 K est find.

On désigne par IlOC(T,u;F) 1'espace des fonctions
pu-mesurables, localement bornées en mesure. Une fonction

p-mesurable f£:T - F appartient 2 £ (T,u;F) si et seule-

ment si tout point de T a un v0151nizg mesurable ol |f]| est
bornée en mesure. Nous munissons ITOC(T,u;F) de la topolo-
gie localement convexe définie par la famille de semi-nor-
mes £ ~ N_ (¢ f) = Mm(¢K|f|), ol K parcourt les sous-ensem-
bles compacts de T, ou seulement une suite (K.) de sous-
ensembles compacts telle que KJ — KJ*1 et UK. = T. Par con-

séquent la topologie de 17 (T,u;F) peut é%re définie par

une famille dénombrable déogemi-normes. On a encore
17(T,u;F) = IlOC(T,u;F), et 1'injection canonique est con-
tinue puisque Nm(¢Kf) < N_(f) pour tout ensemble compact
K< T. Il résulte du Corollaire de 1la Proposition 5 de [2],
Chap.1V,56, N®5 que, si 1 < p < q < =, alors loc(T u; F)

1OC(T u;F) = Iloc(T u;F) = 7] (T,u;F), et les injections
canoniques sont continues.

Une fonction a valeurs dans F, définie presque partout

par rapport & p dans T, est localement bornée en measure sielle

loc

est égale presque partout 2 une fonction partout définie lo-
calement bornée en mesure. Une fonction f 2 valeurs dans R
est localement bornée en mesure si Mw(¢K]f|) est fini pour

tout ensemble compact K = T.

Soit maintenant p un nombre réel tel que 1 < p < = et
K un sous-ensemble compact de T. Nous désignons par
IE(T,u;F) 1'espace vectoriel de toutes les fonctions
f E:Ip(T,u;F) dont le support est contenu dans K. Nous mu-
nissons IE(T,u;F) de la topologie induite par LP(T,u;F);
-3.d. définie par la seule semi-norme f— Np(f). Si K et
L sont deux sous-ensembles compacts de T tels que K < L,
alors 1'injection canonique iE(T,u;F) = LE(T,U;F) est un

isomorphisme du premier espace sSur un sous-espace vectoriel
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du second; ce sous-espace est complet, comme nous le verrons
au cours de la démonstration du Théoréme 1, mais il n'est
pas nécessairement fermé&, puisqu'une suite dans ig(T,u;F)
qui converge vers une fonction f converge aussi vers toute
fonction égale a f presque partout.

On note ig(T,u;F) le sous-espace de Ip(T,u;F) qui con-
siste de toutes les fonctions 2 support compact de cet es-

pace, c.-2a-d.

22(T,u;F) = U LR (T, u3F),

ol K parcourt les sous-ensembles compacts de T. Npus munis-

sons IE(T,u;F) de la topologie localement convexe la plus

fine rendant continues les injections canoniques IE(T,u;F)

> IE(T,u;F). Si (Kj) est une suite de sous-ensembles compacts
o

de T tels que Kj = Kj+1 et UKj = T, alors on a aussi
J

LR(T,u5F) = U £f (T,u:F)
j ]
et la topologie de IE(T,u;F) est aussi la topologie locale-
ment convexe la plus fine qui rend continues les injections

canoniques
iﬁj(r,u;m + TE(Tm5E),

donc IE(T,u;F) est la limite inductive stricte ( [1], II,p.

36) de la suite (1§j(T’U?F))j€N'

On a ig(T,u;F) c ip(T,u;F), et 1'injection canonique
est continue d'aprds la Proposition 5 (ii) de [1], II, p.29.

Si 1 < p< q«g », alors le Corollaire de la Proposition 5

de [2], Chap.IV,§6, N2 5, entralne que
w0 1
IR(T,u3F) < L}(T,u5F) = LR(T,u5F) = £(T,u3F)

pour tout compact K =T, donc aussi

22(T,05F) < 24T, u5F) = 12(T,u5F) = L1(T,u3F),



et les injections canoniques sont continues.

PROPOSITION 2. S04t pe R tel que 1 < p < = et 404t
q 2'exposant confugué, c.-a-d. 1/p+1/q = 1 avec q = 1 Lons-
que p = . Soit F un espace de Banach, F' son dual fort, et
(z,z") = <z,z'> la forme bilinéaire canondique sur FxF'. S
£ =2tP (T,u5F) et ge LX(T,u5F"), od 8¢ £ = 2P (T,u5F")
et g = LA(T,u;F), La fonction & valeuns scalaines

<f,g> tw <f(t),g(t)>

est intégrable.

Démonstration. La fonction <f,g> est mesurable ([2],
Chap.IV, §5,N®2 3, Corollaire 5 du Théoreme 1). D'autre part,
soit K un sous-ensemble compact de T tel que Supp g < K.
L'inégalité de HSlder ([2], Chap.IV,§6, N%4, Corollaire 2

du Théoreéme 2) donne

N, (<£,g>) = Ny(<oxf,g>) < N (¢ FIN, (), ()
donc <f,g> = 11(T,u). A

COROLLAIRE. Lla foame bil.inéainre

(£,8) — j<f(t),g(t)>du(t) (2)
T

est sépanément continue sun
p . q LR
L] 0c (Tous E)xd 2(T,us F')

el sun
2D (T, F) <t d(T,usF)

Démonstration. Puisque

|[<€(2) ,g()>du(t) | < N (<f,g>),
T

1'inégalité (1) montre que (2) est une forme bilinéaire sé-

parément continue sur
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2D (Tous FY <L (T, u;F')

resp. sur
2D (T us B )<L R (T, u3F).

L'énoncé résulte alors de la Proposition 5 (ii) de [1], IT,
pP29.. . A

L'espace E(T;F) des applications continues de T dans

o

F est un sous-espace vectoriel de 1 (T,u;F). Lorsqu'on

loc
munit B(T;F) de la topologie de la convergence compacte,
loc
que pour tout sous-ensemble compact K de T on a

1'injection canonique €(T;F) »~ L (T,u;F) est continue puis-

N, (6, F) < max [£(t)],
teK
quel que soit f« €(T;F).

L'espace H(T;F) des applications continues a support
compact de T dans F est un sous-espace vectoriel de
iz(T,u;F). Si 1'on munit H(T;F) de sa topologie de limite
inductive ([2],Chap.III, 2€ &d.,s1, N21), alors 1'injection
canonique H(T;F) - i:(T,u;F) est continue. En effet, si pour
un sous-ensemble compact K de T on note H(T,K;F) le sous-es-
pace formé des f « H(T;F) tels que Supp f = K, alors 1'injec-
tion canonique H(T,K;F) - i;(T,u;F) est continue puisque

N_(f) ¢ max |£(t)]
t

pour tout fe H(T,K;F).

Rappelons que 1'espace Eb(T;F) des applications conti-
nues bornées de T dans F est un sous-espace vectoriel de
£°(T,u;F), et que si 1'on munit eb(T;F) de la norme [ £] =
%2% |€(t)|, alors l'iﬁjection canonique Eb(T;F) > £7(T,u; F)
est continue. De plus, cette application est une isométrie
si et sculement si le support de u est &gal a T ([2],Chap.1V,
§6,N2 3,Remarque 1). On a un résultat analogue pour les es-

paces considérés ici:



PROPOSITION 3. S{ Le support de u est &gal a T, Les
injections canoniques €(T;F) — ITOC(T,u;F) et H(T;F) -
I:(T,u;F) sont des morphismes stnicts.

Démonstration. (a) Soit X un sous-ensemble compact
de T et L un voisinage compact de K. Soit f= € (T;F) une fonc-
tion telle que qu(f) = ?gxlf(t)| est >0 et choisissons un
nombre réel B tel que 0 < B < qK(f)' I1 existe un point
t, = K tel que |£(ty,)| > 8, et puisque £ est continu, il
existe un voisinage ouvert U de t, contenu dans L tel que
|£(t)| > 8 pour tout t = U. L'hypothese Suppu = T entraine
que u*(U) > 0, donc Nm(¢Lf) > B. Par conséquent qK(f) <
Nw(¢Lf), ce qui prouve que la premire injection est en
effect un morphisme strict.

(b) Soit V un voisinage de 0 dans #H(T;F). Soit (Kj)
une suite de sous-ensembles compacts de T telle que
K. = %.+1 et ng = T. Il existe une suite décroissante
(m.) de nombrés strictement positifs telle que f e H(T;F),
Supp f=K. et |[f] ¢ m. entrainent f & V. Soit W, le voisi-
nage de 0 dans i?.(T,u;F) formé de toutes les fonctions £
telles que N_(f) < my . L'ensemble W = ij est un voisinage
de 0 dans Z:(T,u;F). Nous affirmons qué WNH(T;F) = V, ce
qui prouve qu'aussi la seconde injection est un morphisme
strict. Soit f & WNH(T;F). Il existe un indice j tel que
Supp £ = K. et que N_(f) ‘< m . I1 faut voir qu'on a aussi
|£] < m,. Si 1'on avait [£f(t,)]| > ms en un point t, = Ky,
on aurait |[£(t)| > m. pour tout point t d'un voisinage ou-
vert U de t,. On a u*(U) > 0 par hypoth&se, ce qui contre-
dit N_(|f]) < mi. A

Avant de démontrer le résultat suivant, il nous faut
faire une remarque, qui est bien connue dans le cas d'un
espace séparé: Si E est un espace localement convexe dont
la topologie est définie par une famille dénombrable (q,)
de semi-normes et si toute suite de Cauchy dans E conver-
ge, alors E est complet. Soit N 1'adhérence de {0} dans E,
soit F = E/N 1'espace séparé associé a E, et soit ¢ la sur-

jection canonique de E sur F. On a qn(x) = qn(y) chaque
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fois que x-y =N, donc si 1'on définit én(i) = q,(x) pour

x =« F et pour n'importe quel &€lément x de E tel que ¢(x) = X,
la famille (qn) de semi-normes définit la topologie quotient
de F ([1],1II,p.5). Soit alors (im) une suite de Cauchy dans
1l'espace localement convexe métrisable F et pour tout m
choisissons un X, < E tel que ¢(xm) = im. Alors (xm) est une
suite de Cauchy dans E qui converge par hypoth&se vers un
élément x « E. Puisque ¢ est continu, (im) converge vers

X = ¢(x), donc F est complet. Si maintenant F est un filtre
de Cauchy sur E, alors ¢(F) est un filtre de Cauchy sur F,
donc converge vers un point x « F d'aprés ce qu'on vient de
voir. Donc F converge vers n'importe quel point x & E tel que

$(x) = x.

THEOREME 1. Poutr 1 < p < = fes espaces igoc(T,u;F)
ig(T,u;F) sont complets.

Démonstration. (a) Pour montrer que i{OC(T,u;F) est
complet, il suffit, d'aprés la remarque juste faite, montrer
que toute suite de Cauchy (f,) converge. Soit K un sous-en-
semble compact de T, alors (¢Kfn) est une suite de Cauchy
dans 1P(T,u;F), donc converge dans Ip(T,u;F) vers une fonc-
tion £y ([2],Chap.IV,§3, N® 4, Théordme 2 et §6, N°3, Propo-
sition 2). Comme (¢Kfn) a une sous-suite qui converge vers
fy presque partout par rapport 2 u ([2]),Chap.1IV,§3, N24,
Théorgme 3), si K et L sont deux sous-ensembles compacts de
T, les fonctions fy et f; sont €gales presque partout sur
KNL. Or T est la réunion d'une famille dénombrable d'ensem-
bles compacts, donc il existe une fonction f£:T - F qui pour
tout K est &gale 2 fy presque partout sur K. Il est clair
que f appartient a Igoc(T,u;F) et que (f,) converge vers f
dans igOC(T,u;F). )

(b) Puisque ig(T,u;F) est la limite inductive stricte
d'une suite d'espaces iE(T,u;F), il suffit de démontrer que
ces derniers sont complets ([1],II,p.35,Prqxsitim19,(iii)).
Soit donc (f,) une suite de Cauchy dans IE(T,U;F).Elleest aussi
une suite de Cauchy dans ip(T,u;F),mxm converge vers une fonc-
tion £ = ip(T,u;F). Une sous-suite de (fn) converge presque



partout vers £, donc f est égale a zé&ro presque partout dans
le complémentaire de K. Par conséquent, en modifiant £ sur
un ensemble négligeable on obtient une fonction dont le sup-
port est contenu dans K et vers laquelle (f,) converge. A

§2. Les espaces L?oc et LE.

DEFINITION 2. fEtant donnée une mesune positive u sun
un espace Localemenet compact dénombrable a £'ingind T, un
nombre p = R tel que 1 < p < =, et un espace de Banach F,
on désdigne panr Lloc(T u;F) L'espace sépané associé 2

1OC(T,u,F) et pan LP (T,u F) £'espace séparé associé 2
xg(T,u E).

Une fonction f = igoc(T,u;F) appartient & 1'adhérence
de {0} si et seulement si N (¢Kf) = 0 pour tout sous-ensem-
ble compact K de T, ce qui veut dire que f est p-négligeable,
puisque T est 1l'union d'une suite d'ensembles compacts. Si
f et g définissent le méme &lément f de Lloc(T u;F), alors
pour tout compact K < T on a Np(¢Kf) = Np(¢Kg) et 1'on dé-
note leur valeur commune par Ifﬂp k- La topologie quotient
sur Lgoc(T p;F) est définie par les semi-normes f - lf“p,K’
ot K parcourt les sous-ensembles compacts de T, ol seule-
ment une suite (Kj) de sous-ensembles compacts tels que
Kj S Kj+1 et JK. = T. Du Théoreme 1 il résulte immédiate-
ment le

THEOREME 2. L'espace fLocalement convexe métnizable

1OC(T u;F) est complet, c.-2-d. un espace de Fréchet.

Pour un sous-ensemble compact arbitraire K de T on
note LK(T u;F) 1'espace séparé associé 2 tP (T u;F). La to-
pologle quotient sur Lp(T u;F) est déf1n1e par la norme
Ifﬂ = N (£), od £ =L} (T,u;F) et f est sa classe d'équiva-
1ence Il s'ensuit que 1‘1n3ect1on canonique 1P (T u;E) -
ip(T,p,F) définit une injection LK(I,u,F) -> Lp(T,u F) qui
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est un morphisme strict: elle est une isométrie de Lp(T;hF)
sur son image dans Lp(T,u;F).

Soint K et L deux sous-ensembles compacts de T tels
que K = L. L'1nJect10n canonique 1P (T u;F) » Ip(T u;F) dé-
finit une injection LP (T u;F) » LP (T,u F), - qui est, comme
avant, une isométrie de iX (T u;F) sur son image dans
Lp(T u;F), car les normes sur les deux espaces sont les
restrictions de la norme sur Lp(T u;F).

L'image de Lp(T u; F) dans LP(T u;F) est fermée. En
effet, identifions LK(T u;F) avec son image Lp(T,u,F) et
soit (f ) une suite d'éléments de LP (T u;F) qui convergevers
fc Lp(T u;F). Si 1'on choisit des representants f = f et
f e f on a 11m N (f f,) = 0. Il existe une suite (fnk) ex-
traite de (fn) qu1 converge presque partout vers f ([2],
Chap.IV, §3, N2 4, Théor2me 3). Par conséquent f est &gal 2
zéro presque partout dans le complémentaire de K, donc
fe Lg(T,u;F).

On voit de méme que 1'image de LE(T,u;F) est fermée
dans Lp(T u;F).

L'injection canonique ip(T,u,F) - Ip(T u;F) définit
une injection LK(T,u,F) > LE(T,u,F). Si 1'on identifie
Lp(T,u;F) avec son image dans LE(T,u;F), on peut dire que
Lg(T,u;F) est la réunion des espaces normés LE(T,u;F). Mon -
trons que la topologie localement convexe la plus fine sur
Lp(T,u;F) qui rend continues les injections LE(T,u;F) -
LE(T,u;F) coincide ave la topologie quotient sur LE(T,u;F).
En effet un sous-ensemble absorbant, convexe, &quilibré Vde
Lg(T,u;F) est un voisinage de 0 pour la topologie localement
convexe finale si et seulement si pour tout ensemble compact
K< T il existe un mgy > 0 tel que tout élément f de LE(TJHF)
qui vérifie ﬂfﬂp € my appartient a4 V. Soit Y la surjection
canonique de ig(T,u;F) sur LE(T,u;F). La condition que V
doit satisfaire est &quivalente a ce que Y-1(V) contienne
toutes les fonctlons f = Ip(T u;F) telles que N (£) < mg,

-a-d. que Yy (V) soit un voisinage de 0 pour la topologie
localement convexe finale sur iC(T,u,F), donc que V soit un

voisinage de 0 pour la topologie quotient.



°Si (Kj) est une suite d'ensembles compacts tels que
Kj = Kj+1 et UKj = T, alors LE(T,u;F) est aussi limite in-
ductive stricte de la suite (LE,(T,u;F)). Or l'espace nor-

mé LE(T,u;F) est évidemment isomorphe a LP(X,u;F) ([2] ,Chap.
V,§7,N21, Scholie) qui est complet. On a donc ([1],II,p.35,

Proposition 9):

THEOREME 3. L'espace Localement convexe LE(T,u;F)tut
complet et LE(T,u;F) est fermé dans LE(T,u;F).

De plus, LE(T,U;F) est ultra-bornologique, donc aussi

tonnelé et bornologique.

Les injections canoniques du numéro précédent impli-

quent les applications linéaires continues injectives
LP(T,u3F) - LP(T,u5F) » LB (T,u5F) (3)

et pour 1 € p € qQ € = aussi

LY CTauiEY + /05 (1,038, (4)
LA(T,u5F) > LR(T,u5F) . (5)

Un &lément f de Lp(T,u) appartient a 1l'image de LE{LU)
si et seulement si Supp(?u) = K. En effet, le Corollaire 2
2 la Proposition 3 de [2], Chap.V, 2% &d.,55, N° 3 montre
que Eu = 0 dans un ouvert U < T si et seulement si pour tout
fe f ona f(t) = 0 presque partout par rapport 2 u dans U.
Le méme raisonnement montre la validité de la formule

supp(fu) = [_Supp(f),
fef

il est donc raisonnable de considérer Supp(%u) comme le sup-

port de 1'élément f de Lgoc(T,u).

Les injections canoniques H(T;F) - I:(T,u;F) et €(T;F)

oo » ol - P 2
> IlOC(T,u;F) étudiées au numéro précédent, composées res-
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pectivement avec les surjections canoniques r (T u;F) =
LC(T,u;F) et tloc(T u;F) -+ L (T,u,F), donnent des aplica-
tions linéaires continues

H(T;F) » L(T,u;F), (6)
E(T;F) » Ly, (T,u3F). (7

L'exemple de la mesure de Dirac montre que ces applications
ne sont pas toujours injectives. On a cependant:

PROPOSITION 4. S{ fLe suppornt de u est égal a T, Les
applications (6) et (7) sont des morphismes stnicts infectifs.

Demonstration. Soit f£:T -~ F une fonction continue et
supposons que f(t) = 0 pour presque tout t e« T par rapport
a2 u. Si 1'on avait £(ty) # 0 en un point ty, « T, on aurait
f(t) # 0 dans un voisinage ouvert U de t,. Comme u*(U) > 0,
ceci contredit 1'hypoth2se que f est u-négligeable. Donc
f = 0 et les deux applications sont injectives.

Que (6) et (7) sont des morphismes stricts résulte de
la Proposition 3, du fait que la surjection canonique d'un
espace sur un quotient est toujours un morphisme strict et
du fait que la composée de deux morphismes stricts est un

morphisme strict. A

En composant l'application (6) avec 1l'application (5)
pour q = » et ensuite avec l'application (3), on obtient les
applications linéaires continues

H(T;E) > L2(T,u3F),
H(T;F) > LY (T,u;F).

PROPOSITION 5. S{ p est MM‘, L'image de H(T;F) est
dense dans Lp(T,u,F) et dans L (T,u,F)
Démonstration. Si f e LgOC(T,u,F) et K est un sous-
ensemble compact de T, alors ¢gf est, d'apres la Proposition
1, un élément bien défini de LP(T,u;F) et ﬂ% ¢Kfﬂp K = 0.
Ceci prouve que Lp(T u;F) est dense dans Lp (T u;F). Comme



1'image de H(T;F) est dense dans LP(T,u;F) par définition,
et comme 1'injection Lp(T,u;F) > Lloc(T u;F) est continue,
1'image de H(T;F) est dense aussi dans Lloc(T u;F).

Soit maintenant f un &lément de Lp(T u;F) et soit
b 3 c:ip(T u;F) un représentant de 1la classe d'équivalence f
qui a son support dans 1'ensemble compact K = T. Comme par
définition H(T;F) est dense dans Ip(T,u;F), étant donné
€ > 0, il existe un ensemble compact L 2 K et une fonction
h « H(T;F) ayant son support dans L telle que Np(f h) <
Ma15~a}ors h appartlent a2 1'image de H(T;F) dans LB(T M F)
et ||f—h|p €. Bar &

Notons par u 1l'application injective linéaire de

1OC(T u) dans 1l'espace M(T) des mesures sur T qui a un 81&-
ment f fait correspondre la mesure fu (bien définie d'aprés
le Corollaire 2 & la Proposition 3 de [2], Chap.V, 2% éd.,
§5, N23).

Je rappelle que #°(T) dénote 1'espace des fonctions
continues sur T qui tendent vers 0 a 1'infini. On munit
€°(T) de la norme |h| = max|h(t)| pour laquelle il est un
espace de Banach. L'espace M1(T) des mesures intégrables
(ou "bornées": [2], Chap.III, 2% &d., §1, N® 8) s'identi-
fie au dual de B°(T) ([2], Chap.IV,54, N2 7).

PROPOSITION 6. (a) L'application u est continue 54£
2'on munit M(T) de La topologie forte B(M(T),H(T)).

(b) u envose LV(T,n) dans 2£'espace M1(T) des mesures
intégnables et La restriction de u 2 L1(T,u) est une appli-
cation continue de cet espace dans M1(T) muni de La topolo-
gie fonte B(MI(T),EO(T)).

(c) u envoie Ll(T,u) dans 2'espace €' (T) des mesures
a suppont compact ([2],Chap.IV,§4,N28) et La restrniction de
u a L;(T,u) est une application continue de cet espace dans
€' (T) muni de La topologie forte B(E'(T),E(T)).

Démonstration. (a) Soit B un sous-ensemble borné de
H(T). Il existe un sous-ensemble compact K de T et un nom-
bre M > 0 tels que Supph = K et |h(t)| < M quels que soient
he Bet te T ([1],III,p.5,Proposition 6). Si f dénote un
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représentant de f on a

|<fu,h>| = |[h(t)£(t)du(t)]

/A

max|h(e) [[1£(e) [du(e) < MIEL

K
pour tout h = B. Par conséquent ﬂ}ﬂ] gk € 1/M implique que
%u appartient au polaire B® de B. :

(b) Le Corollaire du Théoreme 1 de [2], Chap.V,§5, N23
prouve que u envoile L1(T,u) dans M1(T)n Soit B une partie
bornée de €°(T). Il existe un nombre M > 0 tel que |h(t)| ¢ M
quels que soient h €B et t « T. Si f dénote un représentant

de f on a
|<u,h>] = |[h(t) E(t)du(t) |

< max [h(e)| [I£00) [du(e) < ME],
teT

pour tout h = B. Par conséquent "?H1 < 1/M implique fu <« BC.
(c) Nous avons déja remarqué que u envoie L;(T,u) dans
€'(T). Soit K= T un ensemble compact et B une partie bornée
de €(T). Il existe un nombre M > 0 tel que |h(t)| < M quels
que soient he B et t = K. Si f appartient a L;(T,u) et f

est un représentant de f, alors

|<Fu.h>| = |[h(t) £(t)du(t) |

< max |h(t)| [1£Ct) [du(t) s MIE],
teK
pour tout h e B. Par conséquent f e L;(T,u) et ﬂ?ﬂ1 < 1/M
impliquent fue BO, donc 1l'application £ o Eu est continue
de Lé(T,u) dans B'(T). Il en résulte qu'elle est aussi con-
tinue de L)(T,u) dans €'(T) ([1],11,p.29,Proposition s (ii).

§3. Dualité. Soit p un nombre réel tel que 1 ¢ p <« » et soit

q l'exposant conjugué. La Proposition 2 et 1'identité

<fr.g> - <fhagp> = <fymfhg v <fhigggy
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montrent que si f e Lp(T u) et g = Lloc(T,u), alors f.g est
un élément bien def1n1 de L (T,u). De plus, si K est un

sous-ensemble compact de T, 1'inégalité (1) montre que
|[Faul < 171 12l ¢ , (8)
pour f e LP k(T,u) et g =L

loc(T p). I1 s'ensuit que si g est

un élément donne de LY (T,u), alors l'application

loc
i f f%édu
g
est une forme linéaire continue sur LE(T,u). Nous nous pro-

posons de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 4. L'application g Lé est un 4somorphisme
de £'espace de Fréchet L?oc(T’“) sun Le duaf de LE(T,u) mu-
ni de fLa topologie fornte.

Démonstration. 1) Montrons d'abord que 1l'application
g+ L~ est injective. Supposons que g # 0 et soit g un re-
présentant de g. L'ensemble A ou g(t) # 0 est u-mesurable
et u(A) > 0. Il existe un sous-ensemble compact K de A tel
que u(K) > 0 et que la restriction de g a K soit continue.
Par conséquent il existe un nombre m > 0 tel que |[g(t)| >m
pour t « K. Posons f = ¢K§/|g|, alors la classe f de f ap-
partient 2 L;(T,u) = LE(T,u) et 1'on a

Ly (B) = [le(®) [du(t) » mu(K) > 0,
K
donc Lg # 0.

2) Démontrons maintenant que l'application g Lé est
continue. Soit B une partie bornée de LE(T,u). I1 existe un
ensemble compact K = T et un nombre M > 0 tels que
B <= p(T,u) et que |¥]. < M pour tout f  B. Soit V le voi-
sinage de 0 dans L (T,u) formé des éléments g tels que
|g| K € 1/M. I1 resulte de 1'inégalité (8) que g V im-
pllque |L (¥)| < 1 pour tout f« B, c.-a-d. L§ < B°.

3) L application g+ Lg est surjective. En effet,
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soit A une forme linéaire continue sur LE(T,ui. Pour tout

sous-ensemble compact K de T la restriction de A 2 LE(T,U),
qu'on identifie 2a Lp(K,u), est continue, donc il existe un
élément g, = L9(K,u) et un seul tel que A(F) = f?éKdu pour
tout f = LE(T’”) ([2] ,Chap.V,§5, N28). L'unicité montre que
si K et L sont deux sous-ensembles compacts de T, alors les
restrictions de éK et de éL 2 KN L coincident. La famille

(T,u) tel que A(f) =

(gx) définit donc un élément § = L1OC

[fgd pour tout fe Lp(T V)

4) L'espace LC(T,u), étant la limite inductive stricte
d'une suite d'espaces de Banach, est distingué ([3], Théo-
r2me 10), donc son dual fort est tonnelé& ([4],§23, 7. (1) ou
[1],1v,p.52, Exercice 4). Comme L%OC(T,u) est un espace de
Fréchet, la bijection linéaire continue g~ L§ est un iso-

morphisme ([4],8§34,2.(3)). A

Soit g un élément de Lg(T,u) et soit K un sous-ensem-
ble compact de T tel que g = L%(T,u). De 1'inégalité obtenue
de (8) en &changeant les rdles de f et g on voit que 1'ap-

plication

L§ Lof e Jfgdu
est une forme linéaire continue sur IlOC(T u).

THEOREME 5. L'application § + L. est un (somonphdisme
de LY (T,u) sun Le dual de Lp (T u) mundi de La topologle

6onte.
Démonstration. 1) Commengons de nouveau par démontrer

que 1'application g - Lg est injective. Supposons que Lg =0

Soit g un représentant de § et posons
_2(t)  si g(t) # 0,
l 0 s’ igilt) = 0%

La classe d'équivalence f de f appartient a Lloc(T’“) <

IOC(T u) et 1'on a



Ly () = [le(t) |du(t)

d'od g = 0.

2) Montrons ensuite que 1'application g -+ L. est con-
tinue. Soit B une partie bornée de Lgoc(T,u)'et soit (§j)
une suite de sous-ensembles compacts de T tels que KJCKj+1
et UK = T. Il existe une suite (m ) de nombres strictement
pOSltlfS telle que If" < my; pour tout f< B et tout j.
Soit V le voisinage conv xe, équilibré de 0 dans L%.(T,u)
formé des éléments tels que ﬂgﬂq < 1/mj. Alors l'enveloppe
convexe, équilibré V de UV, est un voisinage de 0 dans
Lq(T u). Tout élément g AeJV est de la forme § = ijgj avec
gJ = VJ, EIA < 1 et Aj = 0 sauf pour un nombre’ £ini d'in-
dices ([1] II ,p-10). Par conséquent § = V entraine

Ly ()] =|[Fgau| < AEST L;fgjld

sJZ IfﬂpKIgﬂ\

pour tout ¥ « B, c.-2-d. Lg =B°.

3) L'application g -+ L~ est surjective. En effet,
soit A une forme linéaire contlnue sur Lloc(T u). Alors sa
restriction 2 Lp(T,u) est continue, il existe donc un
g =« LY(T,u) tel que A(F) = [fgdu pour tout ¥ = LP(T,u) ([2],
Chap.V,§5, N28). Comme A est continu sur 1'espace de Fré-
chet LY (T,u), il existe ([1],II,p.6) un sous-ensemble

loc
compact K de T et un nombre M > 0 tels que

IAD) | < MIE], &

pour tout fe Lp (T,u) Nous allons montrer que g appar-
tient a LK(T,u) Notons U le complémentaire de K dans T.
Soit g un représentant de g et définissons un &€lément f de
L® (T,u) = Lp(T,u) par son représentant
t F
t _§1:1_ si g(t) # 0

BE)L=N8 si g(t)
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Alors I?Ip gk = 0, donc d'aprés (9)
’

AE) = [lg(e)]du = 0,
U
ce qui montre que g est en effet p-négligeable dans U.
Or A(%) et f?gdu sont des fonctions continues de f sur
(T,u) et coincident sur Lp(T,u), qui est dense dans

oc
%OC(T u) d'aprés la Proposition 5. On a donc A = LQ'

4) Montrons finalement que 1l'application g + L. est
ouverte. Soit W un voisinage de 0 dans L%(T,u). Etant donnée
une suite (Kj) de parties compactes de T comme dans la par-
tie 2) de la démonstration, il existe une suite (m;) de nom-

bres strictement positifs tels que g « L%J(T,u), |§ﬂq < my

implique § &« W. Le sous-ensemble B de LP  (T,u) formé des

éléments T tels que Hf" < 1/m; pourligut j est borné.
Soit maintenant g € L4 (T u tel que L§ < B®. Il existe un
indice j tel que g appartlent 2 L% (T,u). Si f= Lp(Kj,u)
est tel que "%"p < 1, c.-2a-d. que [f/m; I, < 1/mJ, alors il

résulte de la Proposition 3 de [2], Chap IV,8§6, N2 4 que
g = _sup |[fgdu| < m,
I2lq Iﬂslf i
p
donc que g= W. A

COROLLAIRE. Pour 1 < p < = fes espaces LE(T,u) et
(T,u) sont néflexifs.
Remarque. La généralisation des Théoremes 4 et 5 aux

loc

fonctions 3 valeurs dans un espace de Banach fait appel 2
la propriété dite '"de Radon-Nikodym'.
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