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LA FORMULA DE SIMPSON TRIDIMENSIONAL

by

Gabriel POVEDA RAMOS

0. En todos los textos de Cadlculo elemental se presen-
ta la férmula llamada de Simpson, que sirve para establecer
en forma siquiera aproximada, el valor numérico del integral
definido de una funcidn, f(x), de una variable x, de clase
CS
cidn, D,, de la funcidén. Segin dicha férmula, si se trata de

en un intervalo (a,b) perteneciente al dominio de defini-

calcular numéricamente el integral

fbf(x)dx,

a

basta dividir el intervalo (a,b) en un nimero pax n, de sub
intervalos de igual longitud (xo,x1),...,(xn_1,xn), poniendo
Xy = a, X, = b, y valorar los valores aritméticos de Vo *

f(xo),...,yn = f(xn). Entonces, se tiene la formula de Simp-

son:

a
b-a
= — J 7
i f(x)dx 3n()0+4y1+_y3+4y3+...+4yn_]+yn) (01)
en donde la igualdad aproximada admite un error del orden de
k4 siendo k = (b-a)/n = (xn-xo)/n. Por lo tanto, cuanto mayor

sea el numero de subintervalos n en que se divide el segmen-



to desde a = X, hasta b = X , tanto menor sera el valor k
de su amplitud, y, en consecuencia, tanto mis exacta es la
ffomula (01). La deduccién de esta férmula la Simpson es un
ejercicio sencillo, muy conocido en Andlisis Numérico.

Pero los textos de Cadlculo elemental caso no mencio-
nan el hecho de que las ideas que estdn implicitas en la
formula de Simpson, permiten también obtener férmulas para
valores numéricamente, al menos de manera aproximada, los

integrales dobles

ij(x,y)dx dy

definidos en un recinto R de forma caprichosa, simplemente
conexo, pertenecientes al dominio de definicidn D2 de -1a
funcién f(x,y) que es al menos, de clase CS(R). E1l autor de
esta nota ha deducido la férmula correspondiente. Para apli
carla, se cifie el recinto plano R con una cuadricula o red
isométrica, de calibre k, y se valoran numéricamente los va-
lores z(x,y) = f(x,y) en todos los nodos o esquinas de la
cuadricula poligonal, asi como en los centros de los n, cua-
drados iguales que la forman. Luego se buscan aritméticamen-

te las cinco sumas:

S0 = suma de las cotas z(x,y) en los centros de los cuadra-
dos.
S, = suma de las cotas z(x,y) en los nodos convexos exterio-

res de la red.

S2 = suma de las cotas z(x,y) en los nodos planos exterio-
res de la red.

S3 = suma de las cotas z(x,y) en los nodos cdéncavos exterio-
res de la red.

84 = suma de las cotas z({(x,y) en los nodos interiores de la
red.

En esta forma se tiene

[[€cx.y

R

(K2/12) (85 +S,+25,+35+45,) (02)
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con un error que es del orden de ks, de modo que al hacer
la cuadricula mads fina, o sea la hacer tender k hacia cero,
la férmula (02) es cada vez mias exacta. La deduccidn de es-
ta férmula (02) de cubicacidén sobre el plano se puede ver
en la referencia bibliogrédfica |03].

1. Hay numerosas situaciones en Fisica o en Ingenie-
ria en que es necesario calcular integrales triples de la

forma

JIJu(x,y,z)dx dy dz
K

sobre un cuerpo sdélido tridimensional K, limitado por una
superficie orientable | en el espacio euclidiano E3, y en
donde u(x,y,z) es una funcidn que no tiene antiderivadas en
términos de un niimero finito de funciones elementales, o
donde u solo se conoce por informacidn tabulada, o solamen-
te puede ser medida punto por punto; o también, donde K es
un sélido de forma muy irregular, o cuya superficie § no
puede representarse por funciones elementales de las tres
variables x,y,z. Tal es el caso cuando se trata, por ejem-

plo, de medir c de calcular lo siguiente:

- La masa total de un sdlido hecho de material inhomogéneo

y de forma muy irregular.

- E1 volumen de una cavidad o de un sélido de forma compli-
cada, como es el cuerpo humano.

- E1 contenido de calor de un sélido hecho de material tér-
micamente inhomogéneo, y de forma complicada.

- E1 tiempo de evacuacién del agua por un orificio en el fon-
do de una cavidad de forma caprichosa.

= La carga eléctrica total contenida en un cuerpo sélido de
forma muy arbitraria e inducida por un campo eléctrico inho-
mogéneo.

- La energia contenida en un campo magnético de forma compli-
cada, y/o donde la permeabilidad magnética varia irregular-

mente de punto a punto.



- E1 calor total desprendido por segundo por efecto de Joule
desde un s6lido conductor, eléctricamente inhomogéneo, y de

forma compleja.

Todas estas magnitudes se expresan por medio de inte-
grales triples de la forma indicada en (02).

2. En el presente articulo se trata de cobtener una for-
mula numérica para valorar siquiera aproximadamente una in-
tegral triple de una funcidn de tres variables, u(x,y,z),
que es de clase Cs(R)

Jjju(x,y,z)dx dy dz (03)

extendida a una regidn R de tres dimensiones, perteneciente
al dominio D3 de u(x,y,z):R = Dy = Es. La regidén R estd 1i-
mitada por una superficie orientable en el espacio E~. Para
nuestro propdsito, usamos las mismas ideas que estdn impli-
citas en la deduccidn de la férmula de Simpson, y que condu-
cen a las igualdades aproximadas (01) y (02).

Este articulo estd redactado en el estilo que algunos
matemdticos actuales denominan, con aire doctoral y peyora-
tivo, el "estilo discursivo'", como si el uso correcto del
castellano estuviera vedado 'en la Matemdtica. Se quiere que
este modesto aporte sea comprensible tambié&n para los alum-
nos de pregrado de Ingenieria, Estadistica y Matemdtica, por-
que para ellos tiene, sin duda, bastante utilidad lo que se
desea presentar, y porque los libros y los cursos elementa-

les de Céalculo no lo hacen.

3. Comenzamos por construir un cubo C en el espacio
euclidiano tridimensional Es. El cubo C tiene lado igual a
2; su centro esti en el origen (0,0,0) de un sistema de coor-
denadas 0X, 0Y, 0Z, y sus caras son paralelas a los ejes y
a los planos de referencia del triedro 0XYZ, como se muestra
en la Figura 1.

Cada uno de los ocho vértices del cubo C queda a dis-
tancia igual a una unidad (1) de cada uno de los tres planos
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Figura 1

de referencia del sistema de coordenadas, de manera que,
usando el signo '"x'" como producto cartesiano entre conjun-
tos, este cubo puede indicarse como

C= (-1,+1)x(-1,+1)x(-1,+1) = E°

y podriamos llamarlo "un intervalo elemental tridimensional"
=3
de E

4. Tratemos de construir ahora un polinomio v(x,y,z)
que tenga las siguientes propiedades:

a) Que sea isotrdpico en ES, es decir que su forma no
de ning@n privilegio a ninguna de las tres coordenadas. Es-
to significa que su forma algebraica explicita debe ser in-
variante ante cualquier sustitucidén mutua entre dos cuales-
quiera de sus tres variables, para que los resultados no de-
pendan de la orientacidn de los ejes;

b) que contenga término independiente (o constante),
y términos con potencias crecientes de cada una de las tres

o1



variables, para cimplificar el trabajo con el polinomio;

c) que los coeficientes de xz, yz, 12 coincidan entre
si, por la razdn que daremos mds abajo,;

d) que no contenga mds de 9 coeficientes indetermina-
dos, de modo que ellos se puedan calcular a partir de los
valores que adopte v(x,y,z) en el centro del cubo C y en
los ocho vértices (lo que da nueve condiciones para deter-
minarlos).

El Gnico polinomio que posee estas caracteristicas es

2 2
vix,y,z) = axyz+(b/3)(x2+y"+z‘)+cxy+dyz+ezx+fx (04)
gy+hz+i
donde a,b,c,...,h,1 son coeficientes atn no determinados.

Obsérvese que, para respetar las condiciones (a) y (d) es-

tipuladas mias arriba, no ha sido posible incorporarle térmi-
2 2 2 - . 5

nos en x“y, y“z, z°x. Mas abajo veremos, ademdas, que tampo-

co son necesarios. Lo mismo puede decirse de términos de la

2.2 2.2

z7x

5
forma x“yz, y“z", y otros de grado igual o mayor que

’

tres.

5. Calculemos ahora el integral triple de v(x,y,z) ex

tendido al cubo C descrito.

+1 +1 +1

1=J f ,[ v(X,y,z)dx dy dz (05)

-1 -1 -1
Al ejecutar este cdalculo, notamos que

+1 ,+1 ,+1

xyz.dx.dy.dz = 0

Y que

+1 41+

x.dx.dy.dz = 0

asi como se anulan los integrales triples de y y de z exten-

didos al cubo C, lo mismo que los de los productos Xxy, Yz,
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zx. En general, puede comprobarse que el integral triple de-
finido sobre C para cualquier término que contenga siquiera
alguna potencia impar de x, de y 6 de z, se hace cero. Por

lo tanto

I = I J J | (b/3) (x’>+y?+z%)+i |dx.dy.dz (06)

Y efectuando el cidlculo indicado se encuentra lo que se bus-
ca;
I = 8b/3+8i (07)

6. Para calcular los 9 coeficientes a,b,c,...,h,1 del
polinomio v(x,y,z), admitimos que conocemos los valores nu-
méricos del polinomio, Vis Vy,---,Vg, €N los ocho vértices
del cubo C, y su valor v, en el centro (0,0,0). En estas
condiciones, resulta de inmediato

v(0,0,0) = v_ =i (08)

O
En cuanto a los ocho vértices, se puede escribir las igual-
dades:
a+b+c+d+e+f+g+h = v|~i, en el vértice (1,1,1)
-a+b+c-d-e+f+g-h = v2~i, en el vértice (1,1,-1)
-a+b-c-d+e+f-g+h = VS'i’ en el vértice (1,-1,1)
a+b-c+d-e+f-g-h = v,-1i, en el vértice (1,-1,1)
! (09)
-atb-c+d-e-f+g+h = vs—i, en el vértice (-1,1,1)
a+b-c-d+e-f+g-h = v6~i, en el vértice (-1,1,-1)
a+b+c-d-e-f-g+h = v7—i, en el vértice (-1,-1,1)

-a+tb+c+d+e-f-g-h = v8-i, en el vértice (-1,-1,-1)

Sumando estas otho ecuaciones se encuentra:

8b = v to..tvg - 81

1

que nos interesa para sustituirla en la ecuacidén (07), de lo



cual obtenemos

I = (1/3)(v]+v2+...+v8)+(16/3)v0 (10)

teniendo en cuenta la igualdad (08).

Si en el polinomio v(x,y,z) de la expresion (04), hu-
bieramos puesto a los términos en xz,y“,ZZ; coeficientes dis-
tintos, al construir las ecuaciones (09) nos hubiera resul-
tado un sistema lineal con determinante general igual a ce-
ro, es decir un sistema no independiente (incompleto) o no

compatible (salvo condiciones infundadas sobre V1""'V8)'

7. Para nuestro objeto, basta encontrar explicitamen
te ab y ai, entre todos los coeficientes de v(x,y,z). Pero
puede resultar i1nteresante que el lector busque los demas
coeficientes a partir del sistema de ecuaciones (09), usan-
do por ejemplo, el método de eliminacidn de Gauss. Los re-
sul tados son:

a = (1/8)(v]—v2'v~+v4~v5+v

+V o -
3 Vyvg)

O
b = (1/8)(V1+V2+V3+v4+v5+v6+v7+v8)ﬂvo
c = (1/8) (V +V,-Vz-V,=Vc-V+V,+Vg)

d = (1/8)(vl-v2-v3+v4+v5-v6—v7+v8)

e = (1/8)(v1—v2+v3—v4-v5+v6~v7+v8) (1)
f = (]/8)(V1+Vz+v3+v4_v5-VO_VT_VS)
g = (1/8)(v]+v2-v3-v4+v5+v6-v7~v8)

h = (1/8)(V]'VZ*VS-V4+VS—VO+V7"VS)

= v,.
8. La integral triple de v(x,y,z) extendido al cubo
C, que tiene lado igual a dos unidades es el indicado en la
férmula (10). Si se calculara sobre un cubo C, de lado 1gual

a k, el resultado seria, como es casi obvio:

Iy = (K°/8)1 )
= (k3/28) (vi+va+...+vg)+(2k7/3) v, (12)

o
[\C)
(S



En esta férmula puede observarse que la suma de los
coeficlientes de VorVys--eaVg €5

2k3/3 + 8xk3/24 = k3

(13)
es igual a ks, o sea al volumen de C,, lo cual debe esperar-
se del integral triple sobre C, de un polinomio del grado
de v(x,y,z).

9. Construyamos ahora, en el espacio ES, un sé1lido for-
mado por la vuxtaposicién de cubos con un mismo lado (igual
a k), agregados haciendo contacto por sus caras, O por sus
aristas, o aun solo por sus vértices, con sus caras parale-
las a algunos de los planos OXY, 0YZ, OZX, como el que se¢
muestra en la Figura 2. A un cuerpo como este lo llamaremos
un sdlido policlbico P y estara formado por N cubos de lado
1gual a k. Diremos que las aristas de este s6lido forman
una malla tridimensional de calibre k; y a los vértices de
los cubos que lo constituyen los llamaremos nodos de la red.

En la Figura 2 puede observarse que hay vértices (no-
dos) del s8lido P que pertencen a uno solc de los cubos. Tal
es el caso de los nodos {(01) y (20) en la figura. Se les
puede llamar vértices convexos simples o vértices mono-ci-
bico (o bien nodos 1-cabico); y al nGmero que haya de ellos
lo designaremos N'. Otros nodos, como los numerados (2),
(1) v (1s) en la figura pertenecen simultdneamente a dos
cubos. Estidn situados sobre la arista de un dngulo diedro
convexo de P. Los llamamos nodos bi-clibicos (o bien, nodos
2-clibicos), y su ntmero se indicara con N,. Tambi1én hay no-
dos pertenecientes a tres cubos (o nodos 3-clibicos), tales
como los nodos (&), (11), (&) y (1s) en la figura, y su ni-
mero se indicarid como NS' Asi sucesivamente, puede obser-
varse que hay nodos 4-cfibicos, nodos 5-cibicos, etc.; has-
ta los nodos 8-ctbicos, que son los nodos de la red que son
puntos interiores del sdélido P.

Si los N cubos que forman a P estuvieran separados to-

talmente, el nimero de todos sus vértices seria 8N. Al estar
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Figura 2

vuxtapuestos en P, cada vértice l-cGbico pertenece a 1 cubo,
cada vértice 2-clbico pertenece a 2 cubos, y asl sucesivamen-
te. Por lo tanto, los nimeros de los distintos tipos de vér-
tices cumplen la identidad

? 7 = Q! )
N‘+-~N2+_N3+...+8N8 SN (14



es decir, que el nGmero

N, + 2N, + ...+ 8N

1 2 8 (15)

debe ser divisible por 8.
La operacidn de identificar los nodos 1-clibicos, 2-c-
bicos, etc., y de contar su namero (N],N7,etc. respectiva-

mente) exige mucho cuidado y atencién, en general.

10. Volvamos a considerar el cubo C, con arista igual
a k, que hemos descrito en el parrafo 8, y supongamos que
hay una funcidén u(x,y,z), que estid definida en C,. Admita-

mos que la funcidén u(x,y,z) es de clase C3

(Cx), de manera
que ella admite todas las terceras derivadas parciales res-
pecto a sus tres argumentos, x.y.z, en el cubo. El valor de
u(x,y,z) en el centro del cubo serd designado como Ug,» ¥ sus
valores en 1los ocho vértices del cubo se indican como ug,

u ,u

gsc e alUge
Es claro que si en las ecuaciones (11) ponemos Vo= Uy

Vi T Uqse..,Vg = Ug, podemos construir un polinomio de la

forma (04), v(x,y,z), de tercer grado en x,y,z, y que coin-

cide en sus valores con los de la funcidn propuesta u(x,y,z)
en el centro y en las ocho esquinas de C4. En los textos
avanzados de Andlisis Numérico se muestra que es posible po-

ner

u(x,y,z) v(x,y,z) +c(k;x,y,z) (16)

donde e(k;x,y,z) es el error de aproximacidén de u con res-
. . 4
pecto a v, y es una funcidn infinitesimal del orden de k /4!

Otra manera de expresar esto mismo es escribiendo:
u(x,y,z) = v(x,y,z) (16A)

con error del orden de k4/4!. Si se necesita calcular el in-
tegral triple de u(x,y,z) sobre C4, teniendo en cuenta lo an-

terior y la férmula (12) podemos poner

JJJ!J(X,Y,Z)dX(hIdZ = (k3/24)(u1+u3+...+u8+16u0) (17)

(‘* LA B d



*
con un error infinitesimal del orden de k4/4!( )

11. Si la funcidn u(x,y,z) estd definida en un polie-
dro policibico P como el que describimos en la Figura 2,
formado por N cubos yuxtapuestos C1,...,CN, podemos aplicar
la férmula aproximada (17) a cada cubo Ci y sumar para to-
dos ellos. Asi se obtiene

(-
[}

Jjju(x,y,z)dx dy dz
Np (18)

izl|1ﬁuo(i)+u1(i)+u2(i)+...+u8(i)|(k3/24)

en donde uO(L) es el valor que se mida o que se calcule pa-
ra la funcidn u en el centro del cubo Ci; y u](i),...,us(i)
son los valores que tenga u en los 8 respectivos vértices.
Identificando los vértices no por su pertenencia a los N cu-
bos Ci sino por su posicidén en la red del poliedro policibi-

co P, podemos escribir

y N N1 N2
JJJu(x,y,z)dxchrdz = (16 ] uj+ J uy+2 J oug ...
4 i=1 Lif 1 ig

(19)

Ns 3

+ 87 uis](k /24)
2t
S

en donde

u.: valor de u en el centro del cubo i-&simo, Ci’ siendo
i=1,2,...,N.

[}

i1 valor de u en el vértice 1-clibico il-ésimo, siendo i1
1,2,...,N1.

i2* valor de u en el vértice 2-cilibico iz-ésimo, siendo i, =

(*) Esto se demuestra usando el teorema de Taylor para varias variables.
Ver por ejemplo: R. Lauffer, Praktischen Analysis in mehrere Veran-
derlichen, Walter de Gruyter Co., Berlin, 1965.

Do
[©\&)
CN



...................

ui8;valor de u en el vértice 8-clibico 18~ésimo, siendo
18 1,2,...,NB.
y en donde las fdérmulas (18) y (19) admiten un error infi-
nitesimal del orden de k7/4!.Este calos del error se deduce
de la férmula (16) y observando que se trata de una inte-
gral triple. La férmula (19) puede ser llamada Féamula de
Simpson thidimens<ional en un poliedro polictibico de calibre

k.

12. Diremos que un poliedro polictbico P cifie un sé-
lido K con ajuste k cuando se dan las siguientes condicio-
nes:

a) En los espacios vacios que haya en el interior de K
no se puede construir ningun cubo adicional a los de P vy
que siga interior a K.

b) Ningin cubo de P es exterior del todo a K.

c) Si hay alglin cubo que pertenece tanto al interior
como al exterior de K, ningin punto interior a ese cubo v
exterior a K debe distar de la superficie S mas de V3 k/2.

d) Si hay partes de K exteriores a P que pudieran que-
dar incluidas con exceso por un nuevo cubo yuxtapuesto a P,
ningn punto de S debe distar de P mas que V3 k/2.

13. Seglin lo anterior, podemos construir el siguiente
algoritmo para calcular el valor numérico, siquiera aproxi-
mado, de un integral triple como el de la expresidn (19):

a) Examinar y describir detalladamente el s6lido K.

b) Medir o estimar la distancia mas corta entre dos
puntos cualesquiera de su superficie S. Sea m esta distan-
cia minima.

c) Adoptar la unidad de longitud L para medir las coor-
denadas. La unidad puede ser 1 angstrom, 1 milimetro, 1 cen-

timetro, 1 pulgada, etc., hasta 1 unidad astronémica o 1



parsec. Es conveniente elegir L, ojald, de manera que 0.2m
< L < 5m.

d) Adoptar para k un valor k]. Como norma practicaes
conveniente tomar k] = 0.8L.

e) Construir una red polictGbica P de calibre k1, que
cifia a K. En el caso de formas muy arbitrarias e irregula-
res de K, esta construccidén geométrica puede ser laboriosa,
pero es siempre posible.

f) Contar el nGmero N de cubos en la red P. En aplica-
ciones practicas, es deseable que N sea, a lo sumo, del or-
den de algunas decenas y no mds de una centena.

g) Recorrer sistemdticamente todos los nodos de la red
y anotar en cada nodo el nGmero de cubos de P a que pertene-
ce. Dicho nitmero puede ser de uno (1) a ocho (8).

h1) Contar el nGmero N1 de nodos 1-cﬁbicos:

h2) Contar el niGmero N2 de nodos 2-cfibicos.

h8) Contar el ntmero N8 de nodos 8-cibicos.

i) Verificar que N.‘+2N2+...+8N8 = 8N.

j1) En los centros de cada uno de los N cubos de P,
calcular numéricamente o medir experimentalmente el valorde
la funcién u que le corresponde. Cada uno de esos valores
se denota u;, con di a8 312l 0. ¢ 4N

j2) Hacer lo mismo en cada uno de los N, nodos 1-cGbi-
cos. Los valores de u se denotan u;q, con 11 = 1,2,...,N,.

j3) Hacer lo mismo para los nodos 2-clibicos de P.

j9) Hacer lo mismo para 1los nodos 8-clbicos de P.

k1) Formar la suma S_ = .. u..

k2) Formar la suma S1

-----------------

- ¥
k9) Formar la sima SS = u:g
1) Calcular la expresidn:

3
(k7/28) (168 +S,+25,+...+8Sg) = J,.

m) J1 es un primer estimativo aproximado de



fjju(x,y,z)dx dy dz,

en el s6lido K, con un error del orden de k7/4!.

n) Si desea mejorar la exactitud lograda, continfie con
los pasos siguientes. Si nd, termine aqui.

fi) Si quiere mejorar la exactitud, adopte un nuevo va-
lor de k. Es muy recomendable que ese nuevo valor sea k2 =
k1/2 = 0.4L, este método de biseccidn da lugar, frecuente-
mente a una convergencia rapida del algoritmo.

o) Reita con k2 todos los pasos desde (e) hasta (1).

p) Calcule Jz. Este es un mejor estimativo para el in-
tegral triple.

q) Compare J1 y J,. Si la mejora en exactitud es sufi-
ciente, pare aqui. De lo contrario tome otro valor k3, que
ojala sea kg = k,/2 = k,/4 = 0.2L.

r) Repita todos los pasos desde (e) hasta (1).

s) Continue reiterativamente.

t) Forme la sucesidn convergente JI’JZ’JS’ .......

u) Sefiale el error porcentual € que estd dispuesto a
admitir en el cdlculo del integral triple. En las aplicacio-
nes es corriente adoptar € = 5%, o bien ¢ = 1%, o bien e =1
por mil, por convenciones practicas.

v) Suspenda el cdlculo en el ciclo n-ésimo tal que
IJn+1'Jn| < eJ, donde e es el error numérico porcentual ad-
misible para su calculo.

w) Concluya que la integral que busca, vale

Jjju(x,y,z)dx dy dz = Jn'
K

x) E1 valor exacto del integral triple es el limite de

la sucesidén J,,J,,...,J ,J Lq5---

14. La férmula que hemos encontrado sirve también para
calcular integrales de superficie para campos vectoriales,
como los que se usan en Fisica para representar caudales o
flujos, usando el teorema de Gauss-Ostrogradski sobre la di-

vergencia, y segiin el cual el integral de un campo H(x,y,z)



HH(x,y,z).ds

sobre una superficie S orientable y cerrada en E3 es equiva-

lente al integral
{fjdxvli.dx.dy.dz

tomado sobre el volumen que estd encerrado por S.

15. Se dejan para los lectores curiosos, o para alum-
nos avanzados de Matemiaticas, Ingenierfia o Fisica, algunos
ejercicios que surgen de este trabajo, como los siguientes:

a) Elaborar un programa de computador para el algorit-
mo que describimos en el nGmero 13.

b) Aplicar estas ideas para deducir la férmula de Simp-
son en E4.

c) Deducir la férmula de Simpson en B,

d) Obtener algunas otras relaciones que deben cumplir
entre si N1,N2,,..,N8,N.

e) Elaborar un esquema tabular para describir numéri-

camente el cuerpo humano.

Nota. Es bien sabido que existen en la literatura
usual otras férmulas para estimar numéricamente el valor de
un integral triple sobre un cubo. Entre ellas estdn las lla-
madas férmulas de Gauss, las cuales pueden obtenerse por dos
caminos: a) formando el "producto cartesiano' de una férmu-
la de Gauss en una dimensidn, para aplicarla en tres dimen-
siones; b) aplicando sobre tres dimensiones y tres variables
el mismo algoritmo que conduce a férmulas de Gauss en una

dimensiodn.

Para el caso del cubo C que hemos considerado, con
sus ocho vértices en los puntos x = 1, y = *#1, z = +1, 1la
férmula que mejor se adapta para estimar el integral triple
de la expresidon (03), de las que se conocen en la literatu-
ra, es la férmula gaussiana en producto cartesiano sobre 8

puntos:
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(20)

en donde Uq,...,Ug son los valores de la funcidén u(x,y,z)
que se integra, medidos o calculados sobre los 8 puntos
x = +/373, y = +/373, z = +/373. En general, las férmulas
gaussianas, asi como la que hemos deducido en este articu-
lo son combinaciones lineales de los valores u(xi,yi,zi) de
la funcidn que se integra, u(x,y,z), con coeficientes Ai’
para N puntos de la regidn de integracidn, o sea, que son
expresiones de la forma

N

P

i Ai.u(xi’yi’zi)

1

en donde los coeficientes Ai y los puntos X;,Y;,2; se calcu-
lan obligando a la fdérmula a ser idéntica al integral tri-

ple.
IJ[u(x,y,z)dx .dy. dz

poniendo en lugar de u las sucesivas funciones x,y,z, Xy,

zx, xz, yz, xyz, yzz, zxz, etc.

La férmula gaussiana (20) satisface con exactitud las
integrales triples de polinomios de x,y,z hasta el tercer
grado. Esto mismo ocurre con la fdrmula aqui propuesta, co-
mo se desprende del procedimiento que hemos usado para cons-
truir el polinomio v (x,y,z) dado por la expresidén (04). Por
lo tanto esa fdérmula gaussiana podria 'competir'" con la nues-

tra para calcular el integral sobre el cubo C.

Pero al calcular sobre un s6lido cualquiera, de forma
caprichosa, nuestra fdérmula tiene una gran Ventaja‘préctica.
En efecto, al inscribir ese s6lido en un poliedro policibi-
co, la estimacidén de un integral triple con nuestra férmula
exige medir o calcular numéricamente el valor de u(x,y,z) en
los nodos de la red y en los centros de sus cubos elementa-
les, esto es, en N| +N2 +N3 +...+N = M puntos. En cambio,



con la férmula gaussiana seria necesario medir o calcular
la funcidén u(x,y,z) en 8N puntos, y para redes policlbicas

conexas se puede demostrar fiacilmente que
8N > M

usandn el método de induccidn completa.

BIBLIOGRARIA

[1] Courant, R. y Fritz, J., Introduction to Cafculus and
Analysis. Vol. 1. New York. Interscience Publishers.
1965. 649 p.

[2] Ralston, A., A Finst cournse in numenical analysis. New
York. McGraw Hill Book Company. 1965. 578 p.

[3] Poveda, G., Una §6rmula de cubicacién sobre ef plano.

En '"Dyna'". N2 90. Medellin. Agosto de 1975.

[4] Hammer, P.C., Numerical evaluation of mulliple integrals.
En: Langer, Rudolph (Ed.) "On numerical aproxima-
tion'". Madison (Wis.). The University of Wisconsin
Press. 1959. 462 p.

Apartado Aéreo 53028
MedellLin, Colombia

(Recibido en noviembre de 1986, versidn revisada en marzo de
1987).

230



