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LA FO~'ULA DE SIMPSON TRIDIMENSIONAL

by
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O. En todos los textos de CAlculo elemental se presen-
ta la formula llamada de Simpson, que sirve para establecer
en forma siquiera aproximada, el valor num~rico del integral
definido de una funcion, f(x), de una variable x, de clase
C3 en un intervalo (a,b) perteneciente al dominio de defini-
cion, D" de la funcion. Segun dicha formula, si se trata de
calcular num~ricamente el integral

bf f(x)dx,
a

basta dividir el intervalo (a,b) en un numero pa~ n, de sub-
intervalos de igual longitud (xo,xl), ...,(xn_l,xn)' poniendo
Xo = a, xn b, y valorar los valores aritm~ticos de Yo =
f(xo)'" "Yn = f(xn). Entonces, se tiene la formula de Simp-
son:

[

a b-af(x)dx = -3-(y +4Y,+2Y7+4Y3+" .+4y _,+Y ).n 0 _ n n (0 1)

en donde 1a
k4 siendo k

igualdad aproximada admite un error del orden de
(b-a)/n = (xn-xo)/n. Por 10 tanto, cuanto mayor

sea el numero de subintervalos n en que se divide el segmen-



to desde a = x hasta b = x , tanto menor sera el valor ko n
de su amplitud, Y, en consecuencia, tanto mas exacta es la
ffomula (01). La d educ ci.dn de esta formula la Simpson es un
ejercicio sencillo, muy conocido en Analisis Numerico.

Pero los textos de Calculo elemental caso no mencio-
nan el hecho de que las ideas que estan implicitas en la
formula de Simpson, permiten tambien obtener formulas paT a
valores numericamente, al menos de manera aproximada, los
integrales dobles

J f f (x,y)dx dy

definidos en un recinto R de forma caprichosa, simplemente
conexo, pertenecientes al dominio de definici6n D2 dela
funcion f(x,y) que es al menos, de clase C3(R). El autor de
esta nota ha deducido la formula correspondiente. Para apll
carla, se cine el recinto plano R con una cuadricula 0 red
isometrica, de calibre k, y se valoran numericamente los va-
lores z(x,y) = f(x,y) en todos los nodos 0 esquinas de la
cuadricula poligonal, as! como en los centros de los no cua-
drados iguales que la forman. Luego se buscan aritmeticamen-
te las cinco sumas:
So suma de las cotas zex,y) en los centros de los cuadra-

dos.
S, suma de las cotas zex,Y) en los nodos convexos exterio-

res de la red.
S2 suma de las cotas z(x,y) en los nodos pIanos exterio-

res de la red.
S3 suma de las cotas Z ex,y) en los nodos concavo s ext erio

res de la red.
S4 suma de las cotas z(x,y) en los nodos interiores de la

red.
En esta forma se tiene

JJf(X,y)
R

(02)
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can un error que es del orden de kS, de modo que al hacer
la cuadricula mAs fina, 0 sea la hacer tender k hacia cero,
la formula (02) es cada vez mAs exacta. La deduce ion de es-
ta formula (02) de cubicacion sobre el plano se puede ver
en la referencia bibliogrAfica 1031.

1. Hay numerosas situaciones en Fisica a en Ingenie-
ria en que es necesario calcular integrales triples de la
forma

fJJU(X,y,Z)dX dy dz
K

sobre un cuerpo solido tridimensional K, limitado par una
superficie orientable ~ en el espacio euclidiano E3, y en
donde u(x,Y,z) es una funcion que no tiene antiderivadas en
t~rminos de un ntimero finito de funciones elementales, 0

donde u solo se conoce por informacion tabulada, a solamen-
te puede ser medida punta por punta; 0 tambi6n, donde K es
un solido de forma muy irregular, 0 cuya superficie ~ no
puede representarse par funciones elementales de las tres
variables x,y,z. Tal es el caso cuando se trata, pOY ejem-
pIa, de medir c de calcular 10 siguiente:
- La masa total de un solido hecho de material inhomog6neo
y de forma muy irregular.
- El volumen de una cavidad 0 de un solido de forma compli-
cada, como es el cuerpo humano.
- El contenido de calor de un solido hecho de material t§r-
micamente inhomogeneo, y de forma complicada.
- El tiempo de evacuacion del agua por un orificio en el fon-
da de una cavidad de forma caprichosa .
• La carga electrica total contenida en un cuerpo solido de
forma muy arbitraria e inducida por un campo electrico inho-
mogeneo.
- La energia contenida en un campo magnetico de forma compli-
cada, y/o donde la permeabilidad magnetica varia irregular-
mente de punta a punto.
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_ El calor total desprendido por segundo por efecto de Joule
desde un solido conductor, electricamente inhomogeneo, y de
forma compleja.

Todas est as magnitudes se expresan por medio de inte-
grales triples de la forma indicada en (02).

2. En el presente articulo se trata de obtener una for-
mula numerica para valorar siquiera aproximadamente una in-
tegral triple de una funcion de tres variables, u(x,Y,z),
que es de clase C3(R)

J J J u (x , Y , z) dx dY d z
R

(03)

extendida a una region R de tres dimensiones, perteneciente
al dominio D3 de u(x,Y,z):R c D3 c E3. La region R esta li-
mitada por una superficie orientable en el espacio E3. Para
nuestro prop6sito, usamos las mismas ideas que estan impli-
citas en la deducci6n de la formula de Simpson, Y que condu-
cen a las igualdades aproximadas (01) Y (02).

Este articulo esta redactado en el estilo que algunos
matematicos actuales denominan, con aire doctoral y peyora-
tivo, el "estilo discursivo", como si el usa correcto del
ca~tellano estuviera vedado'en la Matematica. Se quiere que
este modesto aporte sea comprensible tambien para los alum-
nos de pregrado de Ingenieria, Estadistica y Matematica, por-
que para ellos tiene, sin duda, bastante utilidad 10 que se
desea presentar, y porque los libros y los cursos elementa-
les de Calculo no 10 hacen.

3. Comenzamos por construir un cuba C en el espacio
euclidiano tridimensional E3. El cuba C tiene lado igual a
2; su centro esta en el origen (0,0,0) de un sistema de coor-
den adas OX, OY, OZ, Y sus caras son paralelas a los ejes y

a los pIanos de referencia del triedro OXYZ, como se muestra
en la Figura 1.

Cada uno de los ocho vertices del cubo C queda a dis-
tancia igual a una unidad (1) de cada uno de los tres planos
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z

Figura 1

y

de referencia del sistema de coordenadas, de manera que,
usando el signa "x" como producto cartesiano entre conjun-
tos, este cuba puede indicarse como

C (-l,+1)x(-l,+l)x(-l,+l) c E3

y podriamos llamarlo "un intervalo elemental t r i di me nsi onaI"
de E3.

4. Tratemos de construir ahora un polinomio v(x,y,z)
que tenga las siguientes propiedades:

a) Que sea isotr6pico en E3, es decir que su forma no
de ningGn privilegio a ninguna de las tres coordenadas. Es-
to significa que su 6o~ma algeb~aica explicita debe ser in-
variante ante cualquier sustituci6n mutua entre dos cuales-
quiera de sus tres variables, para que los resultados no de-
pendan de la orientaci6n de los ejes;

b) que contenga termino independiente (0 constante).
y t~rminos can potencias crecientes de cada una de las tres
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variables, para cimplificar el trabajo con el polinomio;
) 1 f" d 2 2 2 ° °dc que os coe lClentes ex, y , z COlnCl an entre

sf, por la razon que daremos mas abajo;
d) que no contenga mas de 9 coeficientes indetermina-

dos, de modo que elIas se puedan calcular a partir de los.
valores que adopte v(x,Y,z) en el centro del cuba C y en
los ocho v§rtices (10 que da nueve condiciones para deter-
minarlos) ,

EI 6nico polinomio que posee estas caracteristicas es

v(x,y,z) 2 2 7axyz+(b/3)(x +y +z-)+cxy+dyz+ezx+fx
gy+hz+i

(04)

donde a,b,c" ..,h,i son coeficientes a6n no determinados.
Obs§rvese que, para respetar las condiciones (a) y (d) es-
tipuladas mas arriba, no ha sido posible incorporarle t ermi-

22 Znos en x y, y z, z x. Mas abajo veremos, ademas, que tampo-
co son necesarios. Lo mismo puede decirse de t§rminos de la
f 222222 d dO 1orma x y , y z , z x , y otros e gra 0 19ua 0 mayor que
tres.

5. Calculemos ahora el integral triple de v(x,Y,z) ex-
tendido al cuba C descrito.

I J
+1 f+1 f+1 v(x,y,z)dxdydz

-1 -1 -1

(0 S)

Al ejecutar este calculo, notamos que

+1 +1 +1
f J J xyz.dx.dy.dz 0
-1 -1 -1

y que
+1 +1 +1

J f J x.dx.dy.dz 0
-1 -1 -1

asi como se anulan los integrales triples de y y de z exten-
didos a1 cuba C, 10 mismo que los de los productos xy, yz,
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zx. En general, puede comprobarse que el integral triple de-
finido sobre C para cualquier termino que contenga siquiera
alguna potencia impar de x, de y 6 de z, se h~ce cero. Por
10 tanto

I (1 (1 (1 I (b/3) (xZ+yZ+zZ)+i [dx i dy i d z
-1 -1 -1

(06)

Y efectuando el calculo indicado se encuentra 10 que se bus-
ca;

I 8b/3 + 8i (07)

6. Para calcular los 9 coeficientes a,b,c, ... ,h,i del
polinomio v(x,y,z), admitimos que conocemos los valores nu-
me ri.cos del polinomio, v1' vZ""'v8, en los ocho vertices
del cubo C, Y su valor Vo en el centro (0,0,0). En estas
condiciones, resulta de inmediato

v(O,a,O) = Vo = i (08)

En cu an t o a los ocho vertices, se puede escribir las igual-
clades:

a+b+c+d+e+f+g+h v 1-i, en el venice ( 1 , 1 , 1)

-a+b+c-d-e+f+g-h vZ-i, en el vertice (1,1,-1)

-a+b-c-d+e+f-g+h v 3 .:i , en el vertice (1,-1 ,1)
a+b-c+d-e+f-g-h v4-i, en el venice ( 1 , - 1 , 1 )

(09)
-a+b-c+d-e-f+g+h vS-i, en el ve r t i.ce (-1,1,1)

a+b-c-d+e-f+g-h v6-i, en el vertice (-1,1,-1)

a+b+c-d-e-f-g+h v7 -i , en el vertice (-1,-1,1)

-a+b+c+d+e-f-g-h v8-i, en el vertice (-1,-1,-1)

Sumando estas oLho ecuaciones se encuentra:

que nos interesa para sustituirla en la ecuaci6n (07), de 10



cual obtenemos

• 1= (1/3)('11+'12+, .. +'18)+(16/3)'1
0

( 1 0)

•
teniendo en cuenta la igualdad (08) .

5i en el polinomio v(x,y,z) de la expreslon (04), hu-
b' 1 ~, 2 2 2 f i d"i erarnos puesto a os t erm i nos en x ,y ,z " coe rci en t es IS-
tintos, al construir las ecuaciones (09) nos hubiera resul-
tado un sistema lineal con determinante general igual a ce-
ro, es decir un sistema no independiente (incompleto) 0 no
compatible (salvo condiciones infundadas sobre '11"" ,'18),

7. Para nuestro objeto, basta encontrar explicitamen-
te ab y ai, entre todos los coeficientes de v(x,y,z). Pero
puede resultar Interesante que el lector busque los dem~s
coeficientes a partir del sistema de ecuaciones (09), usan·
do por ejempl0, el m~todo de eliminaci6n de Gauss. Los re-
sultados son:

a = (1/8) ('11-'12-'13+'14 -'15+'16+'17-'18)

b (1/8)('11+'12+'13+'14+'15+'16+'17+'18)-'10

c = (1/8)('11+'12-'13-'14-'15-'16+'17+'18)

d (1/8) ('11-'12-'13+'14+'15''16''17+'18)

e = (1/8)('11-'12+'13-'14-'15+'16''17+'18) ( 1 1 )

f (1/8) ('11+'12+'13+'14-'15-'16-'17-'18)

g (1/8)('1 +'1 -v ''1 +'1 +'1 -v "'1 )
1 234 5 6 7 8

h (1/8)('11-'12+'13-'14+'15-'16+'17-'18)

i vo'

8. La integral triple ?e v(x,y,z) extendido a1 cubo
C, que tiene lado igual ados unidades es el indicado en 1~
f6rmula (10). 5i se calculara sobre un cubo C* de lado igual
a k, el resultado serfa, como es casi obvio:

(k3/8)I
(k3/24)(v1+v2+' .. +vS)+(2k3/3)vo ( 1 Z)
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En esla f6rmula puede observarse que la suma de los
coeficientes de vo,vl ,... ,va e s

( 13)

. 1 k3 1 d - .e s i guar a ,0 sea a vo lume n e C*, 10 eual debe e spe rar:
se del integral triple sobre C* de un polinomio del grado
de v(x,y,z).

9. Construyamos ahara, en el espacio E3, un s61ido for-
mado por la yuxtaposici6n de cubos con un mismo lado (igual
a k), agregados hacIenda contacto por sus caras, 0 par sus
ariSliJS, 0 aUll solo pOT sus vertices, can sus caras paTale-
las a algunos de los pIanos OXY, OYZ, OZX, como el que se
muestra en la Figura 2. A un cuerpo como este 10 11amaremos
un s61ido polic6bico P y estar& formado par N cubos de lado
igual a k. Diremos que las aristas de este s61ido forman
una malla tridimensional de calibre k; y a los vertices de
105 cubos que 10 constituyen los llamaremos nodos de la red.

En la Figura 2 puede observarse que hay vertices lno-
dos) del s61ido P que pertencen a uno solo de los cubos. Tal
es el caso de los nodos (01) y (20) en la figura. Se les
puede llamar vertices conveX05 simples 0 vertices mono-cG-
bico (0 bien nodos l-cGbico); y al n6mero que haya de elIas
10 designaremos NI. Otros nodos, como los numerados (2),

(1_) Y (15) en la figura pertenecen simultineamente ados
cubos. Estan situados sobre la arista de un angulo diedro
convexo ~e P. Los llamamos nodos bi-c6bicos (0 bien, nodos
2-c6bicos), y su n6mero se indicari can NZ' Tambien hay no-
dos pertenecientes a tres cubos (0 nodos 3-cGbicos), tales
como los nodos (6), (11), (8) Y (16) en la figura, y su nu-
mero se indicara como N3. Asf sucesivamente, puede obser-
varse que hay nodos 4-c6bicos, nodos S-cGbicos, etc.; has-
ta los nodos 8-c6bico~. que son los nodos de 13 red que son
puntos interiores del s6lido P.

Si los N cubos que forman a P estuvieran scparados to-
talmente, el nGmero de todos sus v~rtices seria SN. ~l CSt~l-



Fiqux-a 2

yuxtapuestos en P, cada v~rtice l-cfibico pertenece a 1 cube,
cada v§rtice 2-cfibico pertenece a 2 cubes, y a51 suceSlvamcn
teo Por 10 tanto, los nfimeros de los distintos tipos de v§r-
tices cumplen la identidad

(II )



es decir, que el numero

( 1 5)

debe ser divisible por a.
La operaci6n de identificar los nodos l-cubicos, 2-cu-

bicos, e t c ., y de contar su nume ro (N1,Nz,etc. r espec t i va-
mente) exige mucho cuidado y atenci6n, en general.

10. Volvamos a considerar el cuba e", can arista igual
a k, que hemos descrito en el pirrafo 8, y supongamos que
hay una funci6n u(x,y,z), que est§ definida en C*. Admita-
mos que la funci6n u(x,y,z) es de clase (3 (C.), de manera
que ella admite todas las terceras derivadas parciales res-
pecto a sus t res argumentos, x. y. Z, en e1 cubo. E1 valor de
u(x,y,z) en el centro del cuba sera designado como u , y suso
valores en los ocho v§rtices del cuba se indican como u1'

"z- .. , ua·
Es claro que si en las ecuaciones (11) ponemos vo= uo'

v1 = ul' ... ,vS = uS' podemos construir un polinomio de la
forma (04), v(x,Y,z), de tercer grado en X,y,Z, y que coin-
cide en sus valores con los de la funci6n propuesta u(x,Y,z)
en el centro y en las ocho esquinas de C*. En los textos
avanzados de An§lisis NumErico se muestra que es posible po-
ner

u(x,Y,z) v(x,y,z) + c(k;x,Y,z) (16)

donde E(k;x,y,z) es el error de aproximacian de u con res-
pecto a v, y es una funcian infinitesimal del orden de k4/4~
Ot1'a manera de expresar esto mismo es escribiendo:

u(x,y,z) = v(x,y,z) (16A)

con error del orden de k4/4:. Si se necesita calcular el in-
tegral triple de u(x,j,z) sobre C*. teniendo en cuenta 10 m-

terior y la f6rmula (12) podemos poner

JJ J u(x,y,z)dxdy dz ,;(k3/24)(U1+uZ+'"+ua+16uo)
C*

( 17)



con un error infinitesimal del orden de k4!4~(*)

11. Si la funcion u(x,y,z) esta definida en un polie-
dro policubico P como el que describimos en la Figura Z,
formado por N cubos yuxtapuestos C1, ... ,CN' podemos aplicar
la formula aproximada (17) a cada cubo Ci y sumar para to-
dos ellos. Asi se obtiene

J JJJU(x,y,Z)dXdYdZ
P (18)

N
-Jl!16Uo(i)+U1 (i)+u2(i)+ ... +u8(i) I (k3/24)

en donde uo(i) es el valor que se mida 0 que se calcule pa-
ra la funci6n u en el centro del cuba Ci; y u,(i), ... ,u8(i)
son los valores que tenga u en los 8 respectivos vertices.
Identificando los vertices no por su pertenencia a los N cu-
bas Ci sino por su posicion en la red del poliedro policubi-
co P, podemos escribir

f f f u (x ,y ,z)dx dy d Z
K

N Nl N2
(16 I u.+ Y u· 1+2 I u"Z+···

1"--11 " 1 1 "1 1- 1,= -t:
(19)

en donde

ui: valor de u en el centro del cubo i-esimo, Ci' siendo
\. = 1,2, ... ,N.

ui1: valor de u en el vertice l-cubico i1-esimo, siendo i1
1,Z, ... ,N1·

UiZ: valor de u en el vertice 2-cubico iZ-esimo, siendo iZ

(*) Esto se demuestra usando el teorema de Taylor para varias variables.
Ver par ejemplo: R. Lauffer, P~~chen AnalifJ~ in me~~e V~an-
d~chen, Walter de Gruyter Co., Berlin, 1965.
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1,2, ..• ,NZ .

UiS: valor de u en el vertice S-cubico is-esimo, siendo
is = 1,2, ... ,NS·

y en donde las formulas (lS) y (19) admiten un error infi-
nitesimal del orden de k7/4!. Este calos del error se deduce
de la formula (16) y observando que se trata de una inte-
gral triple. La f6rmula (19) puede ser llamada F6~mula de
Simp60n ~~idimen6ional en un poliedro policubico de calibre
k.

12. Dirernos que un poliedro po Licub i co P cine un so-
lido K con ajuste k cuando se dan las siguientes condicio-
nes:

a) En los espacios vacios que haya en el interior de K
no se puede construir ningun cubo adicional a los de P y
que siga interior a K.

b) Ningun cubo de P es exterior del todo a K.
c) Si hay alglin cubo que pertenece tanto al interior

como al exterior de K, ningun punto interior a ese cubo y
exterior a K debe distar de la superficie S mas de 13 k/Z.

d) Si hay partes de K exteriores a P que pudieran que-
dar incluidas con exceso por un nuevo cubo yuxtapuesto a P,
ningun punto de S debe distar de P mas que 13 kl2.

]3. Segun 10 anterior, podemos construir el siguiente
algoritmo para calcular el valor numerico, siquiera aproxi-
mado, de un integral triple como el de la expresion (19):

a) Examinar y describir detalladamente el solido K.
b) Medir 0 estimar la distancia mas corta entre dos

puntos cua1esquiera de su superficie S. Sea m esta distan-
cia minima.

c) Adoptar 1a unidad de longitud L para medir las coor-
denadas. La unidad puede ser 1 angstrom, 1 mi1imetro, cen-
timetro, 1 pulgada, etc., ha st a 1 unidad ast rondm i ca 0
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parsec. Es conveniente elegir L, ojala, de manera que 0.2m
< L < Sm.

d) Adoptar para k un valor k1. Como norma pract i ca es
conveniente tomar k1 = 0.8L.

e) Construir una red policubica P de calibre k1, que
cina a K. En el caso de formas muy arbitrarias e irregula~
res de K, esta construcci6n geometrica puede ser laboriosa,
perc es siempre posible.

f) Contar el numero N de cubos en la red P. En aplica-
ciones practicas, es deseable que N sea, a 10 sumo, del or-
den de a1gunas decenas y no mas de una centena.

g) Recorrer s i st ema t i camerrte todos los nodos de 1a red
y anotar en cada nodo e1 n6mero de cubos de P a que pertene-
ceo Dicho numero puede ser de uno (1) a ocho (8).

hl) Contar el numero N1 de nodos 1-cubicos.
h2) Con tar e1 ntimero N2 de nodos 2··cubicos.

h8) Contar e1 numero N8 de nodos 8-cubicos.
i) Verificar que N1+2NZ+" .+8N8 = 8N.
jl) En los centros de cada uno de los N cubos de P,

ca1cu1ar nume ri camen te 0 medir experimenta1mente e1 valor de
1a funci6n u que Ie corresponde. Cada uno de esos va10res
se denota ui' con i = 1,2, ... ,N.

j2) Hacer 10 mismo en cada uno de los N1 nodos 1-cubi-
cos. Los va lores de u se denotan ui l' con i1 = 1,Z,... ,N1·

j3) Hacer 10 mismo para los nodos Z-cubicos de P.

j9) Hacer 10 mismo para
kl) Formar la suma So

los nodos
i~lui'

~l u. l'
i1=1 1

N
Formar la sima S8 = r u'8i =1 1

5
1) Calcular la expresion:

8-cubicos de P.

k2) Formar la suma S1

k9)

m) J1 es un primer estimativo aproximado de
22C



ffJu(x,y,Z)dX dy dz,
en el s6lido K, con un error del orden de k7/4!.

n) 5i desea mejorar la exactitud lograda, continue con
los pasos siguientes. Si n6, termine aqui.

fi) 5i quiere mejorar la exactitud, adopte un nuevo va-
lor de k. Es muy recomendable que ese nuevo valor sea k2
k1/2 = O.4L, este metodo de bisecci6n da lugar, frecuente-
mente a una convergencia rapida del algoritmo.

0) Reita con k2 todos los pasos desde (e) hasta (1).

p) Calcule J2. Este es un mejor estimativo para el in-
tegral triple.

q) Compare J1 y J2. 5i la mejora en exactitud es sufi-
ciente, pare aqui. De 10 contrario tome otro valor k3, que
ojala sea k3 = kZ/2 = k1/4 = O.2L.

r) Repita todos los pasos desde (e) hasta (1).

s) Continue reiterativamente.
t) Forme la sucesi6n convergente J1'J2'J3' .
u) 5efiale el error porcentual £ que esta dispuesto a

admitir en el calculo del integral triple. En las aplicacio-
nes es corriente adoptar £ = 5%, 0 bien £ = 1%, 0 bien £ = 1
por mil, por convenciones practicas.

v) Suspenda el ealculo en el cicIo n-esimo tal que
IJn+1-Jnl < £In donde £ es el error numerieo porcentual ad-
misible para su calculo.

w) Concluya que la integral que busea, vale

J JJ u (x,y ,z)dx dy dz = Jn .
K

x) El valor exacto del integral triple es el limite de
la sucesi6n J1,J2, ... ,Jn,Jn+1"··

14. La formula que hemos encontrado sirve tambien para
calcular integrales de superficie para campos vectoriales,
como los que se usan en Fisica para representar caudales 0

flujos, usando el teorema de Gauss-Ostrogradski sobre la di-
vergencia, y segun el cual el integral de un eampo H(x,y,z)
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JfH(x,y,Z) .dS

sobre una superficie S orientable y cerrada en E3 es equiva-
lente al integral

f J f div H .dx .dY .dz

tornado sobre el volumen que est§ encerrado por S.

15. Se dejan para los lectores curiosos, 0 para alum-
nos avanzados de Matematicas, Ingenierfa 0 Ffsica, algunos
ejercicios que surgen de este trabajo, como los siguientes:

a) Elaborar un programa de computador para el algorit-
mo que describimos en el numero 13.

b) Aplicar est as ideas para deducir la formula de Simp-
son en E4.

c) Deducir la formula de Simpson en En.
d) Obtener algunas otras relaciones que deben cumplir

entre sf Nl ,NZ' ... ,NS,N.
e) Elaborar un esquema tabular para describir numeri-

camente el cuerpo humano.

Nota. Es bien sabido que existen en la literatura
usual otras formulas para estimar numericamente el valor de
un integral triple sobre un cubo. Entre elIas estan las lla-
madas formulas de Gauss, las cuales pueden obtenerse por dos
caminos: a) formando el "producto cartesiano" de una formu-
la de Gauss en una dimension, para aplicarla en tres dimen-
siones; b) aplicando sobre tres dimensiones y tres variables
el mismo algoritmo que conduce a formulas de Gauss en una
dimension.

Para el caso del cuba C que hemos considerado, con
sus ocho vertices en los puntos x = ±l, Y = ±l, z = ±l, la
f6rmula que mejor se adapt a para estimar el integral triple
de la expresion (03), de las que se conocen en la literatu-
ra, es la formula gaussiana en producto cartesiano sobre S
puntos:
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I ul + Uz + ••. + U8 (zO)

en donde ul'.'. ,uB son los valores de la f unc i.on u(x,y,z)
que se integra, medidos 0 calculados sobre los B puntos
x = ±I!T'J, Y = ±I!T'J, Z ±1371. En general, las formulas
gaussianas, as! como la que hemos deducido en este articu-
lo son combinaciones lineales de los valores u(x. ,Yo ,z.) de

III
la funcion que se integra, u(x,Y,z), con coeficientes A.,

1
para N puntos de la region de integracion, 0 sea, que son
expresiones de la forma

N
L A.·u(x·,Y·,z.)i=l 1 1 1 1

en donde los coeficientes Ai Y los puntos xi'Yi,zi se calcu-
Ian obligando a la formula a ser identica al integral tri-
ple.

f J Iu (x, Y , z) dx . dy. d Z

poniendo en lugar de u las sucesivas funciones x,Y,z, XY,
2 2 2 2 2ZX, x , y , xy , yz , zx , etc.

La formula gaussiana (20) satisface con exactitud las
integrales triples de polinomios de x,y,Z hasta el tercer
grado. Esto mismo ocurre con la formula aqui propuesta, co-
mo se desprende del procedimiento que hemos usado para cons-
truir el polinomio v (x,y,z) dado por la expresion (04). P0r
10 tanto esa formula gaussiana podria "competir" con la nues-
tra para ca1cular e1 integral sobre el cuba C.

Pero al calcular sabre un solido cua1quiera, de forma
caprichosa, nuestra formula tiene una gran ventaja practica.
En efecto, al inscribir ese solido en un pD1iedro policubi-
co, 1a estimacion de un integral triple con nuestra formula
exige medir 0 caLcu lar nume ri cament e el valor de u(x,Y,z) en
los nodos de 1a red y en los centros de sus cubos elementa-
les, esto es, en N1 + NZ + N3 + ••• + N = M puntos. En cambia,
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con la formula gaussiana seria necesario medir 0 calcular
la funci6n u(x,y,z) en 8N puntas, y para redes policubicas
conexas se puede demostrar facilmente que

8N > M

usand0 el metoda de inducci6n completa.
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