
SOBRE GEOMETRIA ANALITICA DE

"LUGARES COMPUESTOS" n.

POR CARLOS FEDERICI CASA.

En el articulo preceden te [Vol. I., pp. 55-69-' hem os comenzado
a ver como la aplicacion de la fun cion "valor absoluto de" nos per-
mite la representacion analitica de lugares geometricos muy senci-
110s pero que no pueden ser representados senciIlamente sino con
el uso cle dicha £unci6n.

En esta segunda parte queremos tratar de una manera un poco
mas general que en la precedente, esta funcion y precisamente que-
remos estudiar en primer lugar los "Jugares compuestos" (abre-
viado por 1. c.) representados par ecuaciones del tipo tales que

1>

Y = 2: a; Ix - bl, I -+- ax -+- b =k= 1

= aj Ix - bll -+- .. , + a" Ix - b" I -+- ax -+- b,

con las condiciones de que

- o: < bi < ....< bn < -+- CIJ.

Cuando - CIJ < X < bJ, entonces x < bl, .. , x < b" , es
decir que x - b, < 0, ... , x - b" < 0 Y por 10 tanto que

Ix - bll = b, - x, ... , jx - b 11 I = b" - x,
,

asr que

y = aj Ix -- b11 -+- + an Ix - b ; I + ax + b =

=aJ(bJ-x) + +an (b" -x) +ax+b=·

= - (aJ + ...+ a 11 - a) x + (a1 bJ -+- '" + a" b ; + b) = y,

o sea que, cuando - CIJ < X < bj, entonces
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y por 10 tanto el punto P de imagen analitica (x) y) y que pertene
ee al 1. c., describe la semirreeta de eeuaei6n

con punto de detenei6n tal que

x = b., Y = i: «, Ibl - b ; I + ab, + b = el•

k= 1

Cuando bb < x < b"+l' y 1 ~ h ~ 11-1, entonees

x - hi > 0, ... , x - b" > 0, x - b ; + 1< 0, ... , x - b ; < 0

y por 10 tanto

Ix-bl!=x-bl,···,lx.-bh I=x-b" ,!x-'b"+11=

= bll + 1 - x, ... , Ix - b" I = bn - x,

asi que

y = at IX - bll + ... + a" Ix - b 1I I + ax + b =

= al (x- bl) + .,. + ab (x-bb ) + a"+l(b"+l -x) +
+ ...+ an ( h " - x) + ax + b =

o sea que, euando b b < X < b b +.1, entonees

y=(aJ+ ... +al1 -a"+I- ... -an +a)x--

- (albl + ... + ab b" -a"+l bll+1- '"

-an b ; -b)

y por 10 tanto el punto P de imagen analitica (x)' y) y que perteneee
al 1. c., describe el segmento de eeuaei6n

·y=(a1+ ... +all -a"+l- ... -a" +a)x-(alhl+ ...

+ all b" - a"+lbh+1- •.• - a" bll -- b)
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con los puntas de detenei6n (extremos) tales que
7>

X = blJ , Y = L: a I, Ibh - b I; I + ab ; + b = CiJ

k" 1

7>

X = b c :«, y = L: ai, Ibl'+1 - b ; 1+ abll+l + b -= el1+1·
k" 1

Cuando b ; < x < + C/J, entonees b, < X, ... , b ; < x, C~

deeir que
o < x - b., .. '.' 0 < x - b ;

y par 10 tanto que

Ix - bll - x - bl, " ., Ix - b" = x - b ; ,

:lsi que

y = al Ix - bll + .,.+ a" I x - b ; I + ax + b =

= a1 (x - bl) + ... + a" (x - b ; ) + ax + b =

= (a, + ...+ a" + a) x - ( alb] + ... + a" b ; - b) = y

o sea que, cuando b II < X < + C/J, entonees

y = (al + ...+ a" + a) x - (albl + ...+ all b; - b)

y par 10 tanto el punta P de imagen analitica (x, y) y que pertencce
al 1. c., describe Ia semirreeta de eeuaei6n

y = (at + ... + a II + a) x - (a] b, + ... + a" b ; - b)

con punta de detenei6n (extremo) tal que

7>

X = b" , y = ~ a I; Ib " - b k i + ab ; + b = ell'
kd

De 10 anterior podemos concluir que el Lugar gcomctrico- euya
Imagen aualitica es la ecuacion (en forma expileito)

7>

Y = tt a I; Ix --:- s, ! + ax + b =

= at Ix - bt! + ... + a" Ix - b II ! + ax + .b
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con las condiciones - UJ < bl < ...< b n < + UJ es un Lugar
com puesto poria semirrecta de ecuaci6n

con punta de detenci6n. (0 dcsuiador'i D1 tal que

x = bJ, Y = i= ak ib1 - i; 1 + ab, + b = Cl,
k=1

los n - 1 scgmcntos D." D hooP (1 :s; h :s; n - 1) de ecuaci6n

y = (al + ... + ail - a 11--1--1- ...

- an + a) x - (a1 bi + ... + a I, b IJ

y con puntos de detenci6n (extremos 0 desviadores) D 11 , D1I + 1 tales
que

"x=b1l, y= 2: ai< Ib1l -.»; l+ablJ +b=clJ,

k" 1

"x = b1l+1, Y = ~ ak Ibh+l- i; ! + abh+1+ b = ch+l,
k" 1

y [inalmcntc la semirrecta de ecuaci6n

, con punto de detenci6n (extremo 0 desviador) D n tal que

x = b; , y = i= al; Ib II -- bk I + ab; + b = Cn •

k" 1

Como aplicaci6n directa de 10 vista vamos a estudiar el 1. c. re-
presentado par la ecuaci6n

y = - (1/2) Ix + 11- Ixl + (1/2) Ix - 11+ Ix - 21+ 2x + 1.

Las abscisas de los puntas de desviaci6n son respectivamente b,
= -1, b~= 0, b~= 1, b4 = 2 y las ordenadas respectivas son
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C1 = -(1/2) 1-1 + 11-1-11 + (1/2) l-t-ll +
+ [-1-21 + 2(-1) +1 = 2,

c~= -(1/2) 1o +11-101 + (1/2) 10- 11+ 10 - 2[ +
+ 2.0 + 1 = 3,

c: = -(1/2) It + 1~- 111+ (1/2) 11-- 1: + 11- 2! +
+ 2.1 + 1 = 2,

(",1 = -(1/2) 12+ 11- 121+ (1/2) !2- 11+ 12- 21+
+ 2.2 + 1 = 2.

Cuando - o: < X < - 1, entonces

Ix + 1:= -1 - x, ;x! = - x, Ix - ]! = 1 - x, Ix - 21= 2 - x,

de rnanera que

y = (-1/2) Ix+ II-Ix: + (1/2) Ix--II + [x-21 + 2x + 1=
= (-1/2) (-1- x) - (-x) +- (1/2) (1-x) + (2 - x) +

+ 2x + 1 = (1 + x + 2x + 1- x + 4 - 2x + 4x + 2)/2 =
= 2x - 4 = y.

Cuando + 2 < x < YJ, entonees

Ix -+ 11= x + 1, Ix! = x, Ix - 1[ = x-I, Ix -2: = x - 2,

de manera que

y = (-1/2) Ix -+ 11- :x: -+ (1/2) IX - ] I + Ix - 21+
+ 2x + 1= (-1/2) (x -+ l ) - x + (1/2) (x - 1) +

+ (x - 2) + 2x +- 1= (- x-I - 2x + x-I + 2x - 4 -+
-+ 4x + 2)/2 = 2x - 2 = y.

Entonces podemos concluir que el lugar compuesto de ecuaci6n

y = -(1/2) Ix + 11- Ix[ + (1/2) Ix- 11+ Ix - 21+ 2,r -+ 1

tienc como imagen geomctrica el poligono abierto e iniinito cuyos
lados son: t:a sernirrecta de ecuacion y = 2x - 4 con punto de
dctencion (0 extremo d'esviador) D1 de imagen (-1, 2), el seg-
mento de extrernos D, (-1, 2), D~(0,3), el segmento de extremos
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D~ (0,3), DJ (1,2), cl scgmento de extremes Do (1,2), D .. (2,2)
y La scmirrecta de ccuacuni y = 2x - 2 can punta de dctenciou
(a extrema desviadar) D4 de imagen (2,2) (vease [igura 1).

J

])2 3

----)'--------+----+-----+---·-+I----+-I --
2 3

Figura 1

Como aplicaci6n inversa de 10 visto vamos a buscar la ecuaci6n
del lugar compuesto constituido par (vease figura 2): la semirrecta
que pasa par el punta (- 10, 12) Y tiene como punta de detenci6n
(0 extreme desviador ) a D1 (-7,5), el segmento que tiene como
extremos (desviadores) a

\ 12

·10 -5 -6 -4 -2 z 4 6 8 10
!

Figura 2
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D1 (~7, 5), D~ (--5, 7), el segmento que time como extremes
(desviadores) a D~ (-5,7), D: (-3,3), el segmento que tiene co-
mo extremes (desviadores) a D; (-3,3), D.I (0,8), el segmento
que tiene como extremes (desviaJores) a D{ (0,8), Do (3,3), el
segrnento que tiene como extrernos (desviadores) a D; (3, 3),
Dr. (5, 7), el segmento que riene como extremos (desviadores) a
o, (5,7), D, (7, 5) y la sernirrecta que pas a por el punto (10, 12)
y tiene como punto de detencion (0 extrerno desviador) s I), (7, 5).

Como la ecuaci6n general de un poligono abierto infinito es del
tipo

1>

Y = ~ {lk :x .- bk I + ax + b
k= 1

en donde b k (1\ = 1, ... , 11) SOIl las abscisas de los puntos de des-
viaci6n (con la condicion - if.) < b, < ...< b ; < + if.),

pun tos que en el caso nuestro son

(-7, 5), (--5, 7), (-3, 3), (0, 8), (3, 3), (5, 7), (7, 5),

cnronces la ecuacion que estamos buscanclo tiene que ser del ripo

y = al Ix + 71+ a2 Ix + 51+ a; Ix + 31 + a.! Ixl +
+ a, Ix - 31 + ac; Ix-51 + a, :x - 71+ ax + b

y para encontrar los valores de ai, a~, a; a.J, a-, a", a" a, b, es su-
ficiente irnponer las condiciones de que dicho poligono pase par
los puntos

(-10,12), (-7,5), (-5,7), (-3,3), (0,8),

(3,3), (5, 7), (7,5), (10, 12),

10 que nos cia el siguiente sistema lineal de 9 ecuaciones con 9 in-
cognitas (n6tese que la ecuacion en la cual x e y se sustitu yen por
las coordenadas de los 9 puntos citados, es

o = al Ix + 7[ + a2 !x + 5[ + as Ix + 31+ a4 ixI + .
+ a5 Ix - 31 + ac; Ix - 51 + (l, Ix - 71 + ax + b).

(I) 0 = 3aI + 5a2 + tas + 10a{ + 13a5 + 15ac;+ 17a7 - lOa +
+ b -12,
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(11) 0 = Za: + 4a:.:+ Za, + lOa:; + 12ati + 14a7 - 7a + b - 5,

(III) 0 = 2a1 + Za; + 5a4 + 8a:; + lOaG+ 12a7 - 5a + b - 7,

(IV) 0 = 4a1 + 2a~ + 3a, + 6a" + 8aG + 12a7 - 3a + b - 3,

(V) 0 = 7a] + 5a~ + 3a~ + b-8,

(VI) 0 = io-, + 8a~ + 6a:: + 3a4 +
+ b- 3,

(V11) 0 = 12a, + lOa~ + 8a:: + 5a., + Za, + 2a7 + 5u +
+ b-7,

(Vllf) 0 = l4al + 12a~ + lOa: + 7a., + 4a .., + Za; + 7a +
+ b - 5,

(IX) 0 = l7a, + 15a~ + Ba:: + lOa4 + Ta; + 5a" + 3C17-+ lOa +
+ b - 12.

Una guia de 1a manera de resolver rapidarncnte este sistema es
Ia siguiente (en donde los numeros rornanos indican las ecuaciones
respectivas) :

(II + VIIJ)/14 - (I + lX)/20 -)

o = (3b + 34)/70 -) b = -34/3

(V111 - 11)/14 - (IX - 1)/14 -) 0 = 17a/7 -) a = 0

(VI - IV)/6 - (VII - 111)/10 -)

o = 2(a~ - a.,)/5 -) a., = a::

(V11 - IIl)/LO - (VlIl - 11)/14 -) 0 = 2(a~ - aG)/7 +
+ 6(a" - a;:,)/35 -) au = a~
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e introduciendo est-as condiciones

b = - 34/3, a = 0, ac. = a-; an = a-, a, = at

en el sistema, este se reel uce a

(I') 0 = 2aj + Za, + Za; + a, - 7/3,

(II') 0 = 14al + lOa~ + lOas+ 5a~ - 55/3,

(III') 0 = 14aj + lOa~ + 6a,: + 3a_J - 43/3,

(IV') 0 = l4al + lOa2 + 6a" - 58/3,

donde (I')es la reducci6n de (I), (II), (VIII), (IX); (II') la re-
ducci6n de (III), (VII); (Ill') la reducci6n de (IV), (VI); (IV')
es la reducci6n de (V). Siempre usanclo el mismo simbolismo, se
deduce f:icilmente que

III' - IV' -) 0 = 3a~ + 15/3 = 3a4 + 5 -) a4 = - 5/3,

II' - III' -) 0 = 4ao + 2a~ - 4 = 4a;; - 22/3 -) ao = 11/6,

II' -5. I'-) ° = 4aj - 20/3 -) a1 = 5/3,

es decir, el sistema inicial tiene la soluci6n

aj = 5/3, '(1,.2 = -3/2, ax = 11/6, a4 = -5/3, a" = 11/6,

an = - 3/2, a, = 5/3, a = 0, b = -34/3,

de manera que la ecuaci6n del lugar compuesto es la siguiente

y = (5/3) Ix + 71- (3/2) Ix + 5; + (11/6) Ix + 31-

- (5/3) lxi- + (11/6) Ix - 31- (3/2) Ix - 5! +

+ (5/3) Ix - 71 - 34/3 = (10 Ix + 71 - 9 Ix + 51 +

+ n l, + 31-10 Ixl +,11Ix-3i -91x - 51 +

+ 10 !x - 71 - 68) /6= y,
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o sea, concluyendo, el lugai compucsto pOl':

(1) la scmtrrecta que pasa por el punta (-10, 12) y que tienc
como punto de detencion (0 extreme desviador) a DI (-7,5),

(2) el segmcnio que tiene como extremes (desviadores) a
DI (-7,5), D2 (-5,7),

(3) el segmento que tiene como extremes (destJiadores) a
D2 (-5,7), D3 (-3,3),

(4) el segmento que tiene como extremes (desviadores) a
o, (-3, 3), D.I (0, 8),

(5) el scgmcnto que tiene como extremos (desviadores) a
D4 (0,8), Dr; (3,3),

(6) el scgmento que tiene como cxtre mos (desviadores) a
D., (3, 3), DG (5, 7),

(7) el scgmento que ttcne como extremes (desviadores) a
DG (5, 7), D7 (7, 5),

(8) la semirrecta que pasa par el punto (10, 12) y que tiene como
punto de detencion (0 extrema desviador) a D7 (7, 5), ticne como
imagen analittca la siguiente ecuacion (en forma explicita)

y = (10 Ix + 71 - 9 Ix + 51 + 11 Ix + 31 - 10 Ixl +
+ 11 Ix - 31 - 9 Ix - 51 + 10 Ix - 71 - 68) /6.

El otro problema que queremos resolver en este articulo es el
siguiente: 2Cual es la imagen geometrica del 1. c. represenrado
por la ecuaci6n (esencialmen te) implicita

"° = L: dj< [aI' x + bl' Y + Ck I + f?
k=l
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Para estudiar el lugar geometnco representado pOI' la ecuacion
dada, varnos a cortar este con la recta de eeuaei6n y = ax + b y a
cleterminar en que eonsiste la interseeei6n misma, gue sabernos
debe ser ellugar de los puntos (x, y) gue satisfaeen al sistema

n

o = L: d I< !a I; x + b I< Y + el<I + I,
ko I

y = ax + b,

es clecir J la ecuacion

n

o = I: d I; la I; x + b ; y + c I< ! + I =
ko 1

= .t d I< ia" x + b ; (ax + b) + c I, I + I =
kd

nL: d I; I ( a\;+ ab I; ) x + (c I; + bb I; ) I + I =
ko 1

(si para todo 1 :( k.. ~ 12, a\;+ ab; =F 0, con sid ere elleetor mismo
el easo en que para algun 1 ~ k ~ 11, al; + ab ; = 0)

= .t d k !ak + abk I . Ix +
ko 1

+ (C I; + bb ; ) / (al< + ab ; )! + f =

(si se pone, para simplifiear, que para todo 1 ~ k ~ 11,

.t d I; Ix - bl; I + I =
ko 1

n
(orclenanclo los terrninos cle L:

k~1

de manera que los b ; resul-

ten en ord en ereeien te)

nI: ak * Ix - bl< ,x'l + I -- 0,
k= 1
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y la ecuaci6n y = ax + b, 0 sea el sistema

o = i= a k ,'" Ix - b k ;\, I + f, y = ax + b.
~"I

La resolucion de este sistema se reduce, en total, a la resoluci6n de
la ecuaci6n

"o = 2:: ak ", Ix - s, ''''I + f =
k" J

"Ie I b ,"-I + + '~I b '~I+ f= al t: X - J ~,~ I . . . a" -, x - " - , ,

con - o: < bl'~ < ... < b II * < + CIJ, resolucion bastan te senci-
lla y que dejamos al lector. De la discusi6n relativa se deduce que
o la recta y el 1. c. no tienen ningun punto en co mun ,
o la recta y el 1. c. tienen dos puntas comunes coincidentes,
o ia recta yell. c. tienen en cornun todo un segmento,
y par 10 tanto se puede concluir que el 1. c. es un poligono simple,
convexo 0 c6ncavo, cerrado 0 abierto.

Como aplicaci6n directa de 10 visto varnos a determinar el lu-
gar geornetrico 1. c., cu ya ecuaci6n es:

0= Ix - y - 41 + 2 Iyl + 2 Ix + y - 2: + 3 [x - y + 21 +
+ 2 12x + y - 111 - 28.

Vamos entonces a cottar el 1. c. con la recta (desviadora) 0 =
= x - y - 4, es decir y = x - 4. Las intersecciones son las solu-
ciones del sistema constiruido par la ecuaci6n y = x - 4 y par
la ecuaci6n
,
0= Ix -- y - 41 + 2 Iyl + 2 Ix + y - 21 + 3 Ix - y + 21 +

+ 2 12x + y - 11 i - 28 =

Ix - x + 4 - 41+ 2 Ix - 41 + 2 Ix + x ~ 4 - 2[ +
+ 3 Ix - x + 4 + 21 + 2 12x + x - 4 - 111 - 28 =

= 2 Ix - 4! + 41x - 3[ + 18 + 6[x - 51 - 28 =

= 4 Ix - 31 + 2 Ix - 41 + 6 Ix - 51 - 10 = 0,
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es deeir por e1 sistema

o = 2 Ix - 31 + Ix - 41 + 3 Ix - 51 - 5, y = x - 4.
Como x puede ~'ariar entre - C/J Y o: entonees es eonveniente
dividir dicho intervale de variaei6n en los 4 subintervalos (- C/J, 3),
(3, 4), (4, 5), (5, + C/J) Y estudiar que sucede en each uno de
ellos. Para - C/J < X < 3 entcnces x - 3 < 0, x - 4 < 0, x .-
- 5 < ° y pOl' 10 tanto la ecuacion en x se transforma como sigue:

o = 2 Ix - 31 + Ix - 41 + 3 :x-51 -- 5 =
= 2 (3 - x) + (4 - x) + 3 (5 - x) - 5 =

= -6x + 20 = 0,

es decir que

x = 20/6 = 10/3 = 3 + 1/3 > 3,

o sea que la sernirrecta de eeuaei6n y = x - 4 y punto de detenei6n
x = 3, y = 1 no eneuentra al 1. c.

Cuando 3 < x < 4, entonces °< x - 3, x - 4 < 0, x - 5 < 0
Y pOl' 10 tanto 1a ecuacion en x se transforma eomo sigue:

o = 21x - 31 + Ix - 41 + 3 Ix - 51 - 5 =
= 2 (x - 3) + (4 - x) + 3 (5 - x) - 5 =

= - 2x + 8 = 0,

es decir x = 8/2 = 4, 0 sea que el segmento de eeuaei6n y = x - 4
y puntos de detencion x = 3, y = -1 y x = 4, y = 0 riene en eo-
rnun con el 1. c. unicamente el punto x = 4, y = 0.

Cuando 4 < x < 5, entonees 0 < x - 3, ° < x - 4, x - 5 < °
y pOl' 10 tanto la eeuaei6n en x se transforrna como sigue:

o = 21x - 31 + Ix - 41 + 3 Ix - 5! - 5 =
=-= 2 (x - 3) + (x - 4) + 3 (5 - x) - '5 =

= Ox + 0= 0,

es deeir cualquier x satisfaee a la eeuaei6n y por 10 tanto el segmento
de eeuaei6n y = x - 4 y puntos de detenei6n x = 4, y = ° y x = 5,
y = 1 pertenece como lado al 1. c.
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Cuando 5 < x < + co , entonces ° < x - 3, ° < x - 4,
o < x - 5 y por 10 tanto la ecuaci6n en x se transforrna como
sigue:

o = 21x - 31 + Ix - 41+ 3 Ix - 51 -- 5 =
= 2 (x - 3) + (x - 4) + 3 (x - 5) - 5 =

= 6x - 30 = 0,

es decir x = 30/6 = 5, 0 sea que la semirrecta de ecuaci6n y = x - 4
y punto de detenci6n x = 5, y = 1 tiene en cornun con el 1. c.
unicarnente el punto x = 5, y = I.

Si se repite la rnisrna discusi6n en las dernas rectas desviadoras
o = y, 0 = x + y - 2, 0 = x - y + 2, 0 = 2x + y - 11, se en-
cuentra que cada una de ell as es lado delL c. entre las parejas de
puntos (2,0), (4, 0); (0,' 2), (2, 0); (0, 2), (3, 5); (3,5), (5, 1),
de manera que podernos afirmar que fa ecuaci6n esenciafmente
implicita

o = Ix - y - 41+ 2 Iyl + 2 !x + y - 21+ 3 Ix - y + 2[ +
+ 2 12x + y - 111 - 28

Como aplicacion inversa de 10
visto vamos a deducir la ecuaci6n
de la estrella de seis puntas, do-
decagono equilatero c6ncavo, que
todo estudiante de la Universidad

~-- x: Nacional conoce mLlY bien (vease
figura 4). Si para mayor sencillez
se supone igua1 aIel radio de la
circunferencia circunscrita a la

estrella, entonces la figura sugiere de inmediato las coordenadas de
los vertices 00, 01, 02, 03 y por razones de simetria las coordenadas
de los dernas vertices 04, OS, 06, 07, 08, 09, 10, II.

Si con ab P se indica la abscisa del punto P y con od P se indica
la ordenada del punto P, entonces

, 1

,

rcprcsenta al poligono cerrado y
convexo de vertices consecutivos
(2,0), (4,0), (5,1), (3,5), (0,2)
(vease iigura 3).

Figura 3
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ab 00 = (1/2)/ cos (7T/6) = (1/2) / ("\/3/2) =
= 2/2\13 = 1/y3 =y3/3

d3

d4 dz

03 !d5 d1

05 /101

-do

a7 ~':.--------,<
-:

\
\

Figura 4

od 00 = 0 -

ab 01 = COS (7T/6) = y3/2

od 01 = sen (7T/6) = 1/2

ab 02 = (y3/3) . cos (7T/3) = (y3/3) . (1/2) = y3/6

od 02 = (0/3) . sen (7T/3) = (y3/3) . (y3/2) = 1/2

ab 03 = 0

od 03 = 1
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y par 10 tanto 00(y3/3, 0), 01(y3/2, 1/2), 02(0/6, 1/2),
03(0,1), 04(- y3/6, 1/2), 05(-0/2, 1/2), de manera que
las ecuaciones de las rectas desviadqras d.; d1, d", dx, d." d , son tales
que

d; : y]» = 0 = y]», es clccir 0 = y,

d, : y]« = (l/2) / (y3/2) = 1/y3 = y]», es decir

o = x - y3y,

d~ : y/x = (l/2) / (\/3/6) = y3 = y/x"es c1ecir

0= y3x - y,

do, : y]» = UJ = y]«, es decir 0 = .r,

d, : y]» = (l/2) / (- y3/6) = -y3 = v]», es decir

()= y3x + y,

d; : y]« = (l/2) / (-'y3/2) = -1/Y3 = y]», es decir

0= x + Y3y.,

Entonces la ecuacion de la estrella tiene que ser del tipo

'X) 0= a Iyl + b Ix- y3YI+ c ly3x - yl + d [xl+
+ e ly3x + yl + f Ix+ y3YI + g,

en donde a, b, c, d, e, i, g son 7 incognitas cuyos valores se deter-
minan imponiendo las condiciones de que la linea representada par
la ecuacion (*) pase par los puntas 00,01,02,03,04,OS, es decir,
par las condiciones

(00): 0 = a 101 + b 1\/3/3 - 0.01 + C IY3.y3/3 - 01+
+ d 10/31 + e IY3. 0/3 + 01+ f ly3/3 + y3.01 + g =
1/4



= by3/3 + c + dy3/3 + c + 1V3/3 + g =

= (V3b + 3c + V3d + 3e + v31 + 3g) /3=

= (b + V3c + d + V3e + 1 +y3g) / y3 = 0,

es decir

(I) 0 = b + '\/3c + d+ V3e + 1 + V3g.
(01): 0= a 11/21+ b IV3/2- V3. 1/21+

+ c 10 V3/2 - 1/21+ d 10/21 +
+ e IV3y3/2 + 1/21 + 1 ly3/2 + 0·1/21 + g =

= af? + c + dy3/2 + 2e + y31 + g =

= (a + 2c +y3 d + 4e + 2y31 + 2g) / 2= 0,

es decir

(1I) 0 = a + 2c +y3d + 4e + 2y31 + 2g.

(02): 0= a Jl/21+ b 10/6 - V3.1/2! +
+ c 1\,/3V3/6 - 1/21+ d ly3/61 +

+ e IV3.V3/6 + 1/21+ f 10/6 +y3 .1/21 + g =

= a/2 + b V3/3 + d V3/6 + e + 1 2y313 + g =

= (3a + 20b +y3d + 6e + 4V31 + 6g) 16 =

= (\,/3a + 2b + d + 2v3e + 41 + 2V3g) /2'y3 = 0,
es decir

(III) 0 ~ -0 a + 2b + d + 2V3e + 4f + 20 g.

(03): 0 = a ;1[+ b 10- V3. 11+ c IV3.0~ 11+ d lo! +
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+ e \/3.0 + 11+ 1 !o +V3. 11+ g =

= a +V3 b + c + e + 'v31 + g = 0,
es c1ecir
(IV) 0 = a + V3 b + c + e + v31 + g.

(04): 0 = a [1/2[+ b [- V3/6 - ,0·1/2\ +

+ c 1-V3. V3/6 - 1/2\+ d \-,0/6 [+
+ e 1--,0. V3/6 + 1/21+ 11,-vS/6 +

+V3.1/21 + g = a/2 + b2V3/3 + c + dv3/6 +

+ 1v3/3 + g = (3a + 4v3 b +- 6c + v3 d +
+ 2v31 + 6g) /6= (V3a + 4b + 2VSc+ d +

+ 21+ 20g) / 2V3= 0,
es decir

(V) 0 = V3 a + 4 b + 2\/3 c + d + 21+ 2v3 g.

(05): 0 = a 11/21+ b 1-\/3/2 - V3.1/21 + c i-V3. 3/2-

_ 1/2\+ d l-v3/21 + e 1- 'V3.V3/2 + 1/2\+

+ 11- 'V3/2+ '\/3.1/2\ + g = a/2 + V3 b + 2c +
, + '0d /2 + e + g = (a + 20 b + 4c + V3 d + 2e +

+ 2g) / 2,
es decir

(VI)' 0 = a + 2v3b + 4c +v3d + 2e + 2g;

o sea que a, b, c, d, e, I, g tienen que satisfacer al sistema

(1) 0 = + b + 0 C + d + vl e + 1+ V3g,

(II) 0 = a +. ~-2C + V3d+ 4e + 2v31 + 2g,
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+ d + 2y3e + 4f + 2y3 g,( III) 0 = y3a + 2b +
(lV) + e +y31 + g,0= a + y3b + c +
(V) 0 = y3a + 4b + 2y3c+ d + + 21+ 2y3g,

(VI) 0 = a + 2y3 b + 4c + y3d + 2e + + 2g.

Se nota en seguida que 1= b y que e = c, porque cambiando 1 por
bye por c, la (1) se transforma en la (1), la (II) en la (VI), h
(lII) en la (V), la (lV) en la (IV), de manera que si se tienen
en cuenta las ecuaciones 1 = bye = c, entonces el sistema prece-
dente se reduce a

(I')

(II')

( III')

(IV')

o = + 2b + 2y3c + d + y3 g,

o = a + 2y3b + 6c + y3d + 2g,

o = v'3a+ 6b + 2y3c. + d + 2y3g,

o = a + 2y3 b + 2c + + g,

donde (I') es la transformada de (I), (II') la de (II) y (VI), (lIl')
la de (III) y (V), (IV') la de (IV). De estas ecuaciones se deduce
facilrnente que, usando el simbolismo acostumbrado,

(III') - y3. (lV') -) 0 = d + y3 g, es decir d = -\/3 g,

(II') - (IV') -) 0 = 4c+ y3 d + g = 4c - 3g + g = 4c - 2g,

es decir e = c = g/2,

(1') -) 0 = 2b +y3g- y3g +0 g = 2b +y3g,
es decir 1= b = --y3g / 2,

(IV') -) 0 = a - 3g + g + g = a - g, es decir a = g,

y por 10 tanto tenemos que

a = g, b = - V3g 12, c = g12, d = - y3 g, e = g / 2,

1 = -y3g /2,
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o tambien, si se pone g = 2/\,

a -= 2k, b = - y!3I\, c = 1\, d = - 2-0 1\, e = 1\,
f = - 0 k, g = 2 1\,

y por 10 tanto la ecuaci6n de la estrella es

0= 2/\ lyl-y!3/\ Ix-\/3YI + 1\ 1-0x - yl-

- 2y!31\ Ix!+ k !y!3 x + yl - 0/\ Ix +0 y! + 2/\}

o mejor, dividiendo ambos miembros par 1\,

° = 2 ]yl -0 Ix - V3yl + Iv3 x - yt -

- 2y!3 Ixl + 1y!3x + yl - \13 Ix + ,j3yl + 2.
Concluyendo: fa ecuacion implicita de la cstrella de sets puntas

eon rejercncia al sistema (0, z, y) de la figura 4 es

0=2 Iy]- y!31x - y!3yl + hl3x - y! - 2Y31xl +
+ !V3x + yl- y!3 Ix +v3yl + 2.

Si ponernos y = mx, entonees la eeuaci6n de la estrella se trans-
forma eomo sigue:

° = 21mxl- y!3 Ix - -v3mxl + lV3x - mxl -

- 2y!31mxl+ !y!3x + mxl - y!3!x + y!3mxl + 2=
= Ixl (2Iml-0II-v3ml + 1\,/3 -- ml- 2-0 +

+ 10+ m\ -v311 + \,/3m!) + 2=
= Ixl (1m + \,/31- 3 1m + \,/3/31 + 2 Iml -

-31m -0/31 + 1m-\,/31-2\,/3) + 2= 0,
es decir

ixl = - 2/(1m + 0! - 3 1m+ \,/3/3\ + 2 Iml -
- 3 1m- \,/3/31+ 1m - y!31- 2\,/3)
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y par 10 tanto, teniendo en cuenta que a cada m correspond en dos
y s610 dos valores de x, opuestos entre SI:

x = + 2/Clm + Y3I- 3 1m+ Y3/3j + 2 Iml -

- 3 1m - y3/31 + 1m - y31 - 2y3),

y = ± 2m/Clm + y31 - 3 1m+ y3;31 + 2 [ml-

- 3 1m- y3/31 + !m - y3! - 2y3),

que son las ecuaciones parametricas C con pararnetro m) de la es-
trella.

Universidad Nacional de Colombia.

119


