SOBRE GEOMETRIA ANALITICA DE
“LUGARES COMPUESTOS” II.

Por Carros Feperict Casa.

En el articulo precedente [Vol. L., pp. 55-09] hemos comenzado
a ver cémo la aplicacién de la funcién “valer absoluto de” nos per-
mite la representacion analitica de lugares geométricos muy senci-
llos pero que no pueden ser representados sencillamente sino con
el uso de dicha funcién.

En esta segunda parte queremos tratar de una manera un poco
mas general que en la precedente, esta funcién y precisamente que-
remos estudiar en primer lugar los “lugares compuestos” (abre-
viado por 1. ¢.) representados por ecuaciones del tipo tales que

n

y = kz; ax }x—'—bk;—J{‘ﬂx—Fbrt

=g la—bl+...4a, |x—>b, | +ax+ b
con las condiciones de que
e b < . < by <+ .

Cuando — = < x < b, entonces x < by, .., x < b, , es
decir que x — 4, < 0,..., x — b, < 0y por lo tanto que

x—b|=by—x ..., x—b, | =b, —x,
asi que
y=a |lx —by| +... + a, fx—b,.i—{—ax—’,—bz
=ab—2x)+...1a, (b, —x)Fax+ b=
=—@m+...+a, —a)x+ (aby+...+a, b, +b) =y,

0 sea que, cuando — » < x < b,, entonces

Y = "_‘(ﬂ] + Bi% @ + a, — (Z)x + (albl "{'_ o + . [)u + b)
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y por lo tanto el punto P de imagen analitica (v, y) y que pertene-
ce al 1. c., describe la semirrecta de ecuacion

y=——(ay+...4+a, —a)x + (b + ...4+a, b, + b)

con punto de detencion tal que

x=byy= S a |b—bi|+ab+b=c.

Cuando &, <x < by, ,,y 1< Ah<n—1, entonces
x—b >0,...,0—by, >0,x—5b, ,<<0,...,20—5b, <0
y por lo tanto

| | —
x’_b”—x_bl,...,‘x'—bh :x_—bll’!x—bh_*]iz

_ | |
_/711+1_xa-~'9_x——bn f:bn — X,

asi que

y=a,x—b/ +...+a, x—b,|+ax+ b=
=a(x—b)+...+a, (x—b, )+ a, 1(by1—x)+
+...+a, (by —x) +ax+ b—
=(ay+...4+a, —ay,»—...—a, +a)xr—
— (b4 ...+ay by —a, by 1 —...—a, b, —b)

o sea que, cuando b, < x < b, _,, entonces

y=(@au+...4+a, —ay 1—...—a, +a)x—
—(ahy 4+ ...+ a2, by —an by —
— ay bu _b)

y por lo tanto el punto P de imagen analitica (¥, y) y que pertencce
al 1. c., describe el segmento de ecuacién

y=(@+...+ay, —ay, 1—... —a, +ﬂ)x_(ﬂlb1 s §
_]_all bh —all+1bl|+l_'~--_alx bu __b)
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con los puntos de detencién (extremos) tales que

%= by , y = Z a x ‘bn — b I‘%‘ ab, +b—c,
k-1 ’

n '
| | i -

X :blu,h y= 3" ay [7|1+1_‘!71: +57bh+17_/7 Chyt-

e

P
Cuando b, < x < + =, entonces b, < x, ..., b, < x, cs

decir que
0<x—b,....,0<x—0b,

y por lo tanto que
x_/)‘?_“x__bl:"'a ‘Y—[)“ f_x-—./)“ )
asi que
y=a lx—b|+ ... +a, |x—by | +axr+ b=
== i@, (x_“b]) + ...+ a, (x'_bn ) +ax + b =
— @+ ...+an+a)yx— (aby+...+a, b, —b) =y
o sea que, cuando &, < x < 4 =, ecntonces

y=(@+..+a, +a)x— (abr +...+a, b, —b)

y por lo tanto el punto P de imagen analitica (x, y) y que pertenece
al 1. ¢, describe la semirrecta de ecuacidn

y=(a +...+a, +a)x— (aby + ... +a, b, —b)

con punto de detencion (extremo) tal que

r:bn’y:iak b,,—bk‘—f‘db“ ‘{—b'r'(",,.
k=1 .

De lo anterior podemos concluir que e/ lugar gcométrico-cuya
imagen analitica es la ecuacién (en forma explicita)

T ;;: T :x—bkj'"‘}‘ﬂx—*—bf;
—ar—b)+...4a. lx—b.| +ax+ 5
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con las condiciones — o < by < ... < b, < 4+ = es un lugar
com puesto por la semirrecta de ecuacion

y=—(a+...4+a, —a)x+ (ab + ... +a, b+ b)
con punto de detencion (o desviador) D, tal que

x=20b,y= Z\: ax :bl_bk;_{—abl—i_b:C‘)
k1

los n — 1 segmentos D, , D, (1 < h << n—1) de ecuacién
y= (@ 4 ... 4 ay == @y ==

— dy +ﬂ)x—(ﬂ]b1+...+ﬂh bh -
_ah+1bh+1—"'_—an bu —b)

y con puntos de detencién (extremos o desviadores) D, , D\, . 1 tales
que

xt=1b, ,y= i ay by — by | +aby, +b=cy,

k-1

n
x:bh+1- y = Z ay ibh+l_bk ‘+ﬂ/]h+1+b:0n+la
k=1

y finalmente la semirrecta de ecuacion
y=(@+...4+a, +a)x— (a:by + ... + a, b, —b)

con punto de detencién (extremo o desviador) D,  tal que
i |
X = u;}_Zak}bn_bki_{_abu"}_b'—:cn-
k=1

Como aplicacién directa de lo visto vamos a estudiar el 1. c. re-
presentado por la ecuacion

y=—(1/2) |+ 1] — |l + (1/2) lx—1] + |x —2| 4+ 2x + 1.

Las abscisas de los puntos de desviacién son respectivamente b, =
= —1,b, =0, by = 1, b, = 2 y las ordenadas respectivas son
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e =—(1/2) =1+ 1] — |=1] 4+ (1/2) |=1—1] +
+ [—1—2] 4+ 2(=1) +1 =2

co=—(1/2) 0 4+1] —10] + (1/2) |0 — 1] + [0 — 2| +

2.0+ 1= 3
a=—0/) N +1 =1+ h—-14+01-2 +
2.14+1=2
=2y 241 =20+ (1/2) 2—1+2—2 +
+2.2—i—1: 2.
Cuando — = << x < — 1, entonces
e+ ll=—1—nit|=—xlr—1=1—=x lx—2| =2 —2,

de manera que

y=(—1/2) lx+1]—|el+ (1/2) r—1 4 =2+ 2x + 1 =
— (—1/2) (=1 —x) — (=) + (1/2) (1 —x) + @—7) +
+2x+1=0+x+2x+1—x+4—2x+ 4+ 2)/2 =
=2xr—4=y.

Cuando + 2 < x << =, entonces
x+1l=x+1, [x|=2%x |x—1=x—1, x—2=x—2,

de manera que
y=(—=1/2) x+ 1] — x| + (1/2) ix — 1| + lx — 2] +
+2x+1=(—1/2) (x+ 1) —x+ (1/2) (x—1) +
+x—2)+2x+1=(—x—1—2x+x—1+2x—4+
+4x 4+ 2)2=2x—2 =y.

Entonces podemos concluir que e/ lugar compuesto de ecuacion

y=—1/2) |x+1|=lel + /D) |x—1|+ |x—2] +2x+ 1

tiene como Mnagen geométrica el po/zgo;zo abierto e infinito cuyos
lados son: la semirrecta de ecuacion y — 2x — 4 con punto de
detencion (o extremo a’eswaa’or) D, de imagen (—1, 2), el seg-
mento de extremos D, (—1, 2), D. (0, 3), el segmento de extremos
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D. (0, 3), D; (1, 2), el segmento de extremos D, (1,2), D, (2,2)

y la semirrecta de ecuacién y — 2x — 2 con punto de detencion

(0 extremo desviador) Dy de imagen (2, 2) (véase [igura 1).
)
D 3
D 12

/B D,

1

. , e &

/ ! 1 2 3

i
Figura 1
Como aplicacién inversa de lo visto vamos a buscar la ecuacion
del lugar compuesto constituido por (véase figura 2): la semirrecta
que pasa por el punto (— 10, 12) y tiene como punto de detencion

(o extremo desviador) a D, (—7, 5), el segmento que tiene como
extremos (desviadores) a

\
\

Figura 2
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D, (—7,5), D. (—5, 7), el segmento que tiene como extremos
(desviadores) a D, (—5, 7), D, (—3, 3), el segmento que tiene co-
mo extremes (desviadores) a D, (—3, 3), D, (0, 8), el segmento
que tiene como extremos (desviadores) a D, (0, 8), D5 (3, 3), ¢l
segmento que tiene como extremos (desviadores) a D; (3, 3),
Dy (5, 7), el segmento que tiene como extremos (desviadores) a
D, (5,7), D: (7,5) y la semirrecta que pasa por el punto (10, 12)
y tiene como punto de detencién (o extremo desviador) a D; (7,5).

Como la ecuacién general de un poligono abierto infinito es del
tipo

y= S aylx—b, | +ax+ b

en donde &, (k= 1, ..., n) son las abscisas de los puntos de des-

viaciéon (con Ja condicibn — %= < b, < ... < b, < + ®),
puntos que en el caso nuestro son

(—7a S)v (__5‘ 7)9 (——%’ 3)’ (O, 8)3 (39 3)5 (S> 7)9 (75 5)»

entonces la ecuacion que estamos buscando tiene que ser del tipo

y=a x+7 +a!lx+5 +a x+3 + 4 x| +
+ayle—3|+agle—5 +a;lx—7 +ax+ b
y para encontrar los valores de ay, @, as, ai, as, ag, az, a, b, cs su-

ficiente imponer las condiciones de que dicho poligono pase por
los puntos

(=10, 12), (—7,5), (-5, 7), (-3, 3), (0, 8),
(3,3), 5,7), (7,5), (10, 12),
lo que nos da el siguiente sistema lineal de 9 ecuaciones con 9 in-

cognitas (ndtese que la ecuacion en la cual x e y se sustituyen por
las coordenadas de los 9 puntos citados, es

0O=a,lx+7 +alx+5 +a e+ 3| +a x| +
+ a5 |x — 3| + a lx—5| + a; lx — 7 + ax + b).

(I) 0 = 34, 4 54, + 7as + 10ay + 13a; + 15a; + 17a; — 10a +
+ b — 12, '
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(11) 0 = 2a, + 4a; + 7a, + 10a; + 12a5 + 14a; — 70 + b — 5,
(III) 0 = 2a, + 2a; + 5a, + 8a; + 10as + 12a; — 5a + b — 7,
(IV) 0 = 44, + 2a, + 3a, + 6a; + 8a;, + 12a; — 3a + b — 3,

(V) 0= 7a, 4 5a. + 3a; + 3a; + Sa; + 7a; + b—38,

(V1) 0 = 104, + 8a, + 6a, + 3a, -+ 2a; + 4a; + 3a +
+ b — 3,

(VID) 0 — 12a, + 104, + 8a; + 5a, + 2a; + 2a; + Sa -+
+ b - 73

(VII) 0 = 14a, 4 124, + 10a, + 7a, + 4a; + 2a, + 7a -
+ b6 —5,

(1X) 0 = 174, + 15a, + 13a; + 10a, + 7a; + Sa; + 3a; 4 10a -+
+ b —12.

Una guia de la manera de resolver rapidamente este sistema es

la siguiente (en donde los ndmeros romanos indican las ccuaciones

respectivas):

(11 + VII)/14 — (I + IX)/20 —
0= (36 + 34)/70 — b = —34/3

(VI — 11)/14 — (IX — 1)/14 — 0 = 17a/7 — a = 0

(VI —1V)/6 — (VII — 1II)/10 —
0 = 20ds — H&Y/S — a; =4

(VII — 11)/10 — (VIII — 11)/14 — 0 = 2(as — a5)/7 +
+ 6(ay; — a;)/35 — ay = a,

(VI —1V)/6 — 0 = (a, '—a?) + (a. —“4;) + (a3 — a5) +

+a— a. = a
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e introduciendo estas condiciones
b=—34/3,a=0,a; = ay, a = as, a; = a,

en el sistema, éste se reduce a

(1) 0 = 2a, + 24, + 24, + a, — 7/3,
(1) 0 = l4a, + 10, + 10a; + 5a, — 55/3,
(1I1") 0 = 144, + 102, + 6a; + 3a, — 43/3,
(IV") 0 = l4a, + 104, + 6a, — 58/3,

donde (1) es la reduccién de (1), (11), (VII), (IX); (II") la re-
duccién de (1M1), (VII); (II1") la reduccion de (I1V), (VI); (IV")
¢s la reduccién de (V). Siempre usando ¢l mismo simbolismo, se
deduce facilmente que
mr —1I1v" — 0=3a, +15/3 = 3a, + 5 — a, = —5/3,
I"—1r'— 0 =4a; + 2a, — 4 = 4a, — 22/3 — a, = 11/6,
"—5.1"— 0=4a, —20/3 — a, = 5/3,
' - a,=7/6—a,)2—a;,—a, — a,——3/2,
es decir, el sistema inicial tiene la solucion
a, =5/3,a, = —3/2,a; = 11/6, ay = —5/3, a; = 11/6,
a; = — 3/2,a; = 5/3,a = 0, b = —34/3,
de manera que la ecuacidon del lugar compuesto es la siguiente
y = (5/3) [« +7|— (3/2) |x + 5 + (11/6) |x + 3| —
—(5/3) |x} + (11/6) |x — 3| — (3/2) |x — 5| +
+ 5/3) |[x—7 —34/3= (10 |x + 7| —9 | + 5| +
+ 1 le+3—10x| +11|x—3 —9|x —5| +
+10lx —7 —68)/6 =1y,
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o sea, concluyendo, e/ lugar compuesto por:

(1) la semirrecta que pasa por el punto (—10, 12) y que tiene
como punto de detencién (o extremo desviador) a Dy (—7,5),

(2) el segmento que tiene como extremos (desviadores) a

D] (—7, S), D;: ('_‘5, 7),

(3) el segmento que tiene como extremos (desviadores) a

D. (—5.7), Dy (3. 3),

(4) el segmento que tiene como extremos (desviadores) a

D, (—3,3), D, (0, 8),

(5) el segmento que tiene como extremos (desviadores) a

D, (0,8), D, (3, 3),

(6) el segmento que tiene como extremos (desviadores) a

D. (3,3), Dy (5,7),

(7) el segmento que tiene como extremos (desviadores) a
D“ (5: 7)9 DT (7: S);

(8) la semirrecta que pasa por el punto (10, 12) y que ticne como
punto de detencion (o extremo desviador) a D: (7, 5), tiene como
imagen andlitica la siguiente ecuacion (en forma explicita)

y=(0]x+7 —9|x+5 4+ 11|+ 3 —10 |z +
+1lx—3—9|x—5|+10|x— 7| — 68) /6.

El otro problema que queremos resolver en este articulo es el
siguiente: ¢Cudl es la imagen geométrica del 1. c. representado
por la ecuacién (esencialmente) implicita

0= kz de laxx + by +e | +f?
1

n
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Para estudiar el lugar geométrico representado por la ccuacion
dada, vamos a cortar éste con la recta de ecuacién y = ax + by a
determinar en qué consiste la interseccion misma, que sabemos

debe ser el lugar de los puntos (x, y) que satisfacen al sistema

di a, x + by y -+ Cx :"+‘ f,

e

y = ax + b,
es decir a la ecuacién
0= > dujacx+bey+oa|+f=

k=1

= i di a, x+ b, (ax +b) +c +f=
o

= S dil(a +ab ) x+ (e +8b ) =

=
(siparatodo 1 << k < m,a\ + ab, == 0, considere el lector mismo

el caso en que para algin 1 < k < n,a, + ab, =0)

— Zn: dyay +abg | . x+

k=1
+ (CI; +ébk )/([Ik _Jf_dbk ) +,f:

(si se pone, para simplificar, que para todo 1 < &k < »,

dk == dl( ‘ak + abk )

b, = — (cx +bby)/ (ax + aby))

:i;"k ‘x_-z‘k‘—i_f:
k=1

n J—
(ordenando los términos de N de manera que los b, resul-
ten en orden creciente)
e | |
= > ax*lx—b ¥+ =0,
1
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y la ecuacion y = ax + b, o sea el sistema

0 — i’ ay *|lx —b. ¥ +f y=axr + b

-1

A

La resolucion de este sistema se reduce, en total, a la resolucion de
la ecuacién
n
0= S a.*lxr—5b, * —
& K ¥ 4 f

—a*x—b* 4+ ... +a, *lx—05, ¥+
con — % < b* < ... < b, * < + =, resolucion bastante senci-
lla y que dejamos al lector. De la discusion relativa se deduce que
o la recta y el l. c. no tienen ningGn punto en comun,
o la recta y el 1. c. tienen dos puntos comunes coincidentes,
o la recta y el 1. ¢. tienen en comun tedo un segmento,

y por lo tanto se puede concluir que el 1. ¢. es un poligono simple,
convexo o concavo, cerrado o abierto.

Como aplicaciéon directa de lo visto vamos a determinar el lu-
gar geométrico l. ¢, cuya ecuacion es:

0=|r—y—4 +2y|+2x+y—2/+3x—y+2|+
+2 2x +y—11] —28.
Vamos entonces a cortar el 1. ¢. con la recta (desviadora) 0 =
— x — y — 4, es decir y = x — 4. Las intersecciones son las solu-

ciones del sistema constituido por la ecuaciéon y — x — 4 y por
la ecuacion

0=|r—y—4|+2lyl+2x+y—2+3lx—y+2|+
+ 222 9 =11 —28 =
=|lx—x+4—4+2x—4+2x+xr—4—-2+
+3x—x+4+2F22x+x—4—11] —28=
=2|e—4 +4jx—3/+18+6|r—5 —28=
—4|x—3|+2|x—44+6|x—5 —10=0,
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es decir por el sistema

4,

0=2x—3 —+ x—-4‘—+—3x—.51——5’y:x

Como x puede variar entre — % y ~% entonces es conveniente
dividir dicho intervalo de variacién en los 4 subintervalos (— =, 3),
(3, 4), (4, 5), (5, + =) vy estudiar qué sucede en cada uno de
ellos. Para — « < x < 3 entonces x — 3 < 0, x — 4 < 0, x —
— 5 < 0y por lo tanto la ecuacién en x se transforma como sigue:
0=2r—3 4+ |x—4+3x—5 -—-5=
=2@83—x)+ @A —x)+3 5—x)—5—=
= —6x + 20 = 0,
es decir que

x=20/6 =10/3 =34 1/3> 3,

o sea que la semirrecta de ecuacién y = x — 4 y punto de detencion
x = 3,y = 1 no encuentra al I. c.

Cuando 3 < x < 4, entonces 0 << x — 3, x —4 < 0, x—5 <0

y por lo tanto la ecuacion en x se transforma como siguc:

0=2r—3/+|xr—4 +3xr—5—-5=
2(x'_~3)+(4_‘x> ‘{"3(5—,{) —*S;:

I

= —2x + 8 =0,
es decir x = 8/2 = 4, o sea que el segmento de ecuacién y — x — 4
y puntos de detencién x = 3,y = —l y x = 4, y = 0 tiene en co-

mun con el l. ¢. Gnicamente el punto x = 4,y = 0.

Cuando 4 < x < 5,entonces 0 < x — 3,0 < x—4,x—5 <0

y por lo tanto la ecuacién en x se transforma como sigue:
0=2x—3|+|x—4 +3x—5 —5=
=2(x—3)+(x—4) +35—=x) —5=

=0x+0=0,

es decir cualquier x satisface a la ecuacién y por lo tanto el segmento

de ecuacién y = x — 4 y puntos de detencion x —= 4,y = 0y x =5,
y = 1 pertenece como lado al 1. c.
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Cuando 5 < x < + =, entonces 0 << x — 3, 0 < x — 4,

0 < x—5 vy por lo tanto la ecuacién en x se transforma como

sigue:

0:21’—5‘—}— l’——4‘—{-3‘x—5‘ -——s:
=2{x—3 + @~ +3(E—-0)y=3=

— 6r— =10,
es decir x = 30/6 = 5, o sea que la semirrecta de ecuacion y = x — 4
y punto de detenciébn x = 5, y = 1 tiene en comun con ¢l 1. c.
Gnicamente el punto x =5,y = 1.

Si se repite la misma discusion en las demas rectas desviadoras
0=9$0=x+y—2,0=xr—y+2,0=2xr+4+y—11,se en-
cuentra que cada una de ellas es lado del L. c. entre las parejas de
pantos (2, 0), (4, 0); (0,°2); (2, 0); €0, 2); (3, 5); (35, (5. 1),
de manera que podemos afirmar que /a ecuacién esencialmente
implicita

0=|x—y—4/+2ly +2x+y—21+3x—y+2 +
+2 2+ y—11 —28

representa al poligono cerrado y
y convexo de vértices consecutivos
| (2,0), (4,0), (5 1), (3,5), (0,2)

(véase figura 3).

Como aplicacion inversa de lo
visto vamos a deducir la ecuacion
de la estrella de seis puntas, do-
decagono equilatero concavo, que
todo estudiante de la Universidad

©—~ * Nacional conoce muy bien (véase
figura 4). Si para mayor sencillez
se supone igual a 1 el radio de la
circunferencia circunscrita a la
estrella, entonces la figura sugiere de inmediate las coordenadas de
los vértices 00, 01, 02, 03 y por razones de simetria las coordenadas
de los demads vértices 04, 05, 06, 07, 08, 09, 10, 11.

Si con ab P se indica la abscisa del punto Py con od P se indica
la ordenada del punto P, entonces

Figura 3

112



ab 00 = (1/2)] cos (x/6) = (1/2) | (V/32) =
S BIE = T3 =83

ds

ds

Figura 4

od 00 = 0
ab 01 = cos (w/6) = \/3/2
0d 01 = sen (w/6) = 1/2
ab 02 = (\/3/3) . cos (/3) = (\V/3/3).(1/2) =\/3/6
0d 02 = (\/3/3) .sen (n/3) = (\/3/3).(\/3/2) = 1/2
ab 03 =0
od 03 =1
13



y por lo tanto 00(\/3/3, 0), 01(\/3/2, 1/2), 02(~/3/6, 1/2),
0300, 1), 04(—\/3/6, 1/2), 05(—\/3/2, 1/2), de manera que

las ecuaciones de las rectas desviadoras d., d,, d., d., d,, 45 son tales
que

do:y/x=0=y/x,es decir 0 = y,

dy s y/x = (1/2) | (\/3/2) = 1/\/3 = y/x, es decir
0 =x—1\/3,

ds 2 y/x = (1/2) | (\/3/6) = \/3 = y/x, es decir
0=\V3x—y,

dy :y/x = w = y/x, es decir 0 = x,

d, s y/x = (1/2) | (—\/3/6) = —\/3 = y/x, es decir
0=\V3x+y,

d; :y/x = (1/2) /] (—\/3/2) = —1/\/3 = y/x, es decir
0=ux+ \/_3—y.
Entonces la ecuacion de la estrella tiene que ser del tipo
(*) 0=aly+bx—\3y +c\Br—yl+dlxf+
+eNBr+y +flx+ V3 + g
en donde a4, b, ¢, d, e, f, g son 7 incégnitas cuyos valores se deter-
minan imponiendo las condiciones de que la linea representada por

la ecuaciéon (*) pase por los puntos 00, 01, 02, 03, 04, 05, es decir,
por las condiciones

(00): 0 =40l + & \3/3—V3.0| + ¢ \/3.\/3/3—0] +

+d N33+ e N3 AN3/3+0 4+ F N33+ V30 + g =
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= (V36 +3c+\3d+ 3+ \3+3) /3=
=+ \3Ec+d+ e+ [+ 3/ V3=0,

es decir
(I) 0=6b+\3c+d+\V3e+f+\3g
(01): 0=ual1/2] + b N3/2—\/3.1/2| +

+cNV3V32—1/72 +d 32 +
+ e NV3V32+ 121+ F N3+ V3172 + g =
=af2 +c+d 32+ 2+ \3f+g=
= (a4 2c +\/3d +4e + N/3f+ 2g) /2 =0,
es decir
(11 0=a-+ 2c+\/3d + 4e + 2\/3f + 2.
(02): 0=2al|1/2 + & \3/6 —\/3.1/2| +
+ ¢ NV3V3/6 —1/2| + d \/3/6] +
+e N3 N3/6+ 172+ FIN3BI6+\3.1/2 + ¢ =
—af2+b\3/3+d\3/6+ec+ N33+ g=

(32 + 2\/3b +\/3d + Ge + N\/3f + 6g) / 6 =
= (V3a+26+d+23e+4f+2/3g) /23 =0,

es decir

() 0=~\3a+2b+d+23e+ 4+ 213¢g

(03): 0=aill|+5[0—=\3.1]+c\3.0—1]+4d]0 +
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+e3.04+1+f10+ V3.1 + g =
:ia+\/§b+c‘+e-}—\/§f—%—g':(),

es decir
(1IV) 0=a+\3b+c+et+ \V3t+eg
(04): 0=all/2| +&|—\/3/6— \/3.1/2 +

4o /336 — 1/2] + d |3/l +
4o l—/3.3/6+1/2 +f —\/3/6 +
F\GB2 +g=a2 b33+t d~\/3/6 +
+ 33+ e = Ba+t W36+ 6c+\/3d+
LG4 6g) /6= (32 + 4+ 2+ d
+2f + 23 / V3 =0,

es decir
(V) 0:\/§a+4/y+z\/3’c+d+z/+z\/§g.
(05): 0 = a 1/2 + b 1—/3/2—/3.1/2 e o/ 332
12 +d =32 e — V3.V32 + 1720 +
+fl—V3/2+V3.1/2 +g=a24+\V3b+ 2+
+\/§d/z+e+g:(a+z\/§b+4c+v§d+2e+
+ 2¢) / 2,

es decir

(VI) 0= a4+ 23b+ 4+ \3d+ 2+ 2g
o sea que @, b, ¢, d, ¢, f, g tienen que satisfacer al sistema
(1) Q2= —l—b—}-\/gc—}-d—l—\/ge—kf—k\/?g,
) 0=a+ + +2c+\3d+4+23f+2¢
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() 0=\3a+24+  +d+ 223+ 4+2/3g
(V)  0=a+\3Bb+c+ +e+\V3f+g

(V) 0=~\3a+4b+ 2\/3c+d+ +2f + 2\/3g,
(VI) 0=a+2/3b+4c+\/3d + 2+ + 2g.

Se nota en seguida que f = by que e = ¢, porque cambiando f por
by e por ¢, la (I) se transforma en la (I), la (II) en la (VI), la
(III) en la (V), la (IV) en la (IV), de manera que si se tienen

en cuenta las ecuaciones f = b y e = ¢, entonces el sistema prece-
dente se reduce a

(1) 0z + 26+ 2N/3c +d +\/3g

(11 0=a+ 2\/3b+ 6c +\/3d + 2g,

(111) 0=~3a+ 66+ 2\3c+d+ 2N3g,

(1IV’) 0=a+ 20/3b+ 2¢c + + g

donde (1’) es la transformada de (1), (II') la de (1) y (VI), (111')
la de (IIT) y (V), (IV’) la de (IV). De estas ecuaciones sc deduce
facilmente que, usando el simbclismo acostumbrado,

(") —\/3.(IV") — 0 = d +\/3g, es decir d — —\/3 g,
(1) — (AV) = 0=4c+\/3d + g =4 —3g + g =4 — 2g,

es decir ¢ = ¢ = g/2,

(I') = 0=26+3g—\3g+\3g=2+\3g
esdecir f =6 =-—/3g/2,

(IV)y - 0=a—3g+g+g=a—g, esdecr =g,
y por lo tanto tenemos que

a=gb=—\3g/2%c=¢/2,d=—\3gec=¢g/2
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o también, si se pone g — 2%,

a4 = Zk, b — —\/gl(, ¢ = /{, d = —2\/§/<7 G /<,
f=—\3kg=2k

y por lo tanto la ecuacion de la estrella es
0=2klyl —\Bklx—\3y + k[V3Z3x—y| —
—2\Bkle + kNBx+y — V3|t + V3| + 2%
o mejor, dividiendo ambos miembros por &,
0=2lyl —/3xr—\3y + \V3x—yl —
B+ \Br+y =3Bl + V3 + 2

Concluyendo: la ecuacion implicita de la estrella de seis puntas
con referencia al sistema (0, x, y) de la figura 4 es

0=2ly —\3le—\3+ V3 -yl =23 x| +
+ N34y = V3 le+ V3l +2

Si ponemos y = mx, entonces la ecuacién de la estrella se trans-
forma como sigue:

0 = 2lmx| —\/3 |x — \/gmx 1 ‘\/-S-x — mx| —
— 2\/§vmx_ + /3% + mx| —\/g‘x + \/—S—mx + 2=
— 1l 2lm =31 —\3m| + \3—ml -2/3+
+ B4 ml =31 +\3m) +2=
— x| (Im +\3 —3m+ /33 +2ml—
—3lm— 33 + lm =3 —2/3) +2=0,
es decir
x| = —2/(Im + /3 — 3 |m+ 33 + 2 m —
—3|m — /33 + Im — /3| = 2V/3)
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y por lo tanto, teniendo en cuenta que a cada m corresponden dos
y s6lo dos valores de x, opuestos entre si:

x=*2/(lm + 3 —3|m+\3/3 +2|ml —
— 3 m —\/3/3 + |m —\/3 — 23,
y = £ 2m/(lm + /3| — 3 lm +\/3/3] +2 |m| —
—3|m—\/3/3 + Im — /3] — 2V/3),

que son las ecuaciones paramétricas (con parametro m) de la es-
trella.

Universidad Nacional de Colombia.
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