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SOBRE UN SISTEMA NO LINEAL DE EPIDEMIAS

por

Luis ORTEGA S.

§0. Introduccidon. Un modelo sobre epidemias que describe la
poblacidén infectada y la poblacidn susceptible de ser infec-
tada en el cual se toma en consideracién el efecto de difu-

sidén es el siguiente:

U,-9(D,70)

- aU-C,(G(V))U+q; en ax[0,s]

11

V,.-7(D,7V) - a,U+C,(G(V))U+q, en ax[0,s]

3 B (0.1
U(x,0) = Uo(x) en @, V(x,0) = Vo(x) en

U(x,t) = hy(x,t), V(x,t) = hy(x,t) en 3qx[0,s],

donde U(x,t) representa la poblacidn susceptible de ser in-
fectada y V(x,t) la poblacidén infectada, D1 y D2 son los coe-
ficientes de difusibn, aj,a,, C1,C2 son constantes positivas
que representan las tasas de reaccién y q¢,9, son funciones
no negativas definidas en {, las cuales representan posibles
fuentes externas. La funcién G(V) es definida en la siguien-

te forma:

(V) (x,1) = Lg(x,y)vw,t)dy,

para toda funcidén V = C[QX[O,S]], donde g es una funcidn con-

tinua y positiva definida en QxQ. Recientes estudios sobre
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este modelo los podemos encontrar en ([2],[3],[4]). En el
sistema (0.1) se suponen conocidos el comportamiento de U
y V en (9x{0}) U3ax[0,s].

En este articulo estudiaremos el modelo (0.1) cuando
U y V son independientes de t y solo se conoce,sus compor-
tamientos en 9%. El modelo que nos proponemos estudiar es

el siguiente:

L,[u] = - a,0-C,6(V)U+q, en Q
L,[V] = - a,V+C,G(V)U + en Q (0.2)
2 - 2 2 42
UlaQ = 0; VlaQ =0,

donde Ly y L, son operadores uniformemente elipticos en Q

y la funcidén G(V) es definida asi:

6 () = [et,nV(dy, para todo x < 1,
Q

g es una funcidn continua y positiva en QxQ.

En este articulo se demuestra la existencia de solu-

ciones positivas del sistema (0.2).

DEFINICIONES PRELIMINARES. Denotaremos con { un conjunto
abierto conexo y acotado en RN y o= (0,17), (N> 1). Para ca-
da funcidén U definida en Q, definimos

Q Q Q -
wie = sgplucal, Tl = Uil + sup LUOAVGO]

x,xeQ |x-x'|%
X#X
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1017, = 1Vl +iZ1IUXiI” +iJZ1 Hxixil

e

Decimos que u « C™(Q) si HU|m <o (m=w, o,l+a,2+a).
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lLos operadores L y L, tendran la siguiente forma:
&~

B a U . BU
L,[u] = (Jzni]a”( ) 3x; X 3%; *-121*’1( ) "Bx_i)»
2 N -
L,Iv] = -() I3 QR = AR NOR ¥
l-u-l j - !

para todo U,V CZ(Q). Supondremos que los coeficientes de
L1 y L2 pertenecen a Ca(Q), aij = "1)1 -ij = éji para todo
i,j=1,...,N, L. es unlformemente eliptico en {, 30 es wna
variedad de clase C , sup ﬂg(~,y)ﬂa < » y finalmente

q; = c*(Q), para i = 1,2.”‘-

§1. Teorema de existencia del sistema (0.2).

= = - 2
TEOREMA 1.1. Supongamos que U,U,V,V « C*(Q2)N C°(Q) son
tates que 0 s Us UenQ,0<VsVen@, U=0c<70enaq,
V=0 < Ven 30, S{ estas cuatro funciones satisgacen Las

sigulentes desigualdades:

Li[u] < -a,U-C,G(VU +q, en @,
L,[f]] > 1a1l'J- C1G(\_/)0+q1 en Q, i
L,[V] <« -a,V+C,6(V)U+q, en @,
LZ[\"] > —aZV+C2G(\7)fJ+qZ en Q,

entonces existe una so0lucibn (U,V) del sistema (0.2) tal que

UVe c**%@), UsUs<Oenf, VsVsgVen.
Demostracidén. Para U,V = C*(Q) se define

V(x) si V(x)<V(x) < V(x),
(oV)(x) = § V(x) si V(x)>V(x),
V(x) si V(x) <V(x),

para todo xe Q ;



U(x) si U(x) < U(x) <U(x)
(pU) (x) = U(x) si U(x) > 0(x),
U(x) st U(x) < U(x),

para todo x « Q. Adoptaremos ademds las sigulentes notacio-

nes:

Mi[U] = L;[u] vau, para i=1,2,

. o -
E = {Uec™@) |U,, = 0},

A

. T N -
fulg = lul,, E=ExE,
I, vig = max{Ulg , [VIg!-

- . = a
Facilmente se puede ver que el espacio E con la norma |-|g
A ~
es un espacio de Banach. Definimos un operador T:E -+ E, en

la siguiente forma
T(U,V) = (M) [-C;G(aWp(V) +a;],  ieM)'[C,G(aV)pU+a,))

para todo (U,V) = ﬁ, donde i representa la inyeccidn candni-
ca i:C2+a(Q) + E. Por ser i un operador compacto, T es un

operador compacto. Consideremos ahora el siguiente problema:

M1[U] = -C4G(oV)pU +q; en @,
MZ[V] = C,G(oV)pU+gq, en Q, (1.3)
Ulmso, v|mzo,

Por el teorema de existencia y unicidad de Schauder (ver [1])

existen dos constantes k1 > 0, kz > 0 tales que

IM; " (-C, GV U+ a )], € kI -C,G(oV)pU+a ], < T ,
1 1 17 1 1 1 (1.4)

-1
||M2 (C,G(aV)pU + q2)"a < k2||C1G(GV')pU + q2||m €1,

para todo (U,V) = ﬁ, existe r > 0. Denotemos con Br(O) la bo-
la cerrada en £ de centro 0 y radio r. Por las desigualda-
des (1.4) tenemos que T(Br(O) = Er(O). Por esta Gltima re-
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lacidén y el teorema de punto fijo de Schauder existe (U,V)
EBr(O) tal que T(U,V) = (U,V), esto es:

M,[U] = -C,G(oV)pU + q, en Q,
1 1 1 (1.5)
MZ[V] = C,G(oV)pU + q, en Q.

De (1.2) y (1.5) obtenemos:

M, [V-V] » C,[G(V)T - G(aV)pU] > 0 en @,

M, [V-V] » C,[G(oV)pU-G(V)U] > 0 en @,
(V-V)gq 2 0y (V-V) 50 > 0.
Estas cuatro Gltimas desigualdades y el principio de maximo

para ecuaciones diferenciales de tipo eliptico implican que
V>V>Ven Q. Este Gltimo hecho y (1.5) implican que

M, [U]

M, [V]

-C1G(V)O(U) +q, en Q,

CZG(V)oU *+q, en Q.

A continuacidén demostraremos que U < U < U en Q. Para demos-
trar que U < U en Q, supongamos lo contrario, en este caso

existe x; =Q tal que U(x;) > U(X]). Denotemos con

" = (x =9 | (U-0)(x) > 0}.

N y diferente de vacios, ade-

El conjunto Q" es abierto en R
mas (U—U)IBQ* = 0. Denotemos con A una componente conexa no
vacia de Q*, en este caso A es un dominio acotado en RN y
ademas (U-0)(x) = 0, para todo x « 3A. Por (1.2) y (1.6),
obtenemos la siguiente desigualdad:

@

M, (0-u] > o (6 pU-6(NT] = c1(c(\f)0-c(\_nﬁ)>, 0 en A.

Esta Giltima desigualdad y el principio del mdximo para ecua-

ciones de tipo eliptico implican que U > U en A. Esta contra-
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diccién demuestra que U ¢ U en 2. Usando el argumento ante-

rior se demuestra también que U < U en Q, esto es, U < UsgD

en Q y pU = U en Q. De este tiltimo hecho y (1.6) obtenemos

que:
M1[U] = -C,G(V)U + q; en 2,
M,[V] = C,G(V)U + q, en 0,
U<Us<UOengQ, VsVgVen Q. Esto completa la demostra-
cién del teorema.

En el siguiente teorema supondremos que q; > 0, para

i=1,2.
> . a,

TEOREMA 1.7. S aj > ay en &y o > Cpa; sup gg(x,y)dy
en Q, existe una sclucibn U, V del problema (0.2}, 'U,V S
C2+a(9) tal que u > 0 en Q y V > 0 en Q.

Demostracion. Denotaremos con A1i al primer valor pro-
pio y con ¢; la funcidén propia correspondiente a A, del pro-

blema de valor propio siguiente:

{Mi(¢i) \pi®; en R, by 40 = 0, ¢; > 0en @},

1171

para cada i = 1,2, donde
M [Uu] = L [U] + a U+ CiG(K)U, M,[U] = L,U+a,U,

y k > 0, es una constante suficientemente grande tal que
a 2
—%—k 2q, en 2. Denotemos con

\'

k, UEa1, U501¢1» V= 02¢2,

donde Py Y p, son constantes positivas suficientemente pe-

quefias para que:

P1rq16q € a7 en Q, P19 € a, en Q.

Pahip0, €Ay, en Q, p,0, € k en Q.
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Por
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hipbétesis y estas Gltimas desigualdades obtenemos

—310- C1G(\_/)fJ+ q, en Q (1.9)

“E;z‘*qz

= -aziwczc(\?)ﬂquz en Q. (1.10)

definicidén de U,

U, M;(U) = p;6,2,; en Q, esto es

< -aqU - C,6(V)U + q; en Q. (1.11)

A1202¢2 < q, en 2, tenemos que

A

V+C,6(VU +q, en @ (1.12)

U:

I
pel
-l
©
-
N

iPag

i
©
9
©
oo
A

las desigualdades (1.9)-(1.12) y el Teorema 1.1, existe
solucién (U,V) de (0.2) tal que U s Ug Uen @, V<V
en Q.
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