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SaBRE UN SISTEMA NO LINEAL DE EPIDEMIAS

por

Luis ORTEGA S.

§O. Introduccion. Un modelo sobre epidemias que describe 1a
poblacian infectada y la poblacian susceptible de ser infec-
tada en el cual se toma en consideraci6n el efecto de difu-
sian es el siguiente:

Ut-IJ(D,IJU) - a,U-C, (G(V))U + q, en nx[o,s]
Vt-IJ(DZIJV) - aZU+CZ(G(V))U + qz en nx[o,s]
U(x,O) Uo(x) en~, V(x,O) = Vo(x) en ~
U(x,t) h,(x,t), V(x,t) = hZ(x,t) en anx[O,s],

(0. ')

donde U(x,t) represepta 1a poblaci6n susceptible de ser in-
fectada y Vex, t) la pob lac i dn infectada, D, y DZ son los coe-
ficientes de difusi6n, a"aZ' C"CZ son constantes positivas
que representan las tasas de reacci6n y q"qz son funciones
no negativas definidas en ~, las cuales representan posibles
fuentes externas. La funci6n G(V) es definida en la siguien-
te forma:

G(V) (x, t ) = h g (x , y) V (y , t ) dy ,

para toda func i Sn VE:c[nx[O,sJ], donde g es una funci6ncon-
tinua y positiva definida en ~x~. Recientes estudios sobre



este modelo los podemos encontrar en ([2] ,[3] ,[4)). En el
sistema (0.1) se suponen conocidos el comportamiento de U
y V en (fix{O}) U anx[O,s].

En este articulo estudiaremos el modelo (0.1) cuando
U y V son independientes de t y solo se conoce,sus compor-
tamientos en an. El modelo que nos proponemos estudiar es
el siguiente:

a1U - C1G(V)U + ql en n

a2V + C2G(V)U + q2 en n (0.2)

donde L1 Y LZ son operadores uniformemente elipticos en n
y la funci6n C(V) es definida asi:

G(V) (x) = !g(x,y)V(y)dy, para todo x E n,
n

g es una funcion continua y positiva en fixfi.

En este articulo se demuestra la existencia de solu-
ciones positivas del sistema (0.2).

DEFINICIONES PRELIMINARES. Denotaremos con n un conjunto
ab.i ert o conexo y acotado enJRN y aE (0,1), (N ~ 1). Paraca-
da funcion U definida en n, definimos

~U~~ = supjU(x) I,n IIU~~ = ~ ull ~ + sup
x,xe:n

xi-x

IU(x)-lliill
I x -x ' I a

N n
L I ux·1i= 1 1 a .,

nIU112+a
n N nI UIIa, + L lux - I + Li=l 1

00 i,j=l ~ Ux- x·111 1 a

Decimos que u E Cm(n) si IIUlm < 00 (m = 00, a, 1+a,2+a).
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Los op radores L, y 1,2 tendran 1a siguiente forma:
N

--(L La .. (o)
j=li=l I)

_.(~ La .. (o)
i=lj=l I)

7 N
a-u +L b.(o)ax - ax .. 1 11 J 1=
a2u N-

. +'b(o)ax.ax. L i
) 1 i = 1

2para todo U,V E C (n). Supondrernos que los
a _ -

L1 y L2 pe r t e n e c e n a C (n), a .. = a .. , a·.
L) )1 I)

i ,j = 1, ... ,N, Li es uniformemente e Li p t i co
v ar ieda d de clase C2

+
a, sup /Ig(o'Y)~a < 00

ClJ.(I1) . - 1 7 ydiqi e:: , para 1 - ,-.

coeficientes de
= a .. para todo

) 1
en s1, an es una
y finalrnente

§l. Teorema de existencia del sistema (0.2).

- - a - 2
TEOREMA 1.1. Supon.ga.mO-!l que U.~,V.Y E C (n) n c un -!lOn.

ta.te-!l que 0 ~ U ~ 0 en. n, 0 ~ Y ~ V en. n, ~ 0= 0 ~ 0 en. an,
v 5 0 ~ V en. an. Si e6ta-!l ~uat~o 6un.~ioYl.e6 6ati6cia~en. .ta6

6iguien.teJ.> de-!ligua..tda.de-!l;

L 1 [~] ~ -al~ - C1G(V)~ + ql en n,

L 1 [0] ::,:. ~alO - C1G(Y)0 + ql en o ,
(1.2)

L 2 [y] ~ -a2y + C2CCYHJ + q2 en c ,

L2 [\"] ?- -a2V + CZG(V)O + q2 en n,

en.ton.ce-!l exiJ.>te un.a -!lo.tu~i6n. (U,V) de.t -!liJ.>tema. (O.Z) ta.t que

U,Ve:: C2+a(s1), lJ ~ U ~ 0 en 11, y ~ V ~ V en. 11.
Demostracion. Para U,V c clJ.(n) se define

C'X) si Vex) ~ Vex) ~ Vex) ,

(aV) (x) Vex) si Vex) > V (x) ,

y (x) si Vex) < vex) ,

para todo x e:: n



reXl si ~(x) ~ U(x) ,,:U(x)

(PU) (x) - U(x) si U(x) > o (x) ,
y(x) si U (x) < \lex) ,

para todo x E g. Adoptaremos adem~s las siguientes notacio-
nes:

M. [UJ :: L. [UJ + a.U, para i 1,Z,
111

E: {UE:Ca.Ul) IU/an - O},

I! u] 13 : II ul ~, E = E x E

II(U,vJlIg = max{IIU!E ' IViE}·
F~cilmente se puede ver que el espacio E con la norma i-IE
es un espacio de Banach. Definimos un operador T:[ + E, e~
1a siguiente forma

para todo (U,V) E: E, donde i representa la inyecci6n can6ni-
ca i:CZ+a.(g) .• E. Por ser i un operador compacto, T es un
operador compacto. Consideremos ahora el siguiente problema:

M1 [U] -C1G(aV)pU + q, en g,

MZ[V] CZG(aV)pU+qz en g, (' .3)

U lag == 0, VI ag == 0,

Por el teorema de existencia y unicidad de Schauder (ver ['])
existen dos constantes k, > 0, kZ > 0 tales que

IIM,'(-c,G(aV)pu+q,Ha. ~ k,!-C,G(aV)pU+q,t, ~ r ,

11M2' (CZG(aV)pU + qzJlla.~ kz"C,G(aV)pU + qzt, ~ r,
( 1.4)

para t o do (U,V) E: E, existe r > O. Denotemos con [\(0) la bo-
la cerrada en E de centro 0 y radio T. Por las desigualda-
des ('.4) tenemos que T(Br(O) c Br(O). Por esta ultima re-
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laci6n y el teorema de punto fijo de Schauder existe (U,V)
e::13 (0) tal que T (U ,V) = eU,V) , esto es:r

Ml [U] - -ClG(aV)pU + q 1 en o ,
(1. 5)

MZ [V] - CZG(aV)pU + qz en rI.

De (1. 2) Y ( 1. 5) obtenemos:

MZ [V-V] ~ CZ[G(V)O - G(aV)pU] ~ 0 en n,

MZ[V-yJ ~ CZ[G(aV)pU-G(Y)~J ~ 0 en 11,

(V-V)lal1 >,- 0 y (V -V) I ~ O.- an

Estas cuatro ultimas desigualdades y el principio de maximo
para ecuaciones diferenciales de tipo eliptico implican que
V ~ V ~ V en n. Este ultimo hecho y (1.5) implican que

M1[V] - -C1G(V)p(V) +q, en 11,

MZ[V] - CZG(V)pU + q2 en 11.

A continuaci6n demostraremos que y , U ~ 0 en fi. Para demos-
trar que V ~ 0 en fi, supongamos 10 contrario, en este caso
existe xl E: 11 tal que U(x,) > Vex,). Denotemos con

*n {x E: n I (V-U)(x) > O}.

El conjunto n* es abierto en RN y diferente de vacios, ade-
- *mas (V-U) Ian = O. Denotemos con A una componente conexa no

, * NvaCla de n , en este caso A es un dominio acotado en R y

ad ernas (U-O) (x) = 0, para todo x e:: aA. Por (1.2) y ('.6),
obtenemos la siguiente desigualdad:

•
M, [O-VJ ~ C, [G(V)pU-G(y)OJ = C1(G(V)O-G(y)O)~ 0 en A.

Esta ultima desigualdad y el princlplo del maximo para ecua-
ciones de tipo eliptico implican que U ~ U en A. Esta contra-



diccian demuestra que U ~ 0 en Q. Usando el argumento ante-
rior se demuestra t amb i en que l} .s U en Q, esto es , l} ~ U.$ D
en Q y pU == U en Q. De este ultimo hecho y (1.6) obtenemos
que;

M, [U] _

MZ [V] -

-C,G(V)U + 0., en Q,

CZG(V)U + qz en Q,

l} ~ U ~ 0 en n, y ~ V ~ ~ en Q. Esto completa la demostra-
cion del teorema.

En el siguiente teorema supondremos que qi > 0, para
i , ,Z •

TEOREMA 1. 7 • Si Z Q aZ
~ CZa, J g (x, y)dya, ~ 0., en fj T su~XE 0-

en S1, exi.6.te una. .6o!uc.i6n U, V de.! pILob!ema (0. Z), U,V E:

CZ+a(S1) .ta.! que. u > 0 en S1 fj V > 0 en Q.
Demostracion. Denotaremos con A'i al primer valor pro-

pio y con ~i 1a funcian propia correspondiente a Ali del pro-
blema de valor propio siguiente:

~. > 0 en S1} ,
1

para cada i = , ,Z, donde

M, [UJ - L, [UJ + a,U + C,G(k)U, MZ [UJ - LZU + aZU,

y k > 0, es una constante suficientemente grande tal que
aZ k ~ 0.2 en n. Denotemos conT

v == k, o
== a 1 '

.-donde P, y Pz son constantes positivas suficientemente pe-
quefias para que:

-
P, A " ¢, ~ 0., en S1,

P 2 A, 2 ¢ 2 ~ 0. Z en n,
P,!Pl ~ a, en n.
PZ¢Z ~ k en n.
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Par hip6tesis y estas Gltimas desigualdades obtenemo_

L1[OJ = 0 (1. 9)

L2 [V]

(1. 10)

Par definicion de ~, M1(~) = P1~1A11 en ~, esto es

(1 . 11)

(1. 12)

y

u _ ~ a1 - ° en ~

Par las desigualdades (1.9)-(1.12) y el Teorema 1.1, existe
una soluci6n (U,V) de (0.2) tal que ~ , U , 0 en ~, V ~ V
, V en n.
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