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UN TEOREMA DE PUNTOS FIJOS

po r

Luis R. JIMENEZ B.

Resumen. En este articulo mostramos la existencia de pun-
tos fijos para operadores T:K ~ K no necesariamente continuos
definidos sobre un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y
convexo de un espacio de Banach unifonnemente convexo; que sa-
tisfacen

IT(x)-T(y)! ~ alx-yl + b[lx-T(x)1 + ly-T(y)!J + c[~x-T(y)1
+ h-T(x) IJ

donde a,b,c son numeros no negativos tales que a+2b+2c = 1.

§l. Introduccion. K. Goepe1, W.A. Kirk y T.N. Shimi demostra-
ron en [21 que todo operador continuo T:K ~ K definido sobre
un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo de un es-
pacio de Banach uniformemente convexo que satisface 1a con~-
cion

~T(x)-T(y)1 ~ alx-yl + b[lx-T(x)1 + ly-T(y)IJ
+ c n x-T'(y ) ] + II y-T(xH 1

(1 )

con a,b,c ~ 0 y a+2b+2c = 1, tiene un punta fijo en K.
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En este articulo extendemos los resultados de [2] para
operadores arbitrarios, es decir no necesariamente continuos
que satisfacen la condici6n (1).

De otra parte 1. Nova en [3J introdujo l~ clase D(a,b)
sobre un ~ubconjunto K de un espacio de Banach, formada por
todos los operadores T:K + K que satisfacen la condici6n

!T(x)-T(y)1 ~ aijx-yij+ b[ijx-T(x)ij + ~y-T(y)~J (2)

con 0 ~ a,b ~ 1, Y demostr6 que si T E D(a,b) con a+2b < 1

sobre un subcon"unto cerrado K de un espacio de Banach, en-
tonces T tiene un punto fijo. Si observamos que D(a,b) con
a+7.b = esta formada por los operadores T que satisfacen
la condici6n (1) con c = 0 y que para a+2b < 1, D(a,b) c

D(l-Zb,b), el articulo generaliza tambien los resultados de
[3] para espacios de Banach uniformemente convexos.

§2. Secci6n principal. En nuestra prueba haremos uso del si-
guiente resultado cuya demostraci6n es similar a la dada en
[ZJ y ~o requiere la continuidad del operador T.

LEMA 1. Sea X un e6pac~o de Banach un~6o~memen~e con-
vexo, K un nubconjun~o no vac~o, ce~~ado, aco~ado y convexo
de x, y nea T:K + K un ope~ado~ que nat~n6ace la cond~c~6n
(1). S~ x,y e:: K s on tale-6 que Ilx-T(x)11~ E, IIY-T(y)II<; E y
Z = (x+y)/2, entonceJ.l

Ilz-T(z)11~ max[2alE, (aE+d(K)/Z)(nl€)] ( 3)

donde a = (l+b+c)/(l-b-c) y n eJ.lla 6unc~6n ~nve~f.,a del m6-
dulo de convex~dad de X.

El siguiente lema es fundamental.

LEMA 2. Sea X un eJ.lpac~o de Banach, K un J.lubconjunto
de X y T E D(a,b). Entoncen pa~a ~odo Z,x e:: K tenemOn
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Ix-T(z)1 ~ lC1+b)/(lb)]llx-T(x)! + [Ca+b)/(l-b)]iz-xl (4)

Demostracion. tenemos

Iz-T(z)l ~ liz-xi + ~x-T(x)l + IT(x)-T(zH

~ liz-xI! +l!x-T(x)11 + allx-zi + b[ijx-T(x)11 + Ilz-T(z)II].

Por 10 tanto,

Iz-T(z)11 ~ [(l+a)/(l--b)]llz-xll + [(l+b)/(l-b)]llx-T(xH (*)

De otra parte

Ix-T'{z ) ] ~ II x-rex)! + [T'{x ) -T(zH

~ II x - T(x) II + a Ix - z II + b [II x - T( x) II + I!z - T ( z ) II J

y usando (*) tenemos

Ilx-T(z)il ~ [(l+b)+b(l+b)/(l-b)]llx-T(xH

+ [a+b(l+a)/(l-b)Hz-xll·

Pu e s t o que [(l+b)+b(l+b)/(l-b)] = (l+b)/(l-b) ya+b(l+a)/(l-b)

(a+b)/(l-b), obtenemos 1a desigua1dad deseada .•

Observando que los operadores T que satisfacen la con-

dici6n (1), pertenecen a la c1ase D(A,B) con A = a+2c y
B = b+c, que (l+B)/(l-B) ~ 3 y (A+B)/(l-B) ~ 3, del lema

anterior deducimos

LEMA 3. Sea X un e6pacio de Banach, K un 6ubconjun~o
de X, y T:K ~ K un ope~ado~ que 6ati66aae La condici6n (1).
En~once6 pa~a tad a x, z E K ~enem06

II x-T(z) II ~ 3(11x-T(x) II + II z-xll)· (5 )

•El resu1tado principal es el siguiente
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TEOREMA. Sea X un e~pac~o de Banach un~6o~memente con-
v e.x o , K u rt ~ubcortjunto no vo.c.Lo, c.erocado , a.c.ot.ado y c o nv e x o

de X, y T:K + K un ope~ado~ que ~at~~6ace fa cond~c~6n (1).
Entonce~ T t~ene urt punto 6~jo y e~te punto e~ un~co ~~
b > O.

Demostracion. No se pierde genera1idad si suponemos
que a ~ K. Usando 1a misma prueba dada en [2] tenemos que
inf Ilx-T(x)11 '" O. Para 10 E (0, 1/3), sea C '" {x -= K:llx-T(x)IJ
x e:K 10
~ E}, 1uego cada CE f 0, Supongamos que x -= CE y sea (xn)
una sucesi6n en C tal que x + x. Por (5) tenemos10 n

ixn - T ( x) II -:s 310 + 311xn - x II , para n '" 1,2, ...

Tomando e1 limite cuando n + 00, obtenmos IIx-T(x)1I -:s 310. Por
10 tanto C ~ C3 . Sea10 .10

As uma mo s que x , y €: C 10'
Iy-T(y)i ~ 310 Y por el Lema

y a(CE) '" inf{llxll:x <=: CE}. El teorerna
probamos que n CE -f 0. Podemos suponer

10>0

a '" a entonces a 6: n C
E>O 10

X -f y, entonces IIx-T(x)i ~ 3E~

donde a '" lim a(CE)
10+0queda demostrado si

que a > 0, pues si

Hx+y)/2-T[(x+y)/Z]Ii '"max[Zal3"E, (3aE+ d(K)/2)n(I3E)).

bade que
0(10) + 0

Si representamos el ultimo t erm i rio por 0(10), hemos pro-
si x,y ~ CE, entonces (x+y)/Z ~ C0(E:)' Ademas,

cuando 10 + o.
Supongamos ahora que x,y e: AE, Luego [x] < ar c y

Iyll < i+E: y puesto que (x+y)/Z -= C0(E:)' entonces
I(x+Y)/Zil >,.. a(C0(E:))' Por un lerna de Goebel, ver [1J,

.y en consecuencia, d(AE) + a cuando 10 + O. Como K es comple-
to y lcs conjuntos A

E
son cerrados por e1 teorema de 1a in-
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tersecci6n de Cantor nAt- 0 y por 10 tanto n t: t- 0,
2>0 2 (>0 2

como queriamo probar.

Finalmente como T L D(A,B) con A a+2c por el Lema

de [3], el pun t o fijo de T es Im i co s i A < 1, es decir si
b > O.
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