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UN TEOREMA DE PUNTOS FIJOS

por

Luis R. JIMENEZ B.

Resumen. En este articulo mostramos la existencia de pun-
tos fijos para operadores T:K - K no necesariamente continuos
definidos sobre un subconjunto no vacio, cerrado, acotado vy
convexo de un espacio de Banach uniformemente convexo; que sa-
tisfacen

ITx)-T(»] < alx-y] + b[]x-T)] + |y-T(» ] + c[Ix-T(»]
' + |y-10}]

donde a,b,c son nimeros no negativos tales que a+2b+2c = 1.

§1. Introduccidon. K. Goebel, W.A. Kirk y T.N. Shimi demostra-
ron en [2] que todo operador continuo T:K » K definido sobre
un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo de un es-
pacio de Banach uniformemente convexo que satisface la condi-

cidn

ITC)-T( ] < alx-yl + b[Ix-T()| + 1y-T(" ]
+ cflx-Tnl + ly-T(01]

("

con a,b,c > 0 y a+2b+2c = 1, tiene un punto fijo en K.



En este articulo extendemos los resultados de [2] para
operadores arbitrarios, es decir no necesariamente continuos
que satisfacen la condicidn (1).

De otra parte L. Nova en [3] introdujo la clase D(a,b)
sobre un subconjunto K de un espacio de Banach, formada por
todos los operadores T:K - K que satisfacen la condicidn

IT(x)-TY | < alx-y] + b[Ix-Tx)| + |y-T(»I] (2)

con 0 < a,b < 1, y demostrd que si T « D(a,b) con a+2b < 1
sobre un subconjunto cerrado K de un espacio de Banach, en-
tonces T tiene un punto fijo. Si observamos que D(a,b) con
a+2b = 1 esta formada por los operadores T que satisfacen
la condicidén (1) con ¢ = 0 y que para a+2b < 1, D(a,b) =
D(1-2b,b), el articulo generaliza también los resultados de

[3] para espacios de Banach uniformemente convexos.

§2. Seccion principal. En nuestra prueba haremos uso del si
guiente resultado cuya demostracidn es similar a la dada en

[2] y no requiere la continuidad del operador T.

LEMA 1. Sea X un espacio de Banach un«formemente con-
vexo, K un subconjunto no vacico, cerrade, acotado y convexo
de X, y sea T:K » K un operador que satisface £a condicidn

(1). S x,y € K son tales que |x-T(x)| < e, |y-T(y)l < € y
z = (x+y)/2, entonces
lz-T(z)] < max[2avE, (ae+d(K)/2)nvE)] (3)

donde o = (1+b+c)/(1-b-c) y n es La funcibn Linvensa del mé-

dufo de convexidad de X.

El siguiente lema es fundamental.

LEMA 2. Sea X un espacdio de Banach, K un subconjunto
de X y T « D(a,b). Entonces para todo z,x = K tenemos
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Ix-T(z)| < [(1+b)/(1-b) ]| x-T(x)] + [(a*+b)/(1-b)]}z-x| (1)

Demostracion. tenemos

1z-T(2)] < Jz-x| + |x-T(x)] + |T(x)-T(2)]
s lz-x| +1x-TCO] + alx-z] + b{|x-T(] + |2-T(2)]].

Por lo tanto,
lz-T(@)] < [(+a)/(-b) ] z-x] + [(1+b)/(1-b) ][I x-T(x)] (*)
De otra parte

| x-T(z)] < |x-T(x)] + |T(x)-T(2)]
< Ix-Tx)| +alx-z] +b[|x-T(x)} +]z-T(2)}]

y usando (*) tenemos
Ix-T(z)] < [(1+b)+b(1+b)/(1-b) ]| x-T(x)]
+ [a+b(1+a)/(1-b) ]| z-x]| .

Puesto que [(1+b)+b(1+b)/(1-b)] = (1+b)/(1-b) y a+b(1+a)/(1-b)
= (a+b)/(1-b), obtenemos la desigualdad deseada. A

Observando que los operadores T que satisfacen lacon-
dicidén (1), pertenecen a la clase D(A,B) con A = a+lc vy
B = b+c, que (1+B)/(1-B) ¢ 3 y (A+B)/(1-B) < 3, del lema

anterior deducimos

LEMA 3. Sea X un espacio de Banach, K un subconjunto
de X, y T:K » K un operador que satisfaae La condicidn (1).

Entonces para todo x,z K tenemos
Ix-T(2)] < 3Ux-T(x)] + lz-x]). (5)
El resultado principal es el siguiente
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TEOREMA. Se¢a X un espacio de Banach undigormemenie con-
vexo, K un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo
de X, y T:K » K un operador que satisface La condicibn (1).
Entonces T tiene un punto §ijc y este punto es dndico &4
b > 0.

Demostraeién. No se pierde generalidad si suponemos
que 0 « K. Usando la misma prueba dada en [2] tenemos que
inﬁ Ix-T(x)] = 0. Para e « (0,1/3), sea C_={x = K:x-T(x)|
$€a}, luego cada C_ # #. Supongamos que X Ce y sea (xn)
una sucesidn en C€ tal que X, > X Por (5) tenemos

P

IXn"T(X)" < 3e + SHxn-xﬁ, para n = 1,2,...

Tomando el limite cuando n + », obtenmos [x-T(x)| ¢ 3e. Por

lo tanto CE == C3€. Sea

A_ = €_n B(0,a+e)
donde a = lim a(C.) y a(Cg) = inf{|x|:x « C_}. El teorema
€70 o <
queda demostrado si probamos que Q C. # #. Podemos suponer
€>0

que a > 0, pues si a = 0 entonces 0 < [ C
e>o €

Asumamos que X,y & Cs’ x # y, entonces |x-T(x)] < 3¢,

ly-T(y)] < 3¢ y por el Lema 1
[ Cery) 72-T[(evy) /2]] € max[20/38, (30e + d(K)/2)n(V/36) ]

Si representamos el filtimo término por f#(e), hemos pro-
bado que si x,y « Cg, entonces (x+y)/2 « Cﬂ(e)' Ademds ,
#(e) > 0 cuando e =+ 0.

Supongamos ahora que x,y e A_. Luego Ix] < a+e vy
iyl < a*+e y puesto que (x+y)/2 < éﬂ(e)’ entonces
| (x+y) /2] > a(Cﬂ(e)). Por un lema de G3ebel, ver [1],

Ix-y| < (5+E)n((5+e-a(Cﬂ(€)))/(é+g))

.y en consecuencia, d(A_.) » 0 cuando ¢ » 0. Como K es comple-

to y lcs conjuntos Ae son cerrados por el teorema de la in-
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terseccién de Cantor [l A_ y por lo tanto (] C_
£>0 £>0
como queriamo probar.

Finalmente como T « D(A,B) con A = a+2c por el Lema |
de [3], el punto fijo de T es finico si A < 1, es decir si
b > 0.
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