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APLICACIONES NO CONMUTATIVAS Y PUNTOS FIJOS

po r

Jaime RODRIGUEZ MONTES

Abstract. If f, g a~e continuous maps of a complete
me t ri.c space X such that fg = gf, d(g(x) ,g(y» ~ ad(f (x),f (y)
for some 0 < a < 1, and g(X) .;;:f(X) ~ X, then f, g have a
common fixed point. This is a result of G. Jungck; K.M. Das
and K. Viswanatha Naik have generalized this ~esult by dele-
ting the continuity of f but assuming instead that of f2. A
~esult that generalizes those above, but does not assume the
continuity of either f or f2 or the commutativity of f and g
is proposed. The impossed conditions are that for some non
empty complete subset K of X, g(K) ~ f(K) ~ K, that d(g(x),
g(y» ~ ad(f(x),f(y», 0 < a < 1, x,ye: K, and that if xe:X,
the existence of a sequence {x~} of K such that lim f(xn) =
lim g(xn) = x ensures that f(x) = g(x).

Introduced. G. Jungck, K.M. Das y K. Viswanatha Naik han da-
do algunos resultados interesantes sabre puntos fijos comu-
nes de aplicaciones continuas que conmutan. Estos resultado
pueden ser generalizados a aplicaciones no necesariamente
continuas, que conmutan solo en un punto.

§l. Los teoremas de Jungck, Das y Viswanatha.

TEOREMA 1.1. (G. Jungck, ['2]). Sea X un e~pac....io met/t..i-
c o e.o'"pteto. Sean f, g ap.e...ie.a.c....iol·!e,~ c..orl-tinua-6 de X en s L m..t-6-
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ma que eonmu~an y ~on ~ale~ que g(X) ~ f(X). Sup6nga~e ade-
ma~ que ex~~~e a c (0,1) ~al que, pa~a to do pa~ x, y en X,

d(g(x),g(y)) ~ ad(f(x),f(y)).

Entonee~, f Y g t~enen un un~eo punta 6~jo eomun.

TEOREMA 1.2. (K.M. Das y K. Viswanatha Naik, [1]). s«-

p6nga~e que toda~ la~ hip6te~~~ del Teo~ema 1.1, exeepto la
eont~nu~dad de f, ~e eumplen. S~ f2 e~ eont~nua, entonee~ f
y g t~enen un un~eo punto 6ijo eoman.

En 10 que sigue, 5upondremos conocido e1 "Principio
de Contracci6n de Banach", que dice:

TEOREMA 1.3. S~ (X,d) e.s un e-6pac.iomlft~~c.o c.omple~o
y f:X ~ X e,6 una apl~c.aei6n tal que pa~a todo pa~ x, y en
X

d(f(x),f(y)) ~ ad(x,y), a e:: (0,1),

entonee-6, f t~ene un un~c.o punta 6~jo.

§2. E1 teorema principal. En esta secci6n se demostrara un
teorema de punto fijo que generaliza los teoremas 1.1 Y 1.2.

TEOREMA 2.1. Sean (X,d) un e,6pac.~ome.t~~eo, f y g apU-
c.ae~one~ de X en ,6~ m~~ma. Entonee~, f y g t~enen un punto
6~jo eomun ,6~ y ,66lo ~~ eX~,6ten K S X, eompleto y no vae~o,
y a c (0,1), tale~ que
(i) g(K) ~ f(K) ~ K.
(ii) Pa~a todo pa~ de punto~ x, y en K

d(g(x),g(y)) ~ ad"(f(x),f(y)).
(iii) Vado x eX, sL eX~,6.te {xn} ~ K tal que

lim f(xn)
entonee~ f(x) = g(x).
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Demostraei6n. Para ver que la condici6n es necesaria,
supongamos que f(a) = g(a) = a para algan a EX. Las condi-
ciones (i), (ii) y (iii) se cumplen trivialmente para K =

{a} y para todo a E (0,1).
Veamos ahora,que la condici6n es suficiente. Defina-

mas en K la siguiente relaci6n de equivalencia:

x '" Y si Y solo si f(x) = f(y),

Si en el espacio coeiente K XI", definimos f ,g:X ..... f(K)
par f(x) = f(x), g(x) = g(x), X E R, entonees f y g estan
bien definidas y f es inyectiva. Como g(K) ~ f(K), la apli-
caci6n got-1 :f(K) .....f(K) es tal que, para x,y E K,

d(got-1(f(x)),go{-1(f(y))= d(g(x),g(y))< ad(f(x),fey)).

- - - 1Es decir gof es una a-contracci6n. Podemos entonces exten-
de got-1 a f(K) manteniendo la misma propiedad. Denotemos
can gof-1 a tal extension. Par el Teorema 1.3, existe unum-
co x e: f(K) tal que

got-lex) = x.

Sea {xn} una sucesi6n de puntas de K tales que lim f(xn) = x.
La continuidad de gof-1 asegura que

y, par (iii),
f(x) g(x).

Como

la unicidad del punta fijo de gof-1 permite decir que

f(x) = g(x) = x.

Se concluye que x es punta fijo coman de f y g.

Nota 2.1. Observese que la condici6n (ii) del Teorema



2.1 asegura que, sobre K, f y g tienen un unico punta fijo
comun el cual esta en g(K). En efecto, si x,y ~ K, f(x) =
g(x) = x y fey) = g(y) = y, entonces

d(x,y) = d(g(x),g(y))~ ad(f(x),f(y)= d(x,y),

de 10 cual (l-a)d(x,y) ~ 0. Como ex c (0,1), necesariamente
d(x,y) = O.

Nota 2.2. Si suponemos satisfechas las condiciones de
los teoremas 1.1 y 2.1, x Eo X, Y existe {xn} ~ K tal que

entonces f(x) = g(x). En efecto, claramente gof-l(x) x ,
y de la continuidad de f2 y g2 se deduce que

y que

Como

pa~ando al limite cuando n + 00 se obtiene que

y como 0 < a < 1, que

Par otra parte, de

d(gf(x),g2(x)).$. ad(f2(x),fog(x)),

se deduce que

gof(x) 2g (x ) .
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Como f2(x) es punto f i j o de gof-1, la unicidad del punto £1-

jo de tal aplicaci6n asegura entonces que

Debido a la conmutatividad entre f y g se concluye, final-
mente que f(x) = g(x).

Esta observaci6n muestra que el Teorema Z.1 efectiva-
mente generaliza los resultados de los teoremas 1.1 Y 1.Z.
El sig~iente ejemplo ilustra esta situaci6n:

EJEMPLO 2.l. Sea X = R con la metrica usual y defina-
mos f,g:X -+. X como sigue: Para o $; x $; 1/3,

{:X/3(X'1) . si x E: <Q
f(x) <Qcsi x E:

I zxZ
/3 si x c <Q

g (x) l0 si X E: a{

En R- [0,1/3], defininamos f y g de tal manera que sean dis-
continuas y no conmutativas. Tomando K = [0,1/3J Y a =16/27,

se verifican fAcilmente las condiciones del teorema. Se con-
cluye que f y g tienen en K un tinico punto fijo en ccmun :

x = o. Notese que f tiene dos puntos fijos x = 0 y x = 1/3,
perc que solo x = 0 es punta fij 0 comun para f y g.
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