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EL FAMOSO POLINOMIO GENERADOR DE PRIMOS DE EULER
Y EL NUMERO DE CLASE DE LOS CUERPOS

CUADRATICOS IMAGINARIOS(*)

par

P au 1 a RIB E N B 0 I M (**)

Introducci6n. lPuede un polinomio no constante, de coeficien-
tes enteros, tomar solamente valores primos?

iNo: a causa del siguiente

TEOREMA. Si f(x) E: Z(XJ .tie.ne. gltado po~Uivo, en.ton-
Qe.~ e.xi~te. una Qan.t.(dad iyt6ini.ta de. name.ltO~ yta.tulta.[e.~ n pa-
Ita .[o~ eua.[e.~ fen) e~ un name.ltO eompue.~.to.

Demostracion. El teorema es valido si fen) es siempre
compuesto para todo n ~ 1. Supongamos pues, que existe no ~1
tal que fen ) = p es un mime ro primo. Como lfmlf(n)j=00 existe n,

o n-><»
tal que si n ~ n" entonces If(x) I ~ p. Tomemos cualquier h
que cumpla no + ph ~ nl' En t once s' f(no + ph) = f(no) + (multi-

(*) Este es el texto de una conEerencia dada en la Universidad de Roma,
el 8 de mayo de 1986. Las notas originales desaparecieron cuando mis m -
letas fueron hurtadas en'Toronto (j:) Sin embargo, habia dado una copia
a mi amigo Paolo Maroscia, a quien no Ie hurtaron su equipaje en Roma(j:)
y quien amablemente me deja consuitarla. Es bueno tener amigos.
(**) Traduccian de Victor S. Albis.



plo de p)
puesto.

(mult ipLo de p), de modo que f(no + ph) es com-

Por otro lado, cabe preguntarse si un polinomio no
constante f(x) E Z[X] debe siempre asumir un valor primo.
Esta pregunta es interesante si f(X) es irreducible, primi-
tivo (es deci r , el maximo comun divisor de sus -co eEici en t es
es igual a 1) y si mas aun no hay ningun primo p que divida
a todos los valores de fen) (para enteros arbitrarios n).

Bouniakowsky y mas tarde Schinzel & Sierpinski (1958)
conjeturaron que cualquier polinomio f(X) E Z[X] que satis-
faga las anteriores condiciones asume un valor primo. Esto
nunca ha sido demostrado para polinomios arbitrarios. Para
los polinomios especificos f(X) = aX + b, can m.c.d. (maximo
comun divisor) (a,b) = 1, la conjetura es valida, pues no es
otra cosa que el famoso teorema de Dirchlet: toda pltoglte.J.>i-6n
alti-tm~ti-ca {b rka I k = 0,1,2, ... l , con m.c.d. (a,b) = 1,
conti-ene un numelto i-n6i-ni-:to de plti-moJ.>.

En mi nuevo libro intitulado "The Book of Prime Number
Records" (EI libro de records de los numeros primos, Sprin-
ger-Verlag, 1987), he indicado algunas consecuencias asombro-
sas de la hipotesis de Bouniakowsky, encontradas por Schinzel
& Sierpinski. Pero este no es el tema de este articulo.

A pesar del teorema y de 10 que acabo de comentar, pa-
ra muchos polinomios es muy facil verificar que pueden tomar
v~lores primos, y hasta es posible concebir que puedan tomar
valores primos para muchos p enteros consecutivos. Por ejem-
plo, el famoso polinomio de Euler: f(X) = X2 + X + 41 es tal
que fen) es un primo si n=0,1, ... ,39 (cuarenta valores pri-
mos sucesivos):

41, 43,47, 53,61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197,
223,251,281,313,347,383,421,461,503,547,593,'
641,691,743,797,853,911,971,1033,1097,1163,1231,
1301, 1373, 1447, 1523, 1601.

Sin embargo, f(40) 40x41+41 (41)2.0b-
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2
s er vemo s que si n > 0, entonces (--n) + (--n) + 41 = (n-1)L +

Cn··1) +41, de modo que X2+X+41 t oma t a mbi e n valores primos

para todos los enteros n = -40, -39, ... ,-2,-1.

6Que otros polinomios se comportan de manera semejan-
tee!

Algunos de tales polinomios pueden obtenerse facilmen-
te a partir de XZ + X + C cambiando X por X-a, para a l gfin a >;-1.

POl' e j emp l o , (X-a)Z+(X-a)+41 = XZ-(Za-1)X + (aZ-a + 41); ha-

ciendo a = 1, tenemos X2-X-41, que toma valores primos para

todo entero n entre -39 y 40; mientras que si hacemos a = 40,

tenemos XZ-79X + 1601 que toma v a Lor e s primos para todo ente-

ro n entre 0 y 79, perc estes son los mismos valores que to-
rna XZ + X + 41, apareciendo cada uno dos veces. Resumiendo, es

de interes concentrar nuestra atenci6n en los polinomios de

la forma X2 + X -+ C Y sus valores en los enteros consecuti vos
n = 0,1,2, .... Si el valor en 0 es un primo q entonces C=q.

Como (q-1)2+(q-1)+q = q2, entonces en el mejor de los casas

X2+X+Q toma v a l o r e s primos para 0,1,2, ... ,q-2 (como en el

caso q=41). POl' ejemplo si f(X) = X2+X+q Y q = 2,3,5,11,

17,41, entonces fen) es primo para n=0,1, ... ,q-Z. Empero,

si q = 7,13,19,Z3,29,31,37 esto no es cierto como puede ve-

rificarse can facilidad.

6Pueden encontrarse primos q > 41 para los cuales XZ +

X+q tiene valores primos en n = O,l, ... ,q-Z? 6Hay una canti-

dad finita 0 una cantidad infinita de tales primos? En el ca-

so de que esta cantidad sea finita, ~cual es el maximo valor

posible de q?

El mismo problema puede plantearse para polinomios de

grado uno: f(X) = aX +b, con a,b >.... 1. Si f(O) es un primo q ,

ntonces b = q , Luego f(q) = aq+q (a+1)q es compuesto y

en el mejor de los cas o s , aX + q toma valores primos para

X = O,l, ... ,q-1.

~Se pueden encontrar estos polinomios? O,equivalentemente,



lpueden encontrarse progresiones aritmeticas de q numeros
primos que tengan como primer elemento a q?

Para valores pequefios de q esto no es diffcil.

5i q 3, tomemos: 3,5,7, de modo que f(X) = 2X + 3.
Si q 5, tomemo s : 5,11,17,23,29, de modo que f(X) = 6X + 5.
Si q 7, tomemos: 7,157,307,457,607,751,907, 'de modo que
f(X) 150X + 7.

Muy recientemente, Keller me ha comunicado que para
q = 11, 13 l~ mas pequefias de estas sucesiones estan dadas
por los polinomios f(X) = d11 X + 11 Y f(X) = d13X + 13, con

d11 1536160080 = 2x3x5x7x7315048
d13 9918821194590 = 2x3x5x7x11x4293861989,

respectivamente; esta determinacion requirio una considera-
ble cantidad de calculos, ejecutados por Keller and Loh.

No se sabe si para cada primo q exista una progresion
aritrnetica de q primos que empiece con q. Inclusive el pro-
blema de hallar progresiones aritmeticas arbitrariamente
grandes conformadas solo por numeros primos (sin restriccio-
nes sobre el termino inicial 0 la diferencia), aun permane-
ce sin respuesta. La mayor de tales progresiones aritmeticas
conocida contiene 19 primos y fue hallada por Pritchard
(1985) .

La determinacion de todos los polinomios f(X) = X2+X+q
que curnplen: fen) es un primo para n = 0,1, ... ,q-2 esta inti-
mamente relacionada con la teorfa de los cuerpos cuadraticos
imaginarios. Con el fin de entender esta relacion indicare
en seguida los principales resultados que precisaremos.

A) Extensiones cuadr-a t t cas , Sea d un entero que no es
un cuadrado, y designemos con K = ~(Id) al cuerpo de todos
los elementos de la forma a = a+bld, a,b E ~. No hay perdi-
cia sustancial de la generalidad si suponemos que d no admite
factores cuadraticos, y, por tanto, que d i 0 (mod 4). K/~
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es una ex~en4i6n cuad~~~iQa. esto es, K e un espacio vec-
torial de dimension dos sobre (]).Reclprocamente, si K es LID

cuerpo que es extension cuadratica de (]),entonces necesaria-
mente es de la forma K = (])(IU) , donde d es un entero sin fac-
tares cuadraticos.

Si d > 0, entonces K es un subcuerpo del cuerpo F de
los numeros reales y se Ie llama entonces un cue~po cuad~a-
tieo ~ea..e..

Si d < 0, entonces K no es un subcuerpo de R y se Ie
llama un c.ue~po c.uad~a~ic.o imagina~io.

Si a = a + bid E: K, can a, b e: (I), su c o n ju o a do es
a' a·-b/Cf. Claramente a '"a' precisamente cuando 0.e: (]).

La no~ma de 0. es N(a) = aa' = a2-db2 e: (]). Es obvio
que N'( c) # 0 solo cuando a f. 0. Si 0.,6e: K entonces N(a6)
N(a)N(S), en particular, si a e: (]) entonces N(a) = a2.

La t~aza de a es Tr(a) = a+a' = Za e: (]). Si a,S e: K,
entonces Tr(a+6) = Tr(a) + Tr(S); en particular, si 0.e: OL
entonces Tr(a) = 20..

Es claro tambi§n que 0. y 0.' son las ralces de la ecua-
cion cuad rat ica X2-Tr(a)X + N(a) = 0.

B) Anillos de enteros. Sea K = (])(ICI) .donde d es un en-
tero .sin factores cuadraticos. Decimos que 0.£ K es un en~e-
~o a.e.geb~aic.ocuando existen enteros m,n e: Z tales que
:I2 + rna+ nO.

Sea A el conjunto de todos los enteros algebraicos de
K. Entonces A es un subanillo de K, el cual es a su vez el
cuerpo de fracciones de A. Ad ema s , A n (]) = Z. Si 0.e::A enton-
ces su conjugado a' tambien 10 esta. Clararnente, 0.e:: A si, y

solo si, tanto N(o.) como Tr(a) estan en ~.
El siguiente es yn criterio para decidir si el elernen-

to 0.= a+blU, a,b e:: (Q, es un entero algebraico: a e:: A si, Y

solo si,
= ue::Z, 2b = v e:: Z,

(mod 4)

Usando este criterio, puede rnostrarse que:
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Si d - (mod 4), entonees A
A = {a+bl<I; a,b e:: Z}

{a+b/d.2 ' a,bE::Z, Cl,_ b (OOd 2)}

Si d - 2 0 3 (mod 4), entonees

Si a, y Uz son enteros algebraicos tales que toda ele-
menta a E A puede expresarse unfvaeamente en la forma a
mla, + lIlzaz,can m, ,m2 e: s • d eci mo s que {a, ,aZ}- es una ba6e.
ente~a de A. En atras palabras A = Za, m ZaZ'

Si d _ 2 6 3 (mod 4), en t onces {', /cI} es una base entera de A.
Si d _ (mod 4), en tances {1 ,1; IJ} es una base entera de A.

C) Discriminante. Sea a"uZ una base entera de A.
Entanees

D det

es independiente de la eseageneia de la base entera. DK e
llama el di6c~iminante de K y es un entera distinta de O.

Si d = 2 6 3 (m6d 4) entanees

C(1) Tr( 10))
= de t ( ,

,:) =D det 4d
Tr (/d) Tr (d) . 0

Si d - (mod 4) , entanees

( Tr( 1) Tr( 1+10) J
D det

Tr( (: ji<!/)
det ( : l~d\ d.

Tr(¥) -2 )

Siempre se tiene D = 0 6 , (mod 4). En t§rminas del diseri-
minante, podemas eseribir

a+blO 2 2A={-2-la,be::iZ, a _Db (m6d4)},
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D) Descomposici6n de primos. Sea K = (])(Id) , dande d
no tiene factores cuadraticos, y sea A su anillo de enteras.
El ideal P f 0 de A es un ~deat p~~mo si el anillo resi-
dual (anillo cociente) AlP no tiene divisores de cero.

Si P es un ideal primo de A, existe entonces un unico
nume ro primo p tal que P n ~ = Zp, 0 10 que es equi valente,
tal que P :;? Ap.

Si I Y J son ideales no nulos de A, se dice que I d~-

u~de a J cuando existe un ideal I, de A tal que 1·1, = J.
EI ideal primo P que contiene al numero primo p divi-

de al ideal Ap.
Si I es un ideal no nula de A entonces el anillo re-

sidual All es finita. La norma de 1 se define como N(J) =
#(A/l).

Propiedades de la norma.
Si I Y J son ideales no nulas, entonces N(I·J)

N(I)N(J) .
Si I divide a J entonces N(I) divide a N(J).
Si a e: A, a f 0, entonces N(Aa) = IN(a) I (valor abso-

luta de la norma de a). En particular, si a e: ~ entances
N(Aa) = a2•

Si el ideal primo P divide a Ap, entonces N(P) es
igual a p 0 a p2.

Si I Y J son ideales no nulas y I :;? J entonces I divi-
de a J.

Cada ideal I f 0 se expresa univocamente camo el pra-
ducto de potencias de ideales primos

n e·
1= TT P.l

i=l I

Todo ideal I f 0 puede ser generada por dos elementos
unos de los cuales se pude tamar en ~: si In z = ~n, enton-
ces I = An + Aa, para algtin a E: A. En este caso usamos la si-
guiente notaci6n I = (n,a).
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Consideremos ahora el caso especial de un numero pri-
mo. Entonces Ap es de uno de los tipos siguientes:
Ap p2, donde P es un ideal primo: p se ~am~6~ca en K

Ap P, donde P es un ideal primo: p es ~ne~te en K
Ap P1P2, donde P1 y P2 son dos ideales primos distintos:

p se de~compone en K.

Observemos tambien que si Ap = IoJ, donde I y J son
ideales ! A, no nccesariamente distintos, entonces I y J
deben de hecho ser primos.

Indicaremos ahora cuando un numero primo p se ramifi-
ca, se descompone 0 es inerte y daremos tambien generadores
para los ideales primos de A. Hay dos casos: p ! 2, p = 2.

Si (~) denota el ~~mbo!o de Legend~e, tenemos:

(~1 a cuando p divide a dp.
(~) +1 cuando d es un cuadrado modulo pp
(~) - 1 cuando d no es un cuadrado modulo p.p

Supongamos que p ! 2.
1) Si P divide a d entonces Ap = (p,/d) 2
2) Si P no divide a d y no existe a E ~ tal que d _ a2

(mod p), entonces Ap es un ideal primo.
3) Si P no divide a d y existe a -= Z tal que d _ a2 (mid p),

entonces Ap = (p,a+/d)o(p,a-/O);

Luego
1 ) P ~e. ~a.m~6~c.a. ~~, Ij ~6!o -6 c, (~) = a
2) p e.~ cnens:« s c , Ij ~st» />J..,(.Q) - 1p.
3) p ~e de~c.ompone ~~, If ~6!o .s J..,(~) 1.

Demostpacion. Esta se divide en varias partes:
a) SJ..(~) = -1 entonc.e~ Ap e¢ un J..dea.! p~J..mo. Supongamos
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'ilie no, de mod o q u e Ap = FP' 6 pL, d o nd e pn Z = lp. Sea

~ E A tal que P = (a,p) E ACt; entonces plAa y eonseeuente-

mente p divide a NCP), el eual a su vez divide a N(Aa)

IN(a)l· Si pia, entonees alp EA y P = Ap(l,%) = Ap , 10 eual
es absurdo. Luego pta. Entonees

J d ::. 2 6 3 C mo d of)}
ld ::: 1 (mod 4) {

a. = a+b/Cf,
=> a+blCI

a=---
Z '

eon a,b E I

eon a,be:::Z, a a b (mod

=,>{N(a) a
Z
_db

2
}

2 Z => P divide a a2_db2.
a 4- db ,N(a)

Luego a2 _ dbZ (mod p) y p{b (rues 1 n6, pia y par tanto

pia, 10 eual es absurdo).
Sea b' tal que bb' ::: 1 (m6d p), de modo que (ab,)2:::

d (m6d p). De aq u I results que 0 bi en pi d , 0 bien \~J = +1,
10 eual es eontradietorio.

b) S-L (~) = a e.n-tOVlc.e.-6 Ap = (p,/d)2. En efeeto, sea P =
(p,/a), de modo que p2 = (pZ,p,ICI,d) = Ap . (p, d,d/p) puesto

que dip e::: Z. Pero d no tiene faetores euadratieos y asi
2m.e.d. (p, dip) = 1; poreonsiguiente, p = Ap Y esto impliea

que p es un ideal primo.

de) S-<' \pJ = -1 e.ntonc.e.-6 Ap = (p,a+/d) (p,a-!CI), do n d e. 1 ~ a

~ P - 1 if a Z ::: d (mo d p).

En efeeto (p,a+lU)(p,a-/(f) = (p2,pa+plCI,pa-plU,aZ-d)
Z rr rs aZ-d_Ap(p,a+/d,a-IU,(a -d)/p) = Ap .(p,a+Yu,a-yu, Za,-p-) - Ap ,

porque m.e.d. (p,2a) 1. Si uno de los ideales (p,a+/d),

(p,a-lU) fuese igual a A, tambien 10 serfa el otro, 10 eual

es imposible.

Luego (p,a+!CI) y (p,a-lU) son ideales primos. Ademas,

son distintos, pues si (p,a+lU) = (p,a-IU), serian iguales a

su suma (p,a+/U) + (p,a-!U) = (p,a+lU,a-IQ,Za) = A, 10 eual

es absurdo.

Finalmente, estos tres easos son exeluyentes y exhaus-

tivos. Por 10 eual las aseveraeiones reeiproeas son tambien

vii-lidas.



Nota. Si d :: 1 (mod 4) y d :=: aZ (mod p), entonees
(p,a+/d) = (p,l(a-l)+-w), donde w = (1+/d)/2 Y U :: 1 (nod p)
Luego si (~) 1 -1 existe b E I, 0 ~ b ~ p-1, tal que p di-
vide a N(b+w) y, ademas , si b = p-l entonees d:= 1 (mod 4).

En efeeto, a+/a = a-1 +-Zw. Si Zt := 1 (mod p), en t onces
(p,a+lCf) = (p,(a-1)+Zw) = (p,t(a-l)+w).

Si (~) l' -1, existe entonees un ideal p;imo P que di-
vide a Ap, donde P = (p,a/d), 0 ~ a .::sp-1. De modo que
P = (p,b+w) donde O.::sb ~ p-l, b ::t(a-1) (mod p).

Como P ~ A(b+w), entonees p divide a N(P), que a su
vez divide a N(b+w). Finalmente, si p divide a N(p-1+w) =
N((Zp-1+1Cf)12) = [(Zp-1)2_d]/4, entonees p divide a (1-d)/4,
de donde d :: 1 (mod p).

Supongamos que p = Z.
Si d Z (mod 4) , AZ Z

- entonees (Z, 1Cf) .
Si d - 3 (mod 4), entonees AZ (Z,l+/<1)Z.
Si d - 1 (mod 8), entonees AZ (l,w)(Z,w').
Si d - 5 (mod 8), entonees AZ es un ideal primo.

Luego:
1) Z .6e. Jtami6ica .6L, Ij .6 6£.0 .6i, d - Z 6 3 (mod 4)

Z) Z (,.6 ine.Jt.te. s«, Ij .66to s c , d - 5 (mod 8)

3) Z .6e. de..6c.ompone. s c, Ij .6 6.e.o s c, d - 1 (mod 8) .

Demostracion. Tambien se divide en varias partes:
a) Si d ::5 (mod 8),e.n.tonc.e.-6 AZ e..6 un ide.at pJtimo. Si no,
A2 = pp' 0 p2, donde pnz = ZZ. Luego existe a e: A tal que
P = (Z,a) 2 Aa, de modo que P divide a Aa y Z divide a
N(P), el eual a su vez divide a N(a).

Si 21a entonees P = AZ. (l,a/Z) = AZ, 10 eual es ab-
surdo. Luego 2ta = (a+bld)/2, donde a ::b (mod Z), de modo
que N(a) = (a2-dbZ/4. De ZIN(a) resulta que 8 divide a
aZ-dbZ ::aZ-SbZ ::aZ+3bZ (mod 8).

Si a y b son impares, entonees aZ ::bZ :: 1 (mod 8),
con 10 eual a2+3bZ _ 4 (mod 8), que es absurdo. Luego a y

b son ambos pares: a = Za', b = Zb', a = a'+b'lCf y Z divi-
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de a N(a) = a,2 db,2.
Cuando d es i mpa r , ent o ric es a' y b' son ambos pa res a

ambos impares. Si a' y b'son pares, entonces 2 divide a a
10 cual es absurdo.

Si a' y b' son ambos impares, entonces a = a'+b'ld
(mfrlt i pLo de 2) +1 + Id = (multi pl.o de 2) + 2w (mtilt i p lo de
2), 10 que es tambien absurdo.

b) S,i d:: 1 (mod 8) en-tonc.e6 A2 = (2,w)(2,w'). En efecto,
(2,w)(2,w') = (4,2w,2w',(1-d)/4) A2(2,w,w',(1-d)/8) = A2,
pues w + w' = 1.

Tamb i en (2,w) -f (2,w'), porque si no estos ideales se
r Ian i gua Le s a su suma (2,w,w') = A, ya que w +w' = 1.

c) S-<' d :: 263 (mod 4) eYl-tonc.e~ A2 = (2,1d)2 0 (2,1+10)2,

~e~pec.-t,ivameYl-te. Primero hagamos d = 4e+2, de modo que
(2,/Cf)2 = (4,2/d,d) = A2.(2,/d,2e+1) = A2; de esto resulta
que (2,1d) es un ideal primo.

Ahara, hagamos d = 4e+3, de modo que (2,l+/U)2 =
(4 ,2+21d, 1+d+ 21d) = (4, 2+ 21d ,4 (e+ 1)+21d) = A 2 .(2 ,1+Id ,
2(e+l)+/U) = A2'(2,2e+1,l+/U,2(e+1)+/d) = A2, de esto resul-
ta que (2,l+/U) t amb i en es primo .

Finalmente, estos tres casas son excluyentes y exhaus-
tivos, par 10 que las afirmaciones reciprocas son tarnbienva-
lidas.

E)
te S -= A
un grupo
cripcioI1
pongarnos
Sea d -f
Sea d
Sea d

Unidades. El elernento a ~ A es una un-<.dad si exis-
tal que as = 1. El conjunto U de las unidades es
para la rnultiplicacion. Aqui presentarnos una des-
del grupo de las unidades en los varios casos. Su-
prirnero que d < O.

- 1, -3. Entontes U = (± 1}.
-1. Entonces U = {±l,±i}, donde i = n.
-3. Entonces U = {±1,±p,±p2}, donde p3 1, p" 1,

es decir, p = (-1+~ )/2.



Sea ahara d > O. Entonces el grupo de las unidades es el
producto U = {±l}xC, don de C es un grupo multiplicativo ci-
clico infini to. Luego C = {E: n I n ~ I}, donde E: es la unidad
mis pequefia mayor que 1. Esta unidad E se llama la unidad
6undamenta,C

F) E1 numero de clase. La teo ria de los cuerpos cua-
draticos de numeros se origino en el estudio de las 6o~ma~
c.uad~a.tic.a~bina~ia.6 aX2 + bXY + cy2 (donde a,b,c e: :t y ac "
0). El di~c.~iminante de la 6o~ma es, par definicion, D =
b2-4ac. Observemos que D _ 0 0 1 (mod 4), de modo que pode-
mas escribir d = D/A odD, respectivamente.

Un entero m se dice que es ~ep~e~en.table po~ la 6o~a
si existen enteros x e y que cumplen m = ax2 + bxy + cy2.

Si una forma a'X'2 +b'X'Y' +c'y,2 se obtiene de la
anterior mediante un cambia lineal de variables.

X hX' + kY',
Y mX' + nY'

donde h,k,m y n son enteros y el determinante hn-km = 1,
entonces las dos formas representan los mismos enteros. En
este sentido es razonable considerar estas formas como equi.-
c.alente~. Cbro esta, formas equivalentes tienen el mismo
discriminante.

En sus "Disquisitiones Arithmeticae" Gauss clasifico
a'las formas binarias cuadraticas con un discriminante da-
do D. Defini6 asi mismo una operaci6n de composicion entre
clases de equivalencia de formas con un discriminante dado.
Estas clases conforman un grupo para esta operacion. MastrO
ademas que, para cualquier discriminante dado D, solo exis-
te un numero finito de clases de equivalencia de formas bi-
narias cuadraticas.

Mas tarde la teorfa se reinterpreto asociando can ca-
da forma aX2 + hXY + cy2 de discriminante D, el ideal I de
~(Id)= ~(/U) generado por a y (-b+/U)/2. Si declaramos dos
ideale~ I y I' como equivalen.te~ cuando existe a ~ ~(Id),
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a i- 0, tal que I = ACt'I', vemo s que formas b i nari as cuadra-
ticas equivalentesse corresponden con ideales equivalentes,
y que la composici6n de clases de formas se cor responde con
la multiplicacion de clases equivalentes de ideales. Luego
~(;a) tiene un nume~o 6inito de ~la~e~ de ideale~. Denote-
mos con h = h(d) el n6mero de clases de ideales, 0 name~o
de Qla~e del Que~po ~(Id).

Este numero clasal h(d) es igual a 1 precisamente cuan-
do cada ideal de ~(;a) es un ideal principal.

Gauss conjeturo que para cada h ~ 1 existe solo una
cantidad finita de cuerpos cuadraticos imaginarios ~(IO)
(d < 0), que tienen numero de clase igual a h. Dentro de po-

co dire algo mas sobre esta conjetura.

Por ahora indicare como calcular el numero de clase
del cuerpo cuadratico ~(ID). Definamos el n6mero real 8 de
la siguiente manera

D/2 si D > 0,

2;::0 ITT si D < O.

Un ideal no nulo I de A se dice no~malizado si N(I) ~
[eJ (la parte entera de 8). Diremos que I es p~im-i.tivo si no
existe ningun primQ p tal que Ap divide a I.

Can N denotemos al conjunto de los ideales primitivos
normalizados de A. Si I ~ N Y P es un primo ramificado, en-
tonces p2/N(I); si p es inerte, entonces pIN(I). Luego

N (1) TTr x

r seramifica p sedescompone

Puede demostrarse que cada clase de ideales contiene
un ideal primitivo normalizado. Como para cada m ~ 1 existe
a 10 sumo un numero finito de ideales I de A tales que
N(I) m, esto muestra una vez mas, que el nume ro de las
clases de ideales es finito.

Observemos que si N consiste tan solo del ideal unidad
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A = A·1, entonees h = 1. Luego, si todo primo p que eumple
p ~ [8J es inerte, se tiene que h = 1. En efeeto, si lEN
entonees N(I) = 1, luego es el ideal unidad, 10 que haee
que h = 1.

Denotemos can N(N) a1 eonjunto de enteros N(I), donde
I e: N.

Con el fin de deeidi r s i los ideales I' y I e:: N son equi-

valentes, sera neeesario deeidi r que enteros m co:: N(N) son de
la forma m = N(Aa).

Sea m ~ 1 y hagamos

a = {:+:2; cuando d ::1 (mid 4), can u,v e:: ~, U _ v (m6d 2)

cuando d _ 2 6 3 (rri5d4), can u,V e: ~

Entonees Aa e~ un ~deal p~m~~~vo con N(Aa) m ~~, IJ ~6.e.o

{

m =

m = (
U-V )m.e.d. ---,v = 12 . si d _ 1 (rod 4).

m.e.d. (u,v) = 1 si d :: 2 6 3 (m6d 4)

(esta es la llamada ~ep~e~en~ac~6n p~~m~~~va de m).
Demostraci6n. Sean d :: 2 6 3 (m6d 4), m = N(Aa)

lu2-dv2J, de modo que m.e.d. (u,v) 1, pues Aa es primiti-
va.

Sean d :: 1 (mod 4), m N(Aa) = lu2-dv21/4. Como
pi (u,v)/2 Y plv impliea que a = (u,v)/2+v(1+1a)/2 es divi-
sible par p, 10 eual es eontrario a las hip6tesis, resulta

r

t amb i en que m.e.d. ((u-v)/2,v) = 1.
Reefproeamente, sea d :: 2 6 3 (mod 4), de modo que

N(Aa) = m; si p divide a Aa y dado que {1,1a} es una base
entera, entonees plu, plv, 10 eual es absurdo.

Sea d :: 1 (mod 4), de modo que N(Aa) = m; si p divi-
de a Aa y dado que a = (u-v)/2 +v(l+/O)/2 y {1,(1+1a)/2},

es una base entera, resulta que p divide a (u-v)/2 Y a v,
[lo que es ab sur do :
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C~lculo del n~mero de clase. Sea d > 0, de modo que e
[8] = 1.

Como 1 ~ 10/2 < 2 entonees A ~ D < 16, can 0 = ° 6
1 (mod 4), luego 0 ~ {4,S,8,9,12, 13} y, par eonsiguiente,
d E {S,2,3,13}.

Ahara N(N) = {l}, 1uego N c ons i st e unieamente del i.dea l

15/2.

unidad, y en eonseeueneia, h = 1.
[e] = 2.

COr.lO2 ~ /0/2 < 3, entonees 16 ~ D < 36, can 0 _ ° 6

1 (mod 4); luego D ~ {16, 17,20,21 ,24,2S,28,29,32,33} Y en
eonseeueneia de: {17,21,6,7,Z9,33}.

Ahara N(N) = {l,Z}.
Tomemos par ejemplo d = 17. Como 17 = 1 (mod 8), tene-

2 Zmas que A2 = PP', N(P') = 2,2 = 13 -17x1 1/4, m.e.d.
(yz. ,17) = 1; luego P = Ao., a. = (3+1T7)/2, P' = ACt',

a.' = (3-1Ti)/Z. Luego el numero de elase es 1.
Tomemos ahara d 21. Como 21 = 5 (mod 8), entonees

A2 es un ideal primo, 2 es inerte y par tanto h = 1.
Si d = 6, entonees 2 divide a 24 = D, de modo que 2

se ram if iea: A 2 P2, y 2 = I 22 - 6x 12 I, m. e .d . (2, 1) = 1.
Luego P = Ao., can a = 2+16. Par eonsiguiente h = 1.
[e] = 3.

Como
1 (mod 4).

61} y, por

13 ~ 2/5 < 4 entonees 36 ~ 0 < 64, can D = ° 6
Luego DE {36,37,40,44,4S,48,49,S2,S3,S6,S7,60,
eonsiguiente, de:: {37,10,41,11,S3,14,S7,lS,6l},

Ahora N(N) = {1,2,3}.
Tomemos par ejemplo d = 10. Como

tonees 2 ramifiea A2 = R2. Como (11) =
se deseompone: A3 = P·P'. Los ideales
vas.

2 divide a 40 = 0 en-
(}) = 1 , entonees 3
R, P, P' son orimiti-

2 no tiene representaei6n prlmlllva: si 2 = lu2-10v2
1

entonees u2 = 10v2 ±2 = ±2 (mod 10), 10 que no es po sib le .
3 no tiene rep~esentaei6n primitiva: si 3 = u2-10v2

entonees u2 = 10v2 ±3 =±3 (mod 10), 10 que tampoeo es posi-
ble.

Luego R, P, P' no son ideales prineipales. Los ideales



RP, RP' son primitivos. T'ambi.en , -2x3 = -6 = 22_10x]2,
m.c.rl. (2,1)= 1, 2x3 = N(RP) = N(RP'); luego RP y RpI son idea-
les principales. En conclusion h = 2.

Sea ahara d < 0, de modo que 6 = 2~/n.
[ 6 J 1 .

Como 1 ~ 2~/n < 2, entonces TI2/4 ~ 101 < TI2, y
[6] = 003 (mod 4) implican que 101 lL {3,4,7,'8}. Par con-
siguiente, d ~ {-3,-1 ,-7,-2}. Ahara N(N) 1, luego N con-
siste solo del ideal unidad, de modo que h = 1.
[6] 2.

2 ... 2
Como 2 ~ 2~/TI < 3, entonces TI ~ IDI < gn /4, y

[8] == 003 (mod 4) implican que IDI E: {11,12,15,16,19,20},
y,en consecuencia, d E:{-11,-15,-19,-5}.

Tomemos, par ejemplo, d = -11. Como -11 == 5 (mod 8),
2 es inerte y as! h = 1.

Tomemos d = -5. Como 2 divide a D -20 se ramifica:
A2 p2.

2 no tiene representacion primitiva: si 2 = lu2+5v2
1

entonces u2 = -5v2+2 == 2 (mod 5) 10 que es imposible. Tam-
bien -5 == 3 (mod 4). Luego P no es principal y as! h = 2.

Tomemos d = -19. Como -19 == 5 (mod 8), 2 es inerte y
consecuentemente h = 1.
[8] 3.

Como 3 ~ 2~/TI < 4 entonces pn2/4 ~ 101 < 4n2, y
IDI == 003 (m6d 4), 10 cual implica que IDI E: {23,24,27,
28,31,32,35,36,39} y, por tanto, d-= {-23,-6,-31,-35,-39}.

Tomemos d -31. Como -31 == 1 (mod 8) entonces A2 =
PP'. Como (-~1) = (31)(1) = -1, A3 es un ideal primo.

2· .~ ... . 2 I 2 3/ 2
1
/4no t rene rep resen t ac i on pr i im t tva: si = U + v ,

con m.c.d. ((u-v)/2,v) = 1, entonces 8 = u2+3/v2, 10 que es
imposible. Como -31 == 1 (mod 4), P Y pI no son ideales prin-
cipales. Si P Y pI son equivalentes, entonces P = pI 'Aa,

. 2 2de modo que P PP'Aa = A(2a) y as! 4 = N(P ) = 4N(Aa) y,
en consecuencia, N(Aa) = 1. Resulta, pues, que Aa = Aa y
P = P', 10 cual es absurdo. En conclusion, h = 3.

Estos ejemplos bastan para ilustrar como calcular el
numero de clase al menos para valores pequefios del discrimi-
nante.
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Oeterminaci6n de todas los cuerpos cuadr~ticos con n~mero
de clase 1.

Sea d > O. Se ha eonjeturado que existe una eantidad
infinita de enteros d > 0 para los euales ~(IU) tiene nume-
ro de elase 1. Este asundo es diffeil de resolver, pero se
espera que la eonjetura sea eierta.

Par ejemplo, sabemos que existen 142 cuerpos (Q(ICI),
can 2 ~ d < SOO, que tienen a 1 como numero de elase.

Sea d < O. Hemos vista que si N eontiene solo aI ideal
unidad, entonees h = 1. Pero reefproeamente:

S~ d < 0 Y h = 1, en~onceJ N = {A}.
Uemo e t r ac io n , Si IDI ~ 7, la af i rmac i on es eorreeta.

Sea, pue s , IDI > 7, Y supongamos que existe Ie: N, I i A,
de modo que existe un ideal primo P que divide a I. Entonees
N(P) = P a p2, donde p es un numero primo. Si N(P} = p2 en-
tonees p es inerte a Ap = P divide a I y asf I no serfa pri
mitivo, 10 que es eontradietorio. Si N(P) = P Y dado que P
divide a I, entonees p ~ N(I) ~ [eJ ~ 2!TDT/n. Si p tiene
una representaeion primitiva: si d = 2 a 3 (mod 4), entonees

Z Zd = D/4, de modo que p = u -dv ; luego v i 0 y, par eonsi-
gUiente,2/fDT/n ~ p ~ Idl/4 ~ IDI/4, can 10 eual 7 ~ D, nue-
vamente un absurdo. Par tanto, P no es aun ideal principal
y h i 1, 10 que es eontrario a la hipotesis~

Gauss desarrollo una ~eo~la de glne~oA y demostro:
Si d < 0 Y si t es el numero de faetares primos distin~

tos de D, entonees Zt-1 divide al numero de elase de (Q(IO).
Luego si h = 1, entonees D -4,-8 0 -p, donde p es

un primo , p _ 3 (mod 4); luego d -1,-2 a -p .
De esta diseusi6n se sigue que:

Si D -3,-4,-7,-8, entonees h
Si D r -3,-4,-7,-8 y D = -p, p
si , y solo si, N {A} , y es to
t e s condiciones: Z es inerte en

1 .

_ 3 (mod 4), entonees h = 1
es equivalente a las siguien-

(Q(;:p),y si p es cua lqu i er
(..::..E.) = -1, es deeir, q esqprimo impar y q ~ [e]. entonees

inerte en (Q(;:P).
Este criteria se usa en la determinacion de todos los



D < 0, 101 ~ 200, tales que h = 1.

[a] 1. Esto da los discriminantes 0 = -3,-4,-7,-8.
[aJ 2. Ahara -20 ~ 0 ~ -11, can 0 -p, p := 3 (mod 4), de

modo que 0 = -11 0 -19.
Como -11 := 5 (mod 8), 2 es inerte y, par tanto, para.

D - 11 es h = 1.
Analogamente, como -19 := 5 (mod 8), 2 es inerte y,

par tanto, para 0 = -19 es h = 1.
[a] = 3. Ahara -39 ~ 0 ~ -23, can 0 = -p, p := 3 (mod 4), de

modo que 0 = -23 0 -31. Pero -23 t 5 (mod 8), -31 t 5 (mod S)

y asi los numeros de clase de ~(~) y ~(~) no son igua-
les a 1.
[a] 4. Ahara -59 ~ 0 ~ -40, 0 = -p, p := 3 (mod 4), de mo-
do que D = -43,-47,-59. Como -43 := 5 (mod 8) y (~) = -1,
entonces ~(~) tiene numero de clase 1. Como -47 i 5
(mod 8) y (-~9) = 1, entonces 3 no existe. Luego los nume-
ros de clase de ~(~) y ~(~) no son iguales a 1.

El mismo tipo de calculos conduce a:
[a] 5 0 = -67, can numero de clase 1.

[a] 6 ningun discriminante.
[a] 7 ningun discriminante.
[aJ 8 0 = - 163, con numero de clase 1.

Este proceso puede continuarse mas alIa de 200, perc
no conduce a ningun discriminante de numero de clase igual
a 1. Por supuesto, esto no nos permite decidir si existen
otros tales discriminantes, ni decidir tampoco si solo hay
un numero finito de cuerpos cuadraticos imaginarios de nu-
mere de clase igual a 1.

En un trabajo clasico, Heilbronn y Linfoot mostraron
en 1934, usando metodos analfticos, que ademas de los ejem-
plos anteriores existfa a 10 sumo otro valor de d < ° para
el cual el nume ro de clase de ~(ICI) era 1. Lehmer mo st ro que
si un tal discriminante existia, debia cumplir con Idl >

5x109. En 1952, Heegner demostro que ningun otro d podia
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existir, pero su prueba con tenia algunos pasos confusos y
posiblemente una brecha en su razonamiento. Baker llego a
la misma conclusi6n en 1966, con su m~todo que involucra
cotas inferiores efectivas en formas lineales de tres 10-

garitmos; esto t amb i en 10 menc ioriara en su articulo de 1971.,
Por caso la misma epoca, e ignorante de los resultados de
Heegner, pero con ideas muy semejantes, que tienen que ver
con las funciones elipticas modulares, Stark demostro que
no es posible que exista otro valor adicional de d. En es-
ta forma se determinaron todos los cuerpos cuadraticos ima-
ginarios de numero de clase 1. En 1968 se produjo algo asi
como un anticlimax, cuando Deuring logro enderezar la demos-
tracion de Heegner.

Este es el momento para decir que la conjetura de
Gauss tambien se resolvi6 afirmativamente. Gracias a los
trabaj os de Heeke, Deuring, Mo rde lI y He i Lbronn , se pudo es-
tablecer que si d < ° y Idl tiende a infinito, tambien 10

hace el numero de clase de ~(Id). Luego para cada h ~ 1 so-
lo existe una cantidad finita de cuerpos ~(fO), con d < 0,
que tienen numero de clase h. La determinacion de todos los
cuerpos cuadraticos imaginarios de numero de clase igual a
2 fue lograda por Baker, Stark y Weinberger.

Una estimativa explicita de la cantidad de cuerpos
cuadraticos imaginarios con numero de clase dado se ha ob-
tenido gracias a los esfuerzos de Siegel, Goldfeld, Gross y
Zagier. Para este asunto, sugiero leer el articulo de Gold-
feld (198S).

G) E1 teorema principal.

TEOREMA. Sea q un nUme~o p~~mo y hagamo& fq(X) =
X2

+ X + q. Entonc.e& ta& 6~gu~ente6 eo nd cc co ne:s 6Ml equ.£vaten.-
te&:

1) q = 2,3,5,11,17,41.
2) £q(n) e6 un p~.£mo pa~a n = 0,1,2, ... ,q-2.
3) ~(If:4<l) t~ene .nU:me~o de c.£.a& e .£gual a 1.

Demo e t rac i on . La imp Licac i on 1) => 2) es una simple ve-

:281



rificacion. La equivalencia de las condiciones 2) y 3) fue
demostrada por la primera vez por Rabinovitch en 1912. En
1936, Lehm er demostr6 otra vez que 2) '* 3), mientras que
3) '* 2) fue demostradaode nuevo por Szekeres (1974) y por
Ayoub & Chowla (1981), que dieron una demostracion mas sen-.
cilIa. La demostracion de 3) '* 1) sigue de la determinacion
completa de todos los 'cuerpos cuadraticos imaginarios de nU-
mere de clase igual a 1. Como esta implicacion requiere pro-
fundos resultados, dare tambien la demostracion de 3) '* 2).

2),* 3). Sea d = 1-4q < 0, de modo que d = 1 (m6d 4).
Si q = 2 6 3, entonces d = -7 6 -11 y ~(Id) tiene a 1 como
n6mero de clase, como ya hemos visto. Supongamos ahora que
q ~ 5. Basta mostrar que todo primo p < 2/TOT/rr es inerte
en ~(Id).

En primer lugar, tomemos p = 2, como q = 2t-1, enton-
ces d = 1-4q = 1-4(2t-1) = 5 (mod 8), 10 que muestra que 2
es inerte en ~(;a).

Tomemos ahora p 1 2, P ~ 2/TOT/2 < /faT Y supongamos
que p no es inerte. Entonces (~) 1 -1 Y como ya 10 hemos

p
observado, existe b ~Z, 0 ~ b ~ p-1, tal.que p divide a
N(b+w), donde w = (1+/U)/2; es decir, p divide a (b+w)(b~~
= b2+b(w+w') +ww' = b2 +b +~ b2 +b +q = fq(b). Debemos
tambien notar que b i p-1, pues como ya 10 hemos visto,'p
divide a 1-d = 4q, de donde p = q < /fdT 111-4ql, de modo
que q2 < 4q-1 y, por consiguiente, q = 2 a 3, contrariamen-
te a las hipotesis.

Por hipotesis, fq(b) es entonces un n6mero primo; lue-
go ~ > p = fq(b) ~ fq(O) = q y de nuevo q = 2 6 3, con-
trario otra vez con las hip6tesis.

Esto muestra que todo primo p menor que 2/fdT/rr es
inerte y asi que h = 1.

3) ~ 1). Si ~(~) tiene n6mero de clase 1, enton-
ces d = 1-4q = -7,-11,-19,-43,-67,-163; luego q = 2,3,5,11,
17,41~

Como ya 10 he dicho, la demostracion queda asi com-
pleta; pero a6n asi es interesante indicar la demostraci6n
de3)~2).
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Supongamos que d = 1-4q Y que Ol(n) tiene a 1 por nu-
mere de clase. Entonces, 0 bien d -1,-2,-3,-7,0 bien d <

-7, de modo que d = -p, donde p - 3 (m6d 4) y q > 2.
Como hemos observado antes, 2 es inerte en Ol(~), de

modo que p = 3 (m6d 8). En seguida mostramos que si !es
cualquier numero primo impar, !< q, entonces (f) = -1. En! pefecto, si (-) = 1, t descompone en <Q(~). Pero h = 1, in-p
dica que existe un entero algebraico a = (a+b~)/2 tal que
At = Au·Aa', Entonces t2 = N(At) = N(Au)N(Aa') N(Aa)2
N(u)2, de modo que t = N(a) = (a2+b2p)/4. Por consiguiente,
p+1 = 4q > 4t = a2+b2p; de aqui 1 > a2 + (b2-1)p y necesaria-
mente a2 = 0, b2 = 1; es decir, 4t= p, 10 cual es absurdo.

Supongamos ahora que existe m, 0 ~ m ~ q-2, tal que
fq(m) m2+m+q no sea un numero primo. Entonces existe un

2 2 2primo t tal que t ~ m +m+q y m +m+q = at, con a ~ 1. Como
m2+m+q es impar, entonces t i 2. Por otra parte,

4t2 ~ (2m+1)2 +p < (P~1)2 +p = (P;1)2 ,

luego t < (p+1)/4 = q. Como se d~mostr6, (~) = -1. Sin embar-
go, 4at = (2m+1)2 + 4q-1 = (2m+1) +p; luego -p es un cuadra-
do modulo t; entonces, por la ley de la reciprocidad cuadra-
tica de Gauss, obtenemos

(-1) (t-1)/2 (f) (-1) (t-1)/2x(p-1)/2
p

10 cual es absurdo C ~ ) .
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