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Introduccion. ;Puede un polinomio no constante, de coeficien
tes enteros, tomar solamente valores primos?

iNo! a causa del siguiente

TEOREMA. S{ f(x) « Z[X] tiene grado positive, enton-
ces exdste una cantidad infinita de nimeros naturales n pa-
ra £os cuales £(n) es un numero compuesto.

Demostracion. E1 teorema es vdlido si f(n) es siempre
compuesto para todo n > 1. Supongamos pues, que existe n_ >1
tal que f(n ) = p es un nGmero primo. Cmm>%§2|f(n)l=a>existe n,
tal que si n > n,;, entonces | f(x)| > p. Tomemos cualquier h

que cumpla ng + ph > ny. Entonces f(n, +ph) = f(n,) + (mGlti-

(*) Este es el texto de una conferencia dada en la Universidad de Roma,
el 8 de mayo de 1986. Las notas originales desaparecieron cuando mis ma-
letas fueron hurtadas en Toronto (j!) Sin embargo, habia dado una copia
a mi amigo Paolo Maroscia, a quien no le hurtaron su equipaje en Roma (i')
¥y quien amablemente me dejd consultarla. Es bueno tener amigos.

(**) Traduccidn de Victor S. Albis.



plo de p) = (mGltiplo de p), de modo que f(ny, +ph) es com-

puesto.

Por otro lado, cabe preguntarse si un polinomio no
constante f(x) e Z[X] debe siempre asumir un valor primo.
Esta pregunta es interesante si f(X) es irreducible, primi-
tivo (es decir, el mdximo comiin divisor de sus ‘coeficientes
es igual a 1) y si méds aln no hay ningdn primo p que divida
a todos los valores de f(n) (para enteros arbitrarios n).

Bouniakowsky y mds tarde Schinzel § Sierpifiski (1958)
conjeturaron que cualquier polinomio f(X) € Z[X] que satis-
faga las anteriores condiciones asume un valor primo. Esto
nunca ha sido demostrado para polinomios arbitrarios. Para
los polinomios especificos f(X) = aX+b, con m.c.d. (mdximo
comin divisor) (a,b) = 1, la conjetura es valida, pues no es
otra cosa que el famoso teorema de Dirchlet: toda proghesdidn
arnitmética {b+ka| k = 0,1,2,...}, con m.c.d. (a,b) =1,
contiene un ndmero Lingindito de primos.

En mi nuevo libro intitulado ''The Book of Prime Number
Records" (El1 libro de récords de los nameros primos, Sprin-
ger-Verlag, 1987), he indicado algunas consecuencias asombro-
sas de la hipbtesis de Bouniakowsky, encontradas por Schinzel

§ Sierpifiski. Pero este no es el tema de este articulo.

A pesar del teorema y de lo que acabo de comentar, pa-
ra muchos polinomios es muy facil verificar que pueden tomar
valores primos, y hasta es posible concebir que puedan tomar
valores primos para muchos p enteros consecutivos. Por ejem-
plo, el famoso polinomio de Euler: f(X) = X2 +X+41 es tal
que f(n) es un primo si n=0,1,...,39 (cuarenta valores pri-

mos sucesivos):

41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151, 173, 197,
223, 251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593,
641, 691, 743, 797, 853, 911, 971, 1033, 1097, 1163,1231,
1301, 1373, 1447, 1523, 1601.

Sin embargo, £(40) = 40°+40+41 = 40xd41+41 = (41)2. Ob-
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servemos que si n > 0, entonces ( n)z + (-n) +41 = (n~1)l+
{n-1) +41, de modo que X2+X*41 toma también valores primos
para todos los enteros n = -40, -39,...,-2,-1.

(Qué otros polinomios se comportan de manera semejan-

te?

Algunos de tales polinomios pueden obtenerse facilmen-
te a partir de X% +X + C cambiando X por X-a, para algGn a >1.
Por ejemplo, (X-a)2+(X-a)+41 = X°-(2a-1)X + (a’-a +41); ha-
ciendo a = 1, tenemos XZ-X-41, que toma valores primos para
todo entero n entre -39 y 40; mientras que si hacemos a = 40,
tenemos X2-79X-+1601 que toma valores primos para todo ente-
ro n entre 0 y 79, pero €stos son los mismos valores que to-

2

ma X° +X +41, apareciendo cada uno dos veces. Resumiendo, es

de interés concentrar nuestra atencidén en los polinomios de

la forma X2

n=20,1,2,... . Si el valor en 0 es un primo q entonces C=q.

+X +C y sus valores en los enteros consecutivos

Como (q-1)2+(q—1)+q = qz, entonces en el mejor de los casos
X2 +X + q toma valores primos para 0,1,2,...,q-2 (como en el
caso q =41). Por ejemplo si f(X) = X2 +X+qyq-=2,3,5,11,
17,41, entonces f(n) es primo para n=0,1,...,q-2. Empero,

siq=17,13,19,23,29,31,37 esto no es cierto como puede ve-

rificarse con facilidad.

;Pueden encontrarse primos q > 41 para los cuales X2+
X +q tiene valores primos en n = 0,1,...,q-2? ¢(Hay una canti-
dad finita o una cantidad infinita de tales primos? En el ca-
so de que ésta cantidad sea finita, ;,cudl es el mdximo valor

posible de q?

El mismo problema puede plantearse para polinomios de
grado uno: f(X) = aX+b, con a,b > 1. Si £(0) es un primo q,
entonces b = q. Luego f(q) = aq+q = (a+1)q es compuesto Yy
en el mejor de los casos, aX +q toma valores primos para
X =0@47,i6s,q41.

.Se puedenencontrar estos polinomios? 0,equivalentemente,

A5
0o



;pueden encontrarse progresiones aritméticas de q nimeros
primos que tengan como primer elemento a q?
Para valores pequefios de q esto no es dificil.

Si q = 3, tomemos: 3,5,7, de modo que f(X) = ZX + 3.

Si q = 5, tomemos: 5,11,17,23,29, de modo que f(X) = 6X + 5.
Si q = 7, tomemos: 7,157,307,457,607,757,907,'de modo que
£(X) 150X + 7.

Muy recientemente, Keller me ha comunicado que para
q = 11,13 las mds pequefias de estas sucesiones estdn dadas
por los polinomios f(X) = d; X+ 11y f(X) = d13X-+13, con

d 1536160080 = 2x3x5x7x7315048

11

d 9918821194590 = 2x3x5x7x11x4293861989,

13

respectivamente; esta determinacidn requiridé una considera-
ble cantidad de cdlculos, ejecutados por Keller and Ld&h.

No se sabe si para cada primo q exista una progresidn
aritmética de q primos que empiece con q. Inclusive el pro-
blema de hallar progresiones aritméticas arbitrariamente
grandes conformadas s6lo por nGmeros primos (sin restriccio-
nes sobre el término inicial o la diferencia), aln permane-
ce sin respuesta. La mayor de tales progresiones aritméticas
conocida contiene 19 primos y fué hallada por Pritchard
(1985).

La determinacidn de todos los polinomios f(X) = X2+X+q
que cumplen: f(n) es un primo para n = 0,1,...,q-2 esta inti-
mamente relacionada con la teoria de los cuerpos cuadraticos
imaginarios. Con el fin de entender esta relacién indicaré

en seguida los principales resultados que precisaremos.

A) Extensiones cuadraticas. Sea d un entero que no es
un cuadrado, y designemos con K = Q(¥/d) al cuerpo de todos
los elementos de la forma a = a+b/d, a,b & Q. No hay pérdi-
da sustancial de la generalidad si suponemos que d no admite

factores cuadraticos, y, por tanto, que d # 0 (mdd 4). K/Q
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es una extens«dn cuadrdtica, esto es, K es un espacio vec-
torial de dimensidén dos sobre Q. Reciprocamente, si K es un
cuerpo que es extensidén cuadrdtica de @, entonces necesaria-
mente es de la forma K = Q(v/d), donde d es un entero sin fac-
tores cuadraticos.

Si d > 0, entonces K es un subcuerpo del cuerpo R de
los nGmeros reales y se le llama entonces un cuerpo cuadrd-
tico neal.

Si d < 0, entonces K no es un subcuerpo de R y se le
llama un cuenrpo cuadrdtico imaginario.

Sia=a+b/de K, con a,b e @, su conjugado es
a' = a-byd. Claramente a = o' precisamente cuando o = Q.

La norma de o es N(a) = aa' = az‘db2 e Q. Es obvio
que N(a) # 0 s6lo cuando o # 0. Si a,8« K entonces N(aB) =
N(a)N(B), en particular, si o « Q entonces N(a) = az

La traza de a es Tr(a) = a+a' = 2a « Q. St a,8 = K,
entonces Tr(a+B) = Tr(a) + Tr(8); en particular, si a = Q,
entonces Tr(a) = 2a.

Es claro también que a y o' son las raices de la ecua-

c16n cuadritica XZ-Tr(a)X +N(a) = 0.

B) Anillos de enteros. Sea K = Q(vd) donde d es un en-
tero sin factores cuadridticos. Decimos que o « K es un ente-
no algebraico cuando existen enteros m,n = Z tales que
12 +ma +n = 0.

Sea A el conjunto de todos los enteros algebraicos de
K. Entonces A es un subanillo de K, el cual es a su vez el
cuerpo de fracciones de A. Ademas, ANQ = Z. Si a= A enton-
ces su conjugado o' también lo estd. Claramente, a = A si, y
s6lo si, tanto N(a) como Tr(a) estdn en Z.

El siguiente es un criterio para decidir si el elemen-
to a = a+b/d, a,be @, es un entero algebraico: ae A si, y
s6lo si,

=uelZ, 2b=vel,

a
u2 -dv® = 0 (méd 4)

Usando este criterio, puede mostrarse que:



26 3 (mbd 4), entonces A = {a+byd; a,b e« Z}

Si1 d

Sid

1 (méd 4), entonces A = {a+g/3; a,be=2%, a=b (méd 2)}
Si ay y @, son enteros algebraicos tales que todo ele
mento o « A puede expresarse univocamente en la forma a =
Mmiog + ma,, CON my,m, Z, decimos que {al,az}'es una base

entena de A. En otras palabras A = Za1 & Zaz.

Sid= 236 3 (mdd 4), entonces {1,/d} es una base entera de A.

3 - . ]4/«]
Sid=1 (méd 4), entonces {1, —-——} es una base entera de A.

C) Discriminante. Sea a,,a, una base entera de A.

Entonces

2
Tr(u1) Tr(a1u2)
2
Tr(a1a2) Tr(az)

es independiente de la escogencia de la base entera. DK se
1lama el discaiminante de K y es un entero distinto de 0.
Sidz 26 3 (mébd 4) entonces

Tr(1) Tr(vd) 2 0
D = det = det = 44 .
Tr (/d) Tr(d)

Si d = (méd 4), entonces
Tr(1) Tr(';‘/a) , ]
v 14vd @ 2| eTip i vasw) ) i1
Tr(——) Tr((—) ) 2

Siempre se tiene D = 0 6 1 (méd 4). En términos del discri-

minante, podemos escribir

A = {35%@ | a,be 2z, a’ = Db% (méd 4)},
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D) Descomposicidon de primos. Sea K = Q(v/d), donde d
no tiene factores cuadrdticos, y sea A su anillo de enteros.
El ideal P # 0 de A es un {deal primo si el anillo resi-
dual (anillo cociente) A/P no tiene divisores de cero.

Si P es un ideal primo de A, existe entonces un Gnico
niimero primo p tal que PNZ = Zp, o lo que es equivalente,
tal que P =2 Ap.

Si I y J son ideales no nulos de A, se dice que I di-
vide a J cuando existe un ideal I, de A tal que I-I; = J.

El ideal primo P que contiene al nlmero primo p divi-
de al ideal Ap.

Si I es un ideal no nulo de A entonces el anillo re-
sidual A/I es finito. La norma de I se define como N(J) =
#(A/1).

Propiedades de 1a norma.
Si I y J son ideales no nulos, entonces N(I+J) =

N(TINCJ) .
Si I divide a J entonces N(I) divide a N(J).
Si ae A, o # 0, entonces N(Aa) = |N(a)| (valor abso-

luto de la norma de o). En particular, si a € Z entonces
N(Aa) = a’. :

Si el ideal primo P divide a Ap, entonces N(P) es
igual a p o a pz.

Si I y J son ideales no nulos y I 2 J entonces I divi-
de a J.

Cada ideal I # 0 se expresa univocamente como el pro-

ducto de potencias de ideales primos
n ei
1= TT P.
i=1 1

Todo ideal I # 0 puede ser generado por dos elementos
unos de los cuales se pude tomar en Z: si INZ = Zn, enton-
ces I = An +Aa, para algn o « A. En este caso usamos la si-

guiente notacidén I = (n,a).



Consideremos ahora el caso especial de un nimero pri-
mo. Entonces Ap es de uno de los tipos siguientes:

2

Ap = P®, donde P es un ideal primo: p se ramifica en K

Ap = P, donde P es un ideal primo: p es {neate en K

Ap P.P,, donde P1 y P2 son dos ideales primos distintos:

p se descompone en K.

Observemos también que si Ap = I-J, donde I y J son
ideales # A, no nccesariamente distintos, entonces I y J

deben de hecho ser primos.

Indicaremos ahora cdando un nimero primo p se ramifi-
ca, se descompone o es inerte y daremos también generadores
para los ideales primos de A. Hay dos casos: p # 2, p = 2.

Si (%] denota el simbolo de Legendre, tenemos:

St
]

0 cuando p divide a d

= +1 cuando d es un cuadrado mddulo p

—~ o~
o[- ST WL TT-W

= -1 cuando d no es un cuadrado mddulo p.

Supongamos que p # 2.
1) Si p divide a d entonces Ap = (p,7/d)>

1"
[

2) Si p no divide a d y no existe a €« Z tal que d =
(md6d p), entonces Ap es un ideal primo.

3) Si p no divide a d y existe a « Z tal que d = a’ (méd p),
entonces Ap = (p,a+/d)-(p,a-vd).

Luego
1) p se namifica 84, y 8620 84, (%) =0
2) p es inente 84, y 46Lo 84, (%) = -1

3) p se descompone 54, y s6Lo 84, (%) =.1.
Demostracion. Esta se divide en varias partes:

a) S«& (%] = -1 entonces Ap es un Ldeal primo. Supongamos
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)
de modo que Ap = PP' 6 P7, donde PNZ = Zp. Sea

jue 1o,
e A tal que P = (a,p) = Au, entonces P|Aa y consecuente-

mente p divide a N(P), el cual a su vez divide a N(Aa) =

[N(a)|. Si p|la, entonces a/p €« A y P = Ap(i,%) = Ap, lo cual

es absurdo. Luego pf{fo. Entonces

]d =2 6 3 (méd 1) [a =a+b/d, con a,b = Z }
S = >
|d=1 (mdd 4) la =a+g/3’ con a,beZ, azb (méd 2)|
[N(a) = a’-db? 3%
= a2.gb2¢ ™ P divide a a“®-db”".
e - eZa?

)

Luego a“” = db’ (méd p) vy p{b (pues si né, pla y por tanto
pla, lo cual es absurdo).

Sea b' tal que bb' = 1 (mdéd p), de modo que (ab')Z =
d (mdéd p). De aqui resulta que o bien p|d, o bien (%) = +1,
lo cual es contradictorio.

b) S« (%) = 0 entonces Ap = (p,/a)z. En efecto, sea P =
(p,vd), de modo que p? = (pz,p/ﬁ,d) = Ap. (p, d,d/p) puesto
que d/pe Z. Pero d no tiene factores cuadrdticos y asfi
m.c.d.(p, d/p) = 1; por .consiguiente, p2 = Ap vy esto implica
que P es un 1ideal primo.
) S¢ (%}7
¢ p-1 ya” = d (mbd p).

En efecto (p,a+vd)(p,a-vd) = (pz,pa+p/3,pa—p(§,a2»d)

= Ap(p,a+vd,a-vd,(a2-d)/p) = Ap-(p,a+/d,a-vd, Za’a;—d) = Ap,

porque m.c.d. (p,2a) = 1. Si uno de los ideales (p,a+v/d),

(p,a+/d) (p,a-v¥d), donde 1 < a

]

= -1 entonces Ap

(p,a-v¥d) fuese igual a A, también lo seria el otro, lo cual
es imposible.

Luego (p,a+v/d) y (p,a-vd) son ideales primos. Ademis,
son distintos, pues si (p,a+vd) = (p,a-vd), serian iguales a
su suma (p,a+vyd) + (p,a-vd) = (p,a+vd,a-/d,2a) = A, lo cual
es absurdo.

Finalmente, estos tres casos son excluyentes y exhaus-
tivos. Por lo cual las aseveraciones reciprocas son también

validas.



1]

Nota. Si d = 1 (méd 4) y d = a2 (méd p), entonces
(p,a+/d) = (p,2(a-1)+w), donde w = (1+/d)/2 y 2¢ = 1 (mSdp)
Luego si (%) # -1 existe be Z, 0 < b ¢ p-1, tal que p di-
vide a N(b+w) y, ademds, si b = p-1 entonces d = 1 (méd 4).

En efecto, a+v/d = a-1+ 2. Si 2¢ = 1 (méd p), entonces
(p,a+v/d) = (p,(a-1)+2w) = (p,L(a-1)+w). ‘

Si (%) # -1, existe entonces un ideal primo P que di-
vide a Ap, donde P = (p,a/d), 0 < a < p-1. De modo que
P = (p,b+w) donde 0 < b < p-1, b = £(a-1) (méd p).

Como P 2 A(b+w), entonces p divide a N(P), que a su
vez divide a N(b+w). Finalmente, si p divide a N(p-1l+w) =
N((2p-1+vd)/2) = [(2p-1)>-d]/4, entonces p divide a (1-d)/4,

de donde d = 1 (méd p).

Supongamos que p = 2.

Si d = 2 (m6d 4), entonces A2 = (2,v/d)%.

Si d = 3 (mbéd 4), entonces A2 = (2,1+/d) 2.

Sid =1 (mdd 8), entonces A2 = (1,w)(2,0').
Sid =5 (méd 8), entonces A2 es un ideal primo.

Luego:
2 6 3 (mdd 4)

1) 2 se hamifdica 54, y 5680 84, d

n
(%2

2) 2 ¢s 4Lnente 54, y s6Lo s4, d (méd 8)

3) 2 se descompone 84, y 560 s4, d 1 (méd 8).

Demostracién. También se divide en varias partes:

a) S¢ d =5 (m6d 8),entonces A2 es un Ldeal primo. Si néd,
A2 = pp' & pz, donde PNZ = Z2. Luego existe o = A tal que
P = (2,a) 2 Aa, de modo que P divide a Aa y 2 divide a
N(P), el cual a su vez divide a N(a).

Si 2|o entonces P = A2. (1,a/2) = A2, lo cual es ab-
surdo. Luego 2fa = (a+bv/d)/2, donde a = b (méd 2), de modo
que N(a) = (az-db2/4. De 2|N(a) resulta que 8 divide a
aZ-db2 = a2-5b2 = a%+3b2 (méd 8).

Si a y b son impares, entonces a? = bl = 1 (méd 8),
con lo cual a2+3b2 = 4 (méd 8), que es absurdo. Luego a y
b son ambos pares: a = 2a', b = 2b', a = a'+b'/d y 2 divi-
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de a N(a) = a'z - db'.).

Cuando d es impar, entonces a' y b' son ambos pares o
ambos impares. Si a' y b' son pares, entonces 2 divide a o
lo cual es absurdo.

Si a' y b' son ambos impares, entonces a = a'+b'vd =
(mGltiplo de 2) +1 +v/d = (mQltiplo de 2) +2w = (mGltiplo de
2), lo que es también absurdo.

b) S< d = 1 (méd 8) entonces A2 = (2,w)(2,w'). En efecto,
(2,w)(2,w") = (4,2w,2w',(1-d)/4) = A2(2,w,w',(1-d)/8) = A2,
pues w+w' = 1.

También (2,w) # (2,w'), porque si no estos ideales se

rian iguales a su suma (2,w,w') = A, ya que w+w' = 1.

€) Sid =263 (méd 4) entonces A2 = (2,/0)% 5 (2,1+/3)2,
respectivamente. Primero hagamos d = 4e+2, de modo que
(2,/3)2 = (4,2/d,d) = A2.(2,/d,2e+1) = A2; de esto resulta
que (2,v/d) es un ideal primo.

Ahora, hagamos d = 4e+3, de modo que (Z,1+/3)2 =
(4,2+2/d,1+d+2/d) = (4,2+2/d,4(e+1)+2/d) = A2.(2,1+/d,
2(e+1)+v/d) = A2-(2,2e+1,1+/d,2(e+1)+/d) = A2, de esto resul-
ta que (2,1+/d) también es primo.

Finalmente, estos tres casos son excluyentes y exhaus-
tivos, por lo que las afirmaciones reciprocas son también va-

lidas.

E) Unidades. E1 elemento a & A es una undidad si exis-
te B« A tal que aB = 1. E1 conjunto U de las unidades es
un grupo para la multiplicacidn. Aqui presentamos una des-
cripcidén del grupo de las unidades en los varios casos. Su-

pongamos primero que d < 0.

Sea d # -1, -3. Entontes U = {+1}.
Sea d = -1. Entonces U = {#1,*i}, donde i = V/-T1.
Sea d = -3. Entonces U = {t1,tp,tpz}, donde 03 = 1. p. F 1,

es decir, p = (-1+/-3 )/2.



Sea ahora d > 0. Entonces el grupo de las unidades es el
producto U = {x1}xC, donde C es un grupo multiplicativo ci-
clico infinito. Luego C = {e" |n = Z}, donde ¢ es la unidad
mids pequefia mayor que 1. Esta unidad € se 1llama la unidad

gundamental .

F) E1 ndmero de clase. La teoria de los cuerpos cua-
driaticos de nGmeros se origindé en el estudio de las foamas
cuadrdticas binanias aX® +bXY + cY? (donde a,b,c = Z y ac #
0). El discrniminante de La forma es, por definicidn, D =
b2—4ac. Observemos que D = 0 6 1 (méd 4), de modo que pode-
mos escribir d = D/A 6 d = D, respectivamente.

Un entero m se dice que es nepresentable por La gomma
si existen enteros x € y que cumplen m = axz +bxy +cy”.

Si una forma a'X'Z+b'X'Y' +c'Y'? se obtiene de la

anterior mediante un cambio lineal de variables.

X

hX' + kY',

Y mX' + nY' ,

donde h,k,m y n son enteros y el determinante hn-km = 1,
entonces las dos formas representan los mismos enteros. En
este sentido es razonable considerar estas formas como equ{-
calentes. Claro estd, formas equivalentes tienen el mismo
discriminante.

En sus '""Disquisitiones Arithmeticae'" Gauss clasificd
a las formas binarias cuadrdticas con un discriminante da-
do D. Definid asi mismo una operacidn de composicidén entre
clases de equivalencia de formas con un discriminante dado.
Estas clases conforman un grupo para esta operacidén. Mostrd
ademias que, para cualquier discriminante dado D, sdlo exis-
te un nGmero finito de clases de equivalencia de formas bi-
narias cuadriticas.

Mds tarde la teoria se reinterpretd asociando con ca-
da forma aX® +bXY +cY? de discriminante D, el ideal I de
Q(/d) = Q(v/D) generado por a y (-b+v/D)/2. Si declaramos dos
{deafes I y I' como equivafentes cuando existe a = Q(/d),
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a # 0, tal que 1 = Aa-I', vemos que formas binarias cuadra-
ticas equivalentes se corresponden con ideales equivalentes,
y que la composicidn de clases de formas se corresponde con
la multiplicacidn de clases equivalentes de ideales. Luego
Q(v/d) tiene un ndmero f§inito de clases de ideales. Denote-
mos con h = h(d) el nGmero de clases de ideales, o ndmexc
de clase del cuenpo Q(Vd).

Este nimero clasal h(d) es igual a 1 precisamente cuan-
do cada ideal de Q(v/d) es un ideal principal.

Gauss conjeturd que para cada h » 1 existe s6lo una
cantidad finita de cuerpos cuadrdticos imaginarios Q(vd)
(d < 0), que tienen nGmero de clase igual a h. Dentro de po-

co diré algo mas sobre esta conjetura.

Por ahora indicaré como calcular el nGmero de clase
del cuerpo cuadritico Q(v/D). Definamos el nfimero real 8 de

la sigulente manera
D/2 si D> 0,

2/-D/m si D < 0.

Un ideal no nulo I de A se dice nommaldizado si N(I) <
(8] (la parte entera de 8). Diremos que I es paimitive si no
existe ning@n primo p tal que Ap divide a I.

Con N denotemos al conjunto de los ideales primitivos
normalizados de A. Si I « N y p es un primo ramificado, en-
tonces ple(I); si p es inerte, entonces p|N(I). Luego

ND =TT < TT 7P

r seramifica p sedescompone

Puede demostrarse que cada clase de ideales contiene
un ideal primitivo normalizado. Como para cada m > 1 existe
a lo sumo un nimero finito de ideales I de A tales que
N(I) = m, esto muestra una vez mds, que el nGmero de 1las
clases de ideales es finito.

Observemos que si N consiste tan s6lo del ideal unidad



A = A-1, entonces h = 1. Luego, si todo primo p que cumple
P < [6] es inerte, se tiene que h = 1. En efecto, si1 1 N
entonces N(I) = 1, luego es el ideal unidad, lo que hace
que h = 1.

Denotemos con N(N) al conjunto de enteros N(I), donde
I & N. "

Con el finde decidir si los ideales I'y I & N son equi-
valentes, serd necesario decidir qué enteros m « N(N) sonde
la forma m = N(Aa).

Sea m > 1 y hagamos

u+vwd cuandod =2 & 3 (méd 4), con u,v = Z ,

Eﬁ%ﬁg cuando d = 1 (méd 4), con u,v €« Z, u = v (méd 2)

r'4

Entonces Aa es un Ldeal primitivo con N(Aa) m A4, y 8680

A4,
m = uz-dv2 , mc.d. (u,v) =1 si d=23 3 (méd 4)

2. 4y2
m=Y"8" opcd (BY,v)=1 si d

4

1 (mdd 4).

(ésta es la llamada hepresentacidn primitiva de m).

Demostracién. Sean d = 2 6 3 (mdd 4), m = N(Aa) =
qu-dvzl, de modo que m.c.d. (u,v) = 1, pues Aa es primiti-
vo.

Sean d = 1 (méd 4), m = N(Aa) = qu—dv2|/4. Como
p|(u,v)/2 y p|v implica que a = (u,v)/2+v(1+/d)/2 es divi-
sible por p, lo cual es contrario a las hipdétesis, resulta
también que m.c.d. ((u-v)/2,v) = 1.

Reciprocamente, sea d = 2 6 3 (mdéd 4), de modo que
N(Aa) = m; si p divide a Ao y dado que {1,/d} es una base
entera, entonces p|u, p|v, lo cual es absurdo.

Sea d = 1 (méd 4), de modo que N(Aa) = m; si p divi-
de a Aa y dado que a = (u-v)/2 +v(1+/d)/2 y {1,(1+/d)/2},
es una base entera, resulta que p divide a (u-v)/2 y a v,

ilo que es absurdo!
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Calculo del ndmero de clase. Sca d > 0, de modo ques = VD/2.
(6] = 1.

Como 1 < vD/2 < 2 entonces A < D < 16, con D = 0 6
1 (méd 4), luego D « {4,5,8,9,12,13} y, por consiguiente,
d e {5,2,3,13}.

Ahora N(N) = {1}, luego N consiste Unicamente del ideual
unidad, y en consecuencia, h = 1.
[6] = 2.

Como 2 ¢ vD/2 < 3, entonces 16 < D < 36, con D =
1 (méd 4); luego D = {16,17,20,21,24,25,28,29,32,33} y en
consecuencia de {17,21,6,7,29,33}.

Ahora N(N) = {1,2}.

Tomemos por ejemplo d = 17. Como 17 = 1 (méd 8), tene-
mos que A2 = PP', N(P') = 2, 2 = |3%-17x1%|/4, m.c.d.
(é;ll ,17) = 1; luego P = Aa, a = (3+/17)/2, P' = Aa',
a'.= (3-¥/17)/2. Luego el ntmero de clase es 1.
21. Como 21 = 5 (mbéd 8), entonces

n
()
O

n
]

Tomemos ahora d
A2 es un ideal primo, 2 es inerte y por tanto h = 1.

Si d = 6, entonces 2 divide a 24 = D, de modo que 2
se ramifica: A2 = PZ, y 2 = |22 -6X12|, m.c.d. (2,1) = 1.
Luego P = Aa, con a = 2+/6. Por consiguiente h = 1.

(6] = 3.

Como 3 < %/ﬁ < 4 entonces 36 < D < 64, con D = 0 &
1 (méd 4). Luego D= {36,37,40,44,45,48,49,52,53,56,57,60,
61} y, por consiguiente, d = {37,10,41,11,53,14,57,15,61},

Ahora N(N) = {1,2,3}.

Tomemos por ejemplo d = 10. Como 2 divide a 40 = D en-
tonces 2 ramifica A2 = R%. Como (%g) = (%] = 1, entonces 3
se descompone: A3 = P-P'. Los ideales R, P, P' son primiti-
vos.

2 no tiene representacidn primitiva: si 2 = ]u2-10v2|
entonces u2 = 10v2 +2 = +2 (mdéd 10), lo que no es posible.

3 no tiene representacidén primitiva: si 3 = u"-10v~
entonces u2 = 1Ov2 +3 =+3 (mdéd 10), lo que tampoco esS poOsSl-
ble.

Luego R, P, P' no son ideales principales. Los ideales



RP, RP' son primitivos. También, -2x3 = -6 22-1OXI2,

m.c.d. (2,1) =1, 2x3 = N(RP) = N(RP'); luego RP y RP' son idea-
les principales. En conclusién h = 2.

Sea ahora d < 0, de modo que & = 2V/-D/7.
(6] = 1.

Como 1 ¢ 2/-D/m < 2, entonces wt/a < D]« nz, y
(8] 06 3 (mébd 4) implican que |D| « {3,4,7,8}. Por con-
siguiente, d « {-3,-1,-7,-2}. Ahora N(N) = 1, luego N con-
siste s6lo del ideal unidad, de modo que h = 1.

(6]

2.

Como 2 ¢ 2V/-D/m < 3, entonces < |D| < gn2/4, y
[6] = 06 3 (méd 4) implican que |D| « {11,12,15,16,19,20},
y, en consecuencia, d ={-11,-15,-19,-5}.

Tomemos, por ejemplo, d = -11. Como -11 = 5 (méd 8),
2 es inerte y asi h = 1.

Tomemos d = -5. Como 2 divide a D = -20 se ramifica:
A2 = P2,

2 no tiene representacidén primitiva: si 2 = |u2+5v2[
entonces ul = —5v2+2 = 2 (mdd 5) lo que es imposible. Tam-
bien -5 = 3 (méd 4). Luego P no es principal y asi h = 2.

Tomemos d = -19. Como -19 = 5 (méd 8), 2 es inerte y
consecuentemente h = 1.

[6] = 3.

Como 3 < 2/-D/m < 4 entonces pﬂ2/4 < |D| < 4n2, y
ID|] = 0 6 3 (méd 4), lo cual implica que |D| = {23,24,27,
28,31,32,35,36,39} y, por tanto, d « {-23,-6,-31,-35,-39}.

Tomemos d = -31. Como -31 = 1 (mdd 8) entonces A2 =
PP'. Como (l%l) = (%l](%) = -1, A3 es un ideal primo.

2 no tiene representacidn primitiva: si 2 = h3+3h%|/4,
con m.c.d. ((u-v)/2,v) = 1, entonces 8 = u2+3/v2, lo que es
imposible. Como -31 = 1 (méd 4), P y P' no son ideales prin-
cipales. Si P y P' son equivalentes, entonces P = P'-Aa,
de modo que P2 = PP'Aa A(2a) y asi 4 = N(PZ) = 4N(Aa) v,
en consecuencia, N(Aa) 1. Resulta, pues, que Aa = Aa y
P = P', 1o cual es absurdo. En conclusidén, h = 3.

Estos ejemplos bastan para ilustrar cdémo calcular el
nimero de clase al menos para valores pequefios del discrimi-

nante.
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Determinacion de todos los cuerpos cuadraticos con numero
de clase 1.

Sea d > 0. Se ha conjeturado que existe una cantidad
infinita de enteros d > 0 para los cuales Q(v/d) tiene nfime-
ro de clase 1. Este asundo es dificil de resolver, pero se
espera que la conjetura sea cierta.

Por ejemplo, sabemos que existen 142 cuerpos Q(vd),
con 2 £ d < 500, que tienen a 1 como nGmero de clase.

Sea d < 0. Hemos visto que si1 N contiene sdlo al ideal

unidad, entonces h = 1. Pero reciprocamente:

S¢ d< 0y h =1, entonces N = {A}.

Demostracién. Si |D| ¢ 7, la afirmacién es correcta.
Sea, pues, |D| > 7, y supongamos que existe I =N, I # A,
de modo que existe un ideal primo P que divide a I. Entonces
N(P) = p & pz, donde p es un ntmero primo. Si N(P) = p° en-
tonces p es inerte a Ap = P divide a I y asi I no seria pri
mitivo, lo que es contradictorio. Si N(P) = p y dado que P
divide a I, entonces p < N(I) < [8] < 2/]D[/n. Si p tiene
una representacidn primitiva: si d = 2 6 3 (m6d 4), entonces
d = D/4, de modo que p = uz—dvz; luego v # 0 y, por consi-
guiente, 2/]D[/n > p > |d|/4 > |D|/4, con lo cual 7 > D, nue-
vamente un absurdo. Por tanto, P no es aun ideal principal
y h # 1, 1o que es contrario a la hipdtesis!

Gauss desarrolld una teonia de géneros y demostré:

Sid<0ysit ?s el numero de factores primos distin-

t-

tos de D, entonces 2 divide al ntGmero de clase de Q(Vd).

-4,-8 6 -p, donde p es

2

un primo, p = 3 (méd 4); luego d = -1,-2 6 -p.

Luego si h = 1, entonces D

De esta discusidn se sigue que:

Si D= -3,-4,-7,-8, entonces h T4

Si D# -3,-4,-7,-8 y D= -p, p =3 (méd 4), entonces h = 1
si, y s6lo si, N = {A}, y esto es equivalente a las siguien-
tes condiciones: 2 es inerte en Q(Y-p),y si p es cualquier
primo impar y q ¢ [8], entonces (%?) = -1, es decir, q es
inerte en Q(v/-p).

Este criterio se usa en la determinacidn de todos los



D < 0, |D|] ¢ 200, tales que h = 1.

1. Esto da los discriminantes D = -3,-4,-7,-8.

—
D
Sl

[}

2. Ahora -20 ¢ D ¢ -11, con D = -p, p = 3 (méd 4), de
modo que D = -11 6 -19.

Como -11 = 5 (méd 8), 2 es inerte y, por tanto, para

D=-11es h = 1. :

Andlogamente, como -19 = 5 (md6d 8), 2 es inerte Yy,

por tanto, para D = -19 es h = 1.

(6]

[6] = 3. Ahora -39 < D -23, con D = -p, p = 3 (méd 4), de

modo que D = -23 6 -31. Pero -23 # 5 (mdéd 8), -31 £ 5 (md6d§
y asi los nlmeros de clase de Q(v-23) y Q(/-31) no son igua-
les a 1.

[6] = 4. Ahora -59 < D -40, D= -p, p = 3 (mdéd 4), de mo-

do que D = -43,-47,-59. Como -43 = 5 (méd 8) y (=%3) = -1,
entonces Q(v/-43) tiene nimero de clase 1. Como -47 # 5
(méd 8) vy (;%2) = 1, entonces 3 no existe. Luego los nime-

ros de clase de Q(vV-47) y Q(¥-59) no son iguales a 1.
El mismo tipo de cdlculos conduce a:

D = -67, con nGmero de clase 1.
ningn discriminante.

) r——

D D DO D

G it Boiid, Siind
]

5
6
= 7 : ningln discriminante.
8 D = -163, con namero de clase 1.

Este proceso puede continuarse mds alla de 200, pero
no conduce a ningGn discriminante de nimero de clase igual
a 1. Por supuesto, esto no nos permite decidir si existen
otros tales discriminantes, ni decidir tampoco si sélo hay
un nmero finito de cuerpos cuadriticos imaginarios de nf-

mero de clase igual a 1.

En un trabajo clidsico, Heilbronn y Linfoot mostraron
en 1934, usando métodos analiticos, que ademds de los ejem-
plos anteriores existia a lo sumo otro valor de d < 0 para
el cual elnimero de clasede Q(/d) era 1. Lehmer mostré que
si un tal discriminante existia, debia cumplir con |d| >
5x10°. En 1952, Heegner demostrd que ningln otro d podia
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existir, pero su prueba contenia algunos pasos confusos vy
posiblemente una brecha en su razonamiento. Baker 1llegd a
la misma conclusidén en 1966, con su método que involucra
cotas inferiores efectivas en formas lineales de tres lo-
garitmos; esto tambi&n lo mencionard en su articulo de 1971.
Por caso la misma época, e ignorante de los resultados de
Heegner, pero con ideas muy semejantes, que tienen que ver
con las funciones elipticas modulares, Stark demostrdé que
no es posible que exista otro valor adicional de d. En es-
ta forma se determinaron todos los cuerpos cuadridticos ima-
ginarios de nGmero de clase 1. En 1968 se produjo algo asi
como un anticlimax, cuando Deuring logré enderezar la demos-
tracidn de Heegner.

Este es el momento para decir que la conjetura de
Gauss también se resolvid afirmativamente. Gracias a 1los
trabajos de Hecke, Deuring, Mordell y Heilbronn, se pudo es-
tablecer que si d < 0 y |d| tiende a infinito, también 1lo
hace el nGmero de clase de Q(v/d). Luego para cada h » 1 sé-
lo existe una cantidad finita de cuerpos Q(/d), con d < 0,
que tienen naimero de clase h. La determinacidén de todos los
cuerpos cuadrdticos imaginarios de nGmero de clase igual a
2 fue lograda por Baker, Stark y Weinberger.

Una estimativa explicita de la cantidad de cuerpos
cuadraticos imaginarios con nimero de clase dado se ha ob-
tenido gracias a los esfuerzos de Siegel, Goldfeld, Grossy
Zagier. Para este asunto, sugiero leer el articulo de Gold-
feld (1985).

G) E1 teorema principal.

TEOREMA. Sea q un ndmeno paimo y hagamos fq(X) =
XZ +X +q. Entonces Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:
P« 2.5.8 01.17,.41,
2) £ (n) es un primo para n = 0,1,2,...,q9-2.
3) Q(/1-4q) tiene ndmeno de clase igual a 1.

Demostracién. La implicacidén 1) =>2) es una simple ve-



rificacidn. La equivalencia de las condiciones 2) y 3) fue
demostrada por la primera vez por Rabinovitch en 1912. En
1936, Lehmer demostr6 otra vez que 2) = 3), mientras que
3) = 2) fue demostrada de nuevo por Szekeres (1974) y por
Ayoub § Chowla (1981), que dieron una demostracidn mids sen-
cilla. La demostracidn de 3) = 1) sigue de la determinacidn
completa de todos los cuerpos cuadrdticos imaginarios de mi-
mero de clase igual a 1. Como esta implicacidén requiere pro-
fundos resultados, daré también la demostracidn de 3) = 2).

2) > 3). Sea d = 1-4q < 0, de modo que d = 1 (m6d 4).
Siq =236 3, entonces d = -7 6 -11 y Q(/d) tiene a 1 como
nimero de clase, como ya hemos visto. Supongamos ahora que
q > 5. Basta mostrar que todo primo p < 2/[d[/v es inerte
en Q(v/d).

En primer lugar, tomemos p = 2, como q = 2t-1, enton-
ces d = 1-4q = 1-4(2t-1) = 5 (m6éd 8), lo que muestra que 2
es inerte en Q(/d).

2/Td[/2 < /Jd] y supongamos

) # -1 y como ya lo hemos

Tomemos ahora p # 2, <
que p no es inerte. Entonces (
observado, existe b «Z, 0 < b < p-1, tal.que p divide a
s
-d

. ole

N(b+w), donde w = (1+/0)/2; e dec1r, p divide a (b+w) (b
2 = Blap +q = fq(b). Debemos

= b2+b(w*w') *ww' = b2 +b +1
también notar que b # p-1, pues como ya lo hemos visto, p
divide a 1-d = 4q, de donde p = q < /[d] = /[1-4q], de modo

que q2 < 4q-1 y, por consiguiente, q = 2 6 3, contrariamen-

te a las hipdtesis.

Por hipdtesis, fq(b) es entonces un nimero primo; lue-
go vdq-1T > p = fq(b) > fq(O) = qy de nuevo q = 2 6 3, con-
trario otra vez con las hipdtesis.

Esto muestra que todo primo p menor que 2Y[d[/m es
inerte y asi que h = 1.

3) = 1). Si Q(/7-4q) tiene nGmero de clase 1, enton-
ces d = 1-4q = -7,-11,-19,-43,-67,-163; luego q = 2,3,5,11,
17,411

Como ya lo he dicho, la demostracidn queda asi com-
pleta; pero alin asi es interesante indicar la demostracidn

de 3) =2).
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Supongamos que d = 1-4q y que Q(v/-d) tiene a 1 por ni-
mero de clase. Entonces, o bien d = -1,-2,-3,-7, o bien d <
-7, de modo que d = -p, donde p = 3 (méd 4) y q > 2.

Como hemos observado antes, 2 es inerte en Q(/-p), de
modo que p = 3 (méd 8). En seguida mostramos que si £ es
cualquier ntGmero primo impar, £ < g, entonces (£) = -1. En
efecto, si (g} = 1, £ descompone en Q(v/-p). Pero h = 1, in-
dica que existe un entero algebraico a = (a+b/-p)/2 tal que
AL = Aa-Aa'. Entonces £° = N(AL) = N(Aa)N(Aa') = N(Aa)? =
N(a)z, de modo que £ = N(a) = (a2+b2p)/4. Por consiguiente,

p+l = 4q > 42 = a2+b2p; de aqui 1 > a2 +(b2—1)p y necesaria-
mente a2 =4 8 b2 = 1; es decir, 42 = p, lo cual es absurdo.
Supongamos ahora que existe m, 0 ¢« m € q-2, tal que

fq(m) = m2+m+q no sea un nGmero primo. Entonces existe un

primo £ tal que 22 < m2+m+q y m2+m+q = af, con a > 1. Como
m2+m+q es impar, entonces ¢ # 2. Por otra parte,

21,2 2
4e? < (2m+1)z +p < (Ral) +p = (R%l] s
luego £ < (p+1)/4 = q. Como se demostrd, [é] = -1. Sin embar-

go, 4atl = (2m+1)2 +4q-1 = (2m+1)2 +p; luego -p es un cuadra-
do médulo £; entonces, por la ley de la reciprocidad cuadrd-

tica de Gauss, obtenemos

e (D)

(%} (%) _ (_1)(£'1)/2 (é)(_1)(£'1)/2><(p-1)/2
- £,

lo cual es absurdo (!!).
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