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CONVERGENCIA EN RELACION

por

Nicolds M. ZALOTE

Summary. The involvement in a subset of EXE of the conven-
tional definition of 1limit on a topological space E, leads in
a natural way to Convergence in relation theory, whose primary
results will be shown in this paper.

Sea E° un espacio dotado de una relacién binaria re-
flexiva (+), definida por un subconjunto R del producto car-
tesiano ExE. Para indicar que el par (x,y) pertenece a R em-
plearemos la notacidn x = y. De este modo se cumplen las pro-
piedades siguientes:

1) Lo tgualdad sobre E en el sentido ordinario: X = y,
implica la "igualdad en relacién"”, x = y.

I11) Si para todo (x,y) € R resulta x = y, se verifica
entonces, que R = Ry = {(x,x) | x = E}.

Llamaremos clausura en relacidén de un subconjunto no-
- - . - .
vacio A de E, al conjunto A definido por:

A = {x e E|3aes A:x = a}.

Se prueba con facilidad que:

III) Ac A",



V) (Ag A" = A UA.
V) AcB= A" c B

VI A <= NAS
)(P D Q

~

Poniendo ¢° = ¢, se puede, entonces, definir una pseu-
do-clausura, en el sentido de Kuratowski, ([1],pg.43), me -

diante
A= P(E) — &(A) = A" « P(E).

Sea u la topologia asociada a ¢. Probemos que:

VII) & es una clausura; es decir, se tiene: A" = A',
para todo A = E, si y sdlo si (*) es transitiva.

En efecto, si la relacidén dada es transitiva, resulta:

XEA"-—->3yzA':x5y=>3a€A:g;a=>x;a=>x e A,

Reciprocamente, supongamos que & sea una clausura y que:
x £y, y = z. Entonces, se tiene: x = y =>x « {y}', y = z
=y e {z}, y por tanto: x « {y}" = {z}" = {z}'=«x = z.

VIII) St (+) esta definida por R, todo subconjunto de
E resulta cerrado para la topologia W y reciprocamente. (Es

inmediatn).

Dotemos, ahora, a E de una topologia t, tal que el
sistema de entornos N; no se reduzca al pl no E para ninglin
punto x & E. Esta restriccidn no es esencial pero facilitala
exposicidén, al disponerse para todo x « E de una base Bx de

entornos U, abiertos y distintos de E.

Esto sentado, diremos que una red (XL)I con valores en
E; converge en relacién hacia un punto x = E, si estd even-
tualmente en la clausura en relacidén U de cada U = ﬁx' Dicho

de otro modo, si
¥ = Bx’ BLU <1 : Ly s 4 =>xi e u .

Para expresarlo, emplearemos la notacidn: (XL)I - X .



Empecemos dando las propiedades iniciales siguientes:

IX) Sz (XL)I f% X, existen dos redes (yj)J’ (xj)J 5
definidas sobre un mismo conjunto dirigido J, tales que:
a) (yj)J es subred de (xi)l’ en simbolos (yj)J E'(xé)l.

b) y, = Zj’ ¥ji e 7J.

1
C) (Zj)J = X.

En efecto, el conjunto J = {§ = ({,U) |[{=1, U=B ,xL,eu'}
se puede ordenar por: (L,U) < (L' ,u Je=>(Lg4") MU' =Uu).
Por otro lado, la aplicacidn j = (L,U)e J — ¢(f) = {1,

verifica la condicidén de cofinalidad: ¥{ = I, fi = J:jis i

“(4)°
subred (y. )J de la red original (x )I Ademds, como para
i = (£, U), el término x¢( ) estad en U , debe existir un

=4{ & ¢(4). Por tanto, haciendo y. = obtenemos una

Zj U, con: y. = z., ¥/ « J. Finalmente, la red (ZJ)J con-
verge hacia x € E, en sentido ordinario, para la topologia .
.X) St (xl;)I = X ¥y st Y, = X, ¥ 1, se tiene

(yi)lfr x. (Es inmediato).

XI) La convergencia de redes en sentido ordinario pa-
ra la topologfa t, implica la convergencia en E;. (Resulta,

asi mismo. inmediato).

XII) SZ R = Ro. los conceptos de convergencia ordina-
ria y de convergencia en relacidén se confunden. El reciproco
es cterto si la topologfa T es separadora.

En efecto, si x = y, se tiene: (x) ~%—y (red de térmi-
nos constantes), y por tanto: (x) = Y- Pero. (x) - X La
unicidad del 1imite permite, ahora, inferir que x = y.

El siguiente paso a dar es ver con qué extensidn pue-
den generalizarse al caso de convergencia en relacidn, los
axiomas de Kuratowski para convergencia de redes en sentido
ordinario. ([1].pg.74). Los dos primeros se transcriben, sin

mds, como sigue:



XIII) (x) -—; X, ¥x « E .
XIV) (XI,)I —.r’x (yf)J E(xi)lé(yj)_] ’T[."x-
Antes de estudiar el tercero, es conveniente estable-

cer las propiedades aclaratorias siguientes:

XV) La condieidén necesaria y suficiente para que exis-
ta una red con valores en E;, no convergente en relacién ha-
eia el punto x € E, es que al menos para un entorno U « Bx,
se tenga: U # E.

En efecto, si U° es estrictamente menor que E, existe
un y = E, tal que: y & u°. Entonces, (y) +§~ x. Reciprocamen-
te, si (xi)l ++ X, existe un entorno U = Bx (u # €), con la

T
propiedad:

Wi, 34" 2 L <L A X ¢ u°

De este modo, el conjunto I' = {{' €I |x£, & U'} es no-va-
cio y por tanto, U° # E. Mas aln, el conjunto I' resulta co-
final del T y en consecuencia: (xi')I' E-(xi)l’ Ademis, la
subred (xi')l' tiene todos sus términos fuera de U° y estd,
por lo tanto, en GU, con lo que ni ella ninguna de sus sub-

redes converge en relacidén hacia x = E.

Esto aclarado, diremos que una red (XL)I con valores
en E;, posee la propiedad K;, si es cierta la proposicidn:

V'(UJ)J C (XL)I’ a(zk)K E(yj)J' (zk)K _.;’ X. m

El tercer axioma se extiende, ahora, al caso general de con-

vergencia en relacidén, como sigue:

XVI) Toda red con valores en E; que posea la propie-
dad K;, converge en relacidén hacia el punto x € E. Por tan-
to, la condicidén necesaria y suficiente para que (xi)l 1?-x

es que (XL)I tenga la propiedad K;.

Diremos, a continuacidén, que ET es coherente, si se

satisface el siguiente postulado adicional:



@) (x); >xax=y=> (x); >y.

Vamos, ahora, a probar, que la condicidén necesaria y
suficiente para que el cuarto axioma de Kuratowski (propie-
dad def Rimite iternado) sea extensible al caso de convergen-
cia en relacidén, es que el espacio E; sea coherente. Empece-
mos previamente por dar la citada propiedad del limite ite-
rado para el caso de redes convergentes en relacidn, la cual
siguiendo la linea expuesta en [1], la enunciaremos como si-
gue:

B) Sea I un conjunto dirigido y sea, a su vez, Ji un

conjunto dirigido para cada £ & I. Si se verifica

que:
(x* )J > X el (2)
(";;)I 4%, (3)

entonces la red (yn) definida sobre el conjunto
d1r1g1do frEJ de forma que sin = (4,8),
Le 1, TEJ se tenga y, = g( )? en donde

£ (L) representa la proyeccidén de £ sobre el espa-
cio JL’ es tal que

(yn)p _?* o

Vamos entonces a probar que:

XVII) (a)<=> (B).
En efecto, supongamos que (a) sea cierto. De (3) se
deduce que dado un U = Bx’ (U # E), existe un éu e I, con

£

i Sk =>x&.<-:u'. 4)

Para cada uno de esos subindices £ € I, existe un elemento

y, = U, tal que: x. = y,- Invocando ahora (a), se tiene

6Py, Sy Uy <d) (5)

L



Por otro lado, como U es abierto (no-vacio), serd entorno de
Y; (iu < 4), y en consecuencia, existe un § (£,U) = JL’ tal
que

Ji,U) < § =‘-'x;T «u-. (6)

Podemos, ahora, definir un EU < TTJ por E ) = §(<,U), pa-
ra Lu < 4, E (£) arbitrario, en caso contrarlo. De este modo
la red (yn)p converge en relacidén hacia x « E. Reciprocamen-
te, supongamos cierta la propiedad del limite iterado y va-

mos a probar que
Gy ax 2y =y Sy

Se considera, para ello, la familia de redes (x* )J del caso
general, reducida aqui, a la red Gnica (XJ)J y se toma como
red de limites, 1a de términos constantes (x), la cual, en

virtud de la hipdtesis, converge en relacidn hacia y. A con-
tinuacidn se aplica (B) para concluir que (xj)J converge en

relacid6n hacia y.

Si E; es coherente, el conjunto § de pares definidos

por
[(x)gx] € ® = (x )y == x,

resulta una clase de convergencia, y en consecuencia existe
una topologia asociada t° con las dos propiedades siguien-
tes:

1 ; — > x <= (x; — X.

) (XL)I T X ( L)I ™ X
2) Un subconjunto A = E, no vacio, cumple la condi-
. . T° .
s = > [ = H . .
cién: x e X A(x )y = As(x); ==«

Es decir, cuando E; es coherente, la convergencia en
relacién se refleja en una convergencia en sentido ordinario,
respecto de la topologia asociada t°. En este caso, también,
la familia {U"}, cuando U recorre B,, resulta una base de
entornos de x para la topologia t°. En efecto,

XVIII) Dado U = Bx’ supongamos que no exista ningun



entorno V de x, para la topologfa 1°, que este contenida en
U'. Existe entonces para cada V un elemento Xy = V con

Xy & u'. En consecuencia, la red (xv), tomada sobre el sis-
tema Nx de 1°-entornos de x, es tal que converge hacia X pa-
ra la topologia T  y sin embargo no converge en relacién ha-

cta dicho punto.

Visto asi que los {U'} son entornos de x para la topo-
logia t1°, probemos a continuacién que constituyen una base.
Razonando anilogamente, supongamos que en un entorno dado V,
no exista ningn U° con la condicién U’ = V. Existe, asi, un
elemento X e € u® con X & V. La red (xu.), definida sobre
el conjunto dirigido {U*} (por inclusidn), es tal que con-
verge en relacidén hacia x pero no converge para la topolo-

gia t° hacia el mismo limite.

COROLARIO. S7 E; es coherente, los {U°}, cuando U re-
corre Bx’ definen una topologfa para la cual las citadas fa-

milias obtenidas al mover x sobre E son bases de entornos.

La convergencia en relacidn encuentra una aplicacién
interesante en el tratamiento de topologias cocientes, ya
que permite reducirlas a un espacio del tipo estudiado E;.

Consideremos el caso en que (*) es una equivalencia
en E;. Sea ¢ el conjunto formado por los elementos de la
forma X = {x};, cuando x recorre E. Sea Ue B y formemos el
subconjunto U de &, definido por:

u* = {{u}® | u = u}

Al variar U sobre Bx’ los {u*} constituyen una base de entor-
nos de {x} para la topologia cociente v. Supongamos que:
{xi}; — {x}", vamos a probar que (x); = x.

En efectg, dado el entorn? U = B,, determinemos el co-
rrespondiente U , entorno de {x} para la topologia v. Enton-
ces, desde un subindice Lu en adelante, se tiene {xi}. <= u*.

Para cada uno de esos subindices, existe un u, u, tal que



{x.,} = {ué}', y por tanto: x, = u, . En definitiva, resulta

que
Ly 4 =x; = u®,
con lo cual, la red (XL)I converge en relacidén hacia x.
Recipfocament?, vamos a probar qui si (XL)I —%» X, se
tiene: {XL}I =4 {x} . Sea, para ello, U un entorno de la ba-
se correspondiente al punto {x} para la topologia v. Desde
un ?ierto Lu* en adelante, se tiene X, € ] Efto prue?a qui
X; = u;, conu, = U. Por tanto, se tien?: {xi} = fui} e u.
lo cual implica la convergencia de {XL}I hacia {x} para la

topologia v. En resumen, resulta:
{XL}I — {x} = (XL)I = %

con independencia de los representantes x;, x elegidos, res-

pectivamente, para las clases {xi}; y{x}" .

Cuando (+) es una equivalencia, se prueba la propiedad

siguiente:

XIX) 81 (x;); =%, ¥y 8% y, = X ¥4, y si ademas,

y * x, resulta (yi)l'ﬁ? Y.

En efecto, (XL)I o' =>{xi}1 = {x} #~{yi}1 — {y}
= (U,{_)I " Y.
La propiedad (XIX) es mds fuerte que el postulado de

coherencia (o). Por tanto, cuando en ET, la relacib6n (+) re-

sulta una equivalencia, el espacio es coherente.

Finalmente, veamos cdémo se enlazan las adherencias en
g respecto de la topologia v con las adherencias en Er’ res-

pecto de la topologia asociada t*

XX) Sz E; es tal que (*) resulta una equivalencia, Yy

si ademds, A = E es un subconjunto no vacio, se tiene:

i} = TN gt T



siendo 2:E~§ la transformacibébn candénica, definida por:
x € E — t(x) = {x} < 8.

En efecto, supongamos cierto que {x} € Z(A)’. Existe,
entonces, una red {xi}; contenida en t(A), de modo que
{xi}l 5 {x}, y en consecuencia: (XL)I f?-x. Por otro lado

A

de (XIX) se deduce que (ai)l-ﬁf X, Y por consiguiente

x « A" . El1 reciproco se demuestra mediante un proceso ané-

para cada £ e I existe un a; A, con X, = a,. Finalmente,

logo.

En resumen, la topologia cociente v sobre & queda re-
flejada en una convergencia en relacidén sobre el espacio

origen ET, en donde (*) es la equivalencia asociada a §.

Estos resultados son asi mismo extendibles al caso de
un espacio convexo cociente E /M, sin mds que probar previa-
mente la compatibilidad de la convergencia en relacidén res-
pecto de las operaciones vectoriales de E, lo que constitu-

ye un sencillo ejercicio.

En el caso de un espacio seminormado En’ se define la

equivalencia:
xfye x-ye N,

en donde N, representa el conjunto de anulacién de la semi-
norma n. Se tiene, entonces

x 2 y=> n(x) = n(y)
Ahora, el conjunto C definido por:

[(xi)I,X] =6 <= 1lim n(x-x;) =0
L€l
resulta, como ficilmente se comprueba, una clase de conver-
gencia. Existe, en consecuencia, una topologia asociada
sobre E, con la propiedad:

(x{)l f?-x4-9izT n(x-xi) = 0.



De este modo la topologia inducida por x sobre E, es T

Consideremos a continuacidén el espacio E;, en donde
(¢) es la equivalencia anteriormente definida. Se tiene,
asi, que:

(XL)I -k s ié? /L(X'X/é) = 0.

Los conceptos de convergencia ordinaria, para la topo-
logia 1, y de convergencia en relacidén sobre E;, se confun,
den y sin embargo, la relacién x = y no es la identidad, al
menos que 4 sea una norma. De acuerdo con (XII), ambas si-
tuaciones pueden coexistir en vista de que la topologia Tt
no es separadora, salvo cuando el espacio es normado.

Es frecuente en andlisis funcional, especialmente al
tratar la teoria de la medida, considerar, a efectos forma-
les, un espacio seminormado como normado, recurriendo, para
ello, al convenio previo de que la igualdad: x = y, se inter-
prete en el sentido de que x y y estén relacionados mediante
la equivalencia definida por x. A este respecto, creemos mis
acertado poner x * y, siendo ésta una causa mis que justifi-

ca el empleo de la notacidén usada.

Cuando el espacio ET es no-coherente, se obtiene con-
diciones mds débiles. La clase de convergencia C, se convier-
te, ahora, en una pseudo-clase, la cual lleva, asi mismo,
asociada 1la topologia t°, pero solamente puede garantizar-

1 2 = x = (x. —_— no al revés.
se. el que (XL)I = X ( L)I = X, ¥ a evés
Si se define la adherencia en relacion de un subcon-

junto no-vacio A de E, mediante

c . ) .
x € AT < 3(xi)1 c A ‘(xi)l = X

se verifica que A = A® = rT

Para la topologia t°, un conjunto A es cerrado si y so-
lo si se tiene A = AS.

Toda topologia t' para la cual sea cierto que:

10



(xi_)l T X & (XL)I T X,

. . .
resulta menos fina que t . En todos los casos, T es siem-
pre mias fina que T .
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