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CONVERGENCIA EN RELACION

por

Nicolas M. ZALOTE

Summary. The involvement in a subset of ExE of the conven-
tional definition of limit on a topological space E, leads in
a natural way to Convergence in re~tion theory, whose primary
results will be shown in this paper.

Sea E un espacio dotado de una relaci6n binaria re-
flexiva (0), definida par un subconjunto R del producto car-
tesiano ExE. Para indicar que el par (x,y) pertenece a R em-
plearemos la notaci6n x ~ y. De este modo se cumplen las pro-
piedades siguientes:

I) La iguaZdad sobre E en eZ sentido ordinario: x = y.
impZica Za "iguaZdad en reZaci6n". x & y.

II) Si para todo (x.y) £ R resuZta x = y, se verifica
en tonoe e, que R = Ro = {(x, x ) I x e: E}.

Llamaremos cZausura en reZacion de un subconjunto no-
vacio A de E, al conjunto AO definido por:

A ° = {x e: E I 3 a &: A : x ~ a}.

Se prueba con facilidad que:



IV)

V)

VI)

CAl U AZ)" = A; U A;.
A c S => A° c SO

cnA.)o c n A~
-<. .c -<..(.

Poniendo ¢o = ¢, se puede, entonces, definir una pseu-
do-clausura, en el sentido de Kuratowski, C[l] ,pg.43), me-
diante

A -= TCE) ---+ 4>(A) = A e= TCE).

Sea ~ la topologia asociada a ~. Probemos que:

VII) <I> es una clausura; es deo ir , se tiene: A" AO ,
para todo A c E, si y solo si Co) es transitiva.

En efecto, si la relaci6n dada es transitiva, resulta:

X e: A" => 3 Y e= A 0 : X 0 Y =>3 a e: A : y ~ a => x 0 a => x Ii: A 0

Reciprocamente, supongamos que <I> sea una clausura y que:
x,;, y, CJ;' z , Entonces, se tiene: x;, y =>x E {y}", Y ~ z

=>y Ii: {z}", y por tanto: x E {y}O C {z }" = {z}°=>x Z.

VIII) Si Co) esta definida por Ro' todo subconjunto de

E »e eu lt:a cerra do para La t opo loqia u y reai.pro cam en t e , CEs
inmediato).

Dotemos, ahora, a EO de una topologia T, tal qUe el
sistema de entornos j{x no se reduzca al pI no E para ningun
punto x -= E. Esta restricci6n no es esencial perc facilitala
exposiclon, al disponerse para todo x e: E de una base ~x de
entornos U, abiertos y distintos de E.

Esto sentado, diremos que una red CX-<.)r con valores en
ET converge en relaci6n hacia un punto x e: E, si esta even-
tualmente en la clausura en relaci6n U de cada U e: ~x. Dicho
de otro modo, si

Para expresarlo, emplearemos la notaci6n: --x.
T
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Empecemos dando las propiedades iniciales siguientes:

IX) Si (x.[)r -7 x , existen dos » ede e (Yj)r (Xj)J J

definidas sobre un mismo conjunto dirigido JJ taZes que:

a) (Yj)J es subred de (x,!)!, en eimb o Loe (Yj)J C (x.{)r·
b) y, ~ 2" lJ.j e: J.

j j

c) (2 ')J ---- x ,j T
En efecto, el conjunto J = {j = (i,U) lie: r, U e: Bx,xi e: U'}

se puede ordenar por: (..l,U)~ (i', U')~>(i~i') II (U' c U).
Por otro lado, la apli caci Sn j = (i,U) e: J -- <p(j) = i e: r,
verifica la cond i ci on de cofinalidad: lJ.i e: l , j. e: J: j . ~ j

.(. .(.

=>i ~ <P(j). Por tanto, haciendo Yj = x<p(j)' obtenemos una
subred (Yj)J de la red original (xi)r' Ademas, como para
j = (i,U), el termino x~(.) esta en UO, debe existir un

° 'I' j
2. e: U, con: y. = 2" lJ.j e: J. Finalmente, la red (2 ')J con-
j j j j

verge hacia x e: E, en sentido ordinario, para la topologia T.

X) Si (xi)r 1C x, y si Yi
(Y')r~x, (Es inmediato) ..(. T

Xi' lJ.i e: r, se tiene

XI) La convergencia de redes en sentido ordinario pa-

ra Za topoZogfa TJ impZica Za convergencia en EO. (Resulta,
T

as! mismo. inmediato).

XII) Si R = R . Zos conceptos de convArgencia ordina-o
ria y de convergencia en reZaci6n se confunden. EZ rectproco

es cierto si Za topoZogfa T es separadora.

En efecto, si x = Y, se tiene: (x) ~ Y (red de t erm i-
T

nos constantes), y por tanto: (x) ---+ y. Pero. (x) -+ x , LaT T
unicidad del limite permite, ahora, inferir que x = y.

El siguiente paso a dar es ver con que extension pue-
den generalizarse al caso de convergencia en relacion, los
axiomas de Kuratowski para convergencia de redes en sentido
ordinario. ([1] .pg.74). Los dos primeros se transcriben, sin
mas, como sigue:



XIII) (x) T X,

XIV) (x')1 ~x.{. T

J"J-x E: E •

(Yj)] C(X,{)I => (Yj)]
.
-x.

T

Antes de estudiar el tercero. es conveniente estable-
cer las propiedades aclaratorias siguientes:

XV) La condicion necesaria y suficiente para que exis-

ta una red con valores en E~, no convergente en relacion ha-

cia el punto x E E, es que al menos para un entorno U £~x'

ee tenga: U l' E.

En efecto,
un Y ~ E, tal que:
te, si (x.<.)1+7 x ,
propiedad:

si U' es estrictamente menor que E, existe
Y ~ U·. Entonces, (y) ~ x. Reciprocamen-

T
existe un entorno U E ~x (U; E), con la

3'<" "X,,~U·
.{.

De este modo, el conjunto l' = {.<.'E 1 I X'I £/:. U·} es no-va-
.{.

cio y por tanto, U· ; E. Mas aun, el conjunto l' resulta co-
final delI y en consecuencia: (x.<.')I'C (x.<.)1·Ademas, la
subred (x.<.')I'tiene todos sus terminos fuera de U· y esta,
por 10 tanto, en CU, con 10 que ni ella ninguna de sus sub-
redes converge en relaci6n hacia x E E.

Esto aclarado, diremos que una red (x.<.)1con valores
en E;, posee la propiedad K;, si es cierta la proposici6n:

~ x •
T

(1)

El tercer axioma se extiende, ahora, al caso general de con-
vergencia en relaci6n, como sigue:

XVI) Toda red con valores en E~ que posea la propie-

dad K~, converge en relacion hacia el punta x E E. Por tan-

to, la condicion necesaria y suficiente para que (x.<.)1~ x
es que (x.<.)1tenga la propiedad K~.

Diremos, a continuaci6n, que ET es coherente, si se
satisface el siguiente postulado adicional:
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a) ~ Ij.
T

Vamos, ahora, a probar, que la condici6n necesaria y
suficiente para que el cuarto axioma de Kuratowski (p~opie-
dad del limite ite~ado) sea extensible al caso de convergen-
cia en relaci6n, es que el espacio E' sea coherente. Empece-

T
mos previamente por dar la citada propiedad del limite ite-
rado para el caso de redes convergentes en relaci6n, la cual
siguiendo la linea expuesta en [1], la enunciaremos como si-
gue:

8) Sea r un conjunto dirigido y sea, a su vez, J. un
-<..

conjunto dirigido para cada i ~ r. Si se verifica
que:

(2)

(3)

entonces la red (Ij~)p' definida sobre el conjunto
dirigido P = r x !TJ. de forma que si ~ = (i,~),i'€.1 -<.. •
i e: r, ~ e:: iTIJ i' se tenga Ij~ = x~ (i)' en donde
~(i) representa la proyecci6n de ~ sobre el espa-
cio J., es tal que

-<..

~ x.
T

Vamos entonces a probar que:

XVII) (a)<=> (8).
En efecto, supongamos que (a) sea cierto. De (3) se

deduce que dado un U e:: Bx' (U f E), existe un iU e: r , con

==*x.e:U
-<..

(4)

Para cada uno de esos subindices i e:: r, existe un elemento
y. e:: U, tal que: x. - Ij.. Invocando ahora (a), se tiene

~ -<.. -<..

(5)
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Por otro lado, como U es abierto (no-vacio), sera entorno de
Yi (iU ~ i), y en consecuencia, existe un j (i,U) E Ji, tal
que

j(i,U) ~ j ~x~ EU·. (6)
J

Podemos, ahora, definir un t:.U to: }TJi por t:.U(i) = jU,U), pa-
. . r (. ) b . . ..(.£ I . dra ..(.u ~ ..(., ~U..(. ar Itrarlo, en caso contrarlO. De este mo 0

la red (Y4)p converge en relacion hacia x £ E. Reciprocamen-
te, supongamos cierta la propiedad del lImite iterado y va-
mos a pro bar que

x ,; Y => (x ')J --!...-. y.J T

Se considera, para ello, la familia de redes (xJ)Ji del caso
general, reducida aquI, a la red unica (Xj)J y se toma como
red de limites, la de t erm inos constantes (x), la cual, en
virtud de la hipotesis, converge en relacion hacia y. A con-
tinuaci6n se aplica (S) para concluir que (Xj)J converge en
relacion hacia y.

Si E es coherente, el conjunto ~ de pares definidos
T

por
-!-. X

T '

resulta una clase de convergencia, y en consecuencia existe
una topologia asociada T· con las dos propiedades siguien-
tes.:

1) (X')1~x-(x')1~X •..(. T ..(. T
2) Un subconjunto AcE, n~ vacio, cumple la condi-

cion: x e: AT· -)(X')r c A: (x')1 .-!....- x ...(. ..(. T

Es decir, cuando EO es coherente, la convergencia en
T

relaci6n se refleja en una convergencia en sentido ordinario,
respecto de la topologia asociada TO. En este caso, tambien,
la familia {UO}, cuando U recorre ~x' resulta una base de
entornos de x para la topologia TO. En efecto,

XVIII) Dado U E :Bx' supongamos que no exista n inqtin.
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entorno V de x, para Za topoZog{a T , que este contenida en

U". Existe entonces para cada V un eZemento Xv E V con

Xv ¢ U". En consecuencia, Za red (xV), tomada sobre eZ sis-
tema Nx de T· -entornos de x, es t.al. que converge hacia X pa-

ra Za topoZogia T" y sin embargo no converge en reZaci6n ha-

cia dicho pun t o,

Visto asi que los {U"} son enurrnos de X para la topo-
logia T", probemos a continuacion que constituyen una base.
Razonando analogamente, supongamos que en un entorno dado V,
no exista ningun U· con la condicion U" c V. Existe, asi, un
elemento xU" E U" con xU" ¢ V. La red (xU"), definida sobre
el conjunto dirigido {U·} (por inclusion), es tal que con-
verge en relacion hacia x perc no converge para la t polo-
gia ,. hacia el mismo limite.

COROLARIO. Si E· es coherente, Zos {U"}, cuando U re-
T

corre Bx' definen una topoZog{a para Za cuaZ Zas citadas fa-
miZias obtenidas aZ mover X sobre E son bases de entornos.

La convergencia en relacion encuentra una aplicacion
interesante en el tratamiento de topologias cocientes, ya
que permite reducirlas a un espacio del tipo estudiado E~.

Consideremos el caso en que (") es una equivalencia
en E·. Sea ~ el conjunto formado por los elementos de la

T
forma X = {xl·, cuando x recorre E. Sea U e:: 13 y formemos el

* xsubconjunto U de~, definido por:

*U = {{uJ·Jue:U}
*Al variar U sobre 13x' los {U } constituyen una base de entor-

nos de {x} para la topologia cociente v. Supongamos que:
{x'}Z·-- {x}·, vamos a probar que (x.)Z ~ x.~ ~ T

En efecto, dado el entorno U E Bx' determinemos el co-
* •rrespondiente U , entorno de {x} para la topologia v. Enton-

*ces, desde un subindice ~U en adelante, se tiene {x~}· e: U .
Para cada uno de esos subindices, existe un u. e:: U, tal que~
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{x .} ,
.{.

que
{u.}', y por tanto: x. ~ u .. En definitiva, resu1ta

.{. .{. .{.

~ ./.. =i>X. e:: U',
.{.

con 10 cua1, 1a red (x./..)r converge en re1acion hacia x.
Reciprocamente, vamos a probar que si (x')r ~ x, se

., *.{. T
tiene: {x.} r ~ {x} • Sea, para e110, U un entorno de la ba-.{. v
se correspondiente a1 punto {x}' para 1a topo10gia v. Desde
un cierto ./..U* en ade1ante, se tiene x. 6: U·. Esto prueba que

• ..t • • *x . = u., con u . e: U. Por tanto, se tiene: {x.} = {u.} e:: U .
.{..{..{. . .{. . .{.

10 cua1 imp1ica 1a convergencia de {x./..}r hacia {x} para 1a
topo10gia v. En resumen, resu1ta:

con independencia de los representantes x./.., x e1egidos, res-
pectivamente, para las c1ases {x./..}; y{x}·.

Cuando (.) es una equiva1encia, se prueba 1a propiedad
siguiente:

XIX) Si (x./..)r --!..o. x, y si y. - x./.., If./.., y si ademas,
T .(.

Y - x, resuZta (y./..)r ~ y., T

En efecto, (x./..)r --"+ x =i> {x./..}; ~ {x}.
=i> {y./..}; -- {y}'

T v
=> (y./..)r ---... y.

T

La propiedad (XIX) es mas fuerte que e1 postu1ado de
coherencia (a). Por tanto, cuando en E', 1a re1acion (.) re-

T

su1ta una equiva1encia, e1 espacio es coherente.

Fina1mente, veamos como se en1azan las adherencias en
~ respecto de 1a topo10gia v con las adherencias en E~, res-
pecto de 1a topo10gia asociada T'

XX) Si E es taZ que (.) resuZta una equivaZencia, y
T

si ademas, AcE es un subconjunto no vacio, se tiene:
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siendo t: E .... ~ La transformaci6n can dn ioa , definida p or :

En efecto, supongamos cierto que {x} EtTATV. Existe,
entonces, una red {xi}~ contenida en teA), de modo que
{x'}rO

-- {x}, y en consecuencia: (x')r ~ x. Por otro lado~ v ~ T
para cada i E r existe un a. E A, con x. ~ a .. Finalmente,~ ~ ~
de (XIX) se deduce que (a')r ~ x, y por consiguiente

o ~ T
X E ~ • El reciproco se demuestra mediante un proceso ana-
logo.

En resumen, la topologia cociente v sobre ~ queda re-
flejada en una convergencia en relaci6n sobre el espacio
origen E~, en donde (0) es la equivalencia asociada a ~.

Estos resultados son asi mismo extendibles al caso de
un espacio convexo cociente ET/M, sin mas que probar previa-
mente la compatibilidad de la convergencia en relaci6n res-
pecto de las operaciones vectoriales de E, 10 que constitu-
ye un sencillo ejercicio.

En el caso de un espacio seminormado E~, se define la
equivalencia:

x ,;, y _ x- y e:: N~,

en donde N~ represent a el conjunto de anulaci6n de la semi-
norma ~. Se tiene, entonces

x ,! y =;> ~(x) = ~(y)

Ahora, el conjunto C definido por:

[ (x ,) r ' xl e: e- <=> 1 im ~ (x - x .) 0"- iEr ~
resulta, como facilmente se comprueba, una clase de conver-
gencia. Existe, en consecuencia, una topologia asociada T

sobre E, con la propiedad:
(x;) r ~ x - 1im ~ (x-x .) O.

"- T iE:r .{.
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De este modo la topologla indue ida por ~ sobre E, es T

Consideremos a continuaci6n el espacio E;, en donde
Co) es la equivalencia anteriormente definida. Se tiene,
asl, que:

.....4 X ~> lim ItCX-x.) = O.
T .iEI .{.

Los conceptos de convergencia ordinaria, para la topo-
logla T, y de convergencia en relaci6n sobre E;, se confun,
den y sin embargo, la relaci6n x ~ y no es la identidad, al
menos que It sea una norma. De acuerdo con (XII), ambas si-
tuaciones pueden coexistir en vista de que la topologla T
no es separadora, salvo cuando el espacio es normado.

Es frecuente en analisis funcional, especialmente al
tratar la teorla de la medida, considerar, a efectos forma-
les, un espacio seminormado como normado, recurriendo, para
ello, al convenio previa de que la igualdad: x = y, se inter-
prete en el sentido de que x y y esten relacionados mediante
la equivalencia definida por It. A este respecto, creemos mas
acertado poner x ~ y, siendo esta una causa mas que justifi-
ca el empleo de la notaci6n usada.

C~ando el espacio E es no-coherente, se obtiene con-
T

diciones mas debiles. La clase de convergencia C, se convier-
te, ahora, en una pseudo-clase, la cual lleva, asl mismo,
asociada la topologla TO, perc solamente puede garantizar-
s e i eI que CX')I ~ x => CX')I -... x, y no al reyes .

.{. T .{. T

Si se define la adherencia en relacion de un subcon-
junto no-vaclo A de E, mediante

°T x ,

verifica que A c ACe A TO

Para la topologia TO, un
10 si se tiene A = AC.

se
conjunto A es cerrado si y 50-

Toda topologla T' para la cual sea cierto que:
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resulta menos fina que T". En todos los casos, T es siem-
pre mas fina que T".

BIBLIOGRAFIA

[1J Kelley, J.L., Gene~al Topology. Van Nostrand, Princeton
(1955).

*

FacuUad de Matemauc.1L6

VepaM:amento de Ec.uac.ionu Fl1Yl.c.ionalu

UMveJU>idad de La Laguna

Ten~6e, V,lM Can~
ESPANA.

(Recibido en mayo de 1986, la version revisada en septiem-
bre de 1986).

11


