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Y EL CIRCULO DE NUEVE PUNTOS
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lntroduccton, - Sea el triangulo
ABC (figura 1), cuyos angulos
designaremos respectivamente con
a, /3, y. Toda recta que) como
MN, forme con los lados AB, AC,
angulos de valor y, /3, respectiva-
mente, se dice estar en posicion
antiparalela con respecto aBC.
Resulta evidente, par igualdad de
angulos, que los triangulos AMN
y ABC, son sernejantes. Ahara tra-
zamos par el vertice A una recta
AVV, de direcci6n arbitraria, con
el En de establecer el siguiente

TEOREMA. - Para los segmentos UM, UN, VB, VC, es odlida
la siguiente rclacum,

A

--

Figura 1

(1)
VM
VN

VB _ sen2/3
VC sen2 y

Demostracion, - Refiriendose a los triangulos AMV, AVN de
la figura 1, se puede escribir,

VM sen al-- - ---
VA sen y

VN
VA

sen a2
sen /3

y, par division de las dos proporciones anteriores,

(2)
VM
VN

sen aJ . sen {3
sen a2 sen y

Esta ultima relaci6n permite escribir, para el triangulo ABC,

48



(2')
VE
VC

sen al sen y
sen a2 sen j3

Dividiendo (2) por (2') queda, finalmente

(3)
UM
UN

VE
VC

Exponemos ahora el importante

TEOREMA DE CEVA. - En todo triangulo, las rectas que unen los
vertices can un mismo punto 0, determznan, sabre los ladas opues-
tos, tres putos 0, V, W, (figura 2). Los segmentos asi producidos
en los lados, cumplen la rclacion siguiente (en La que puede cxcep-
tuarse, para la finalidad que bus-
camas, toda considcracton relativa
a signos):

B

(4) VA
VC

WE = 1
WA

X,

W
z,

A y V Yl C

Figura 2

en la segunda mitad del siglo

z

UC
UE

(Llarnase cevianas a rectas tales
como AU, EV, CW, en honor de
J VAN DE CEVA, ge6metra milanes
que las introdujo en la Geometria,
XVII).

Demostracion. - Indicanse los segmentos determinados sabre los
lados par x, Xl' y, YI, Z, Zl' para mayor claridad. Los triangulos AOE,
AOe, tienen la misma base AO, luego sus areas estan entre S1 como
sus alturas a como los segmentos x, XI, que son proporcionales a aque-
llas. Por consiguiente, se puede escribir, utilizando el parentesis para
indicar areas,

(5) (AOC)
(AOE)

X (AOEl
(EOC)

(EOC)
(AOC)

Z

Multiplicando ordenadamente las (5) y suprimiendo factores (0-

munes, se obtiene,

= 1 0, tarnbien, X . Y . Z = Xl. yl . Zl
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que expresan de nuevo 1a relaci6n (4) con diferencia en 1a desig-
naci6n de los segmentos. .

TEOREMA REcIPRoco. - 5i sobre los lados de un tridngulo, 0

sobre sus prolongaciones, se tienen puntos U, V, W, para los cuales
se cum ple la relacton (4) 0 sea que el producto de tres segmentos
no consecutivos VA, UC, WB, es igual al producto de los otros tres,
VC, UB, WA, Las rectas AU, BV, CW, pasan pOI' un mismo punto,

Para estab1ecer este teorema se puede proceder ad absurdum.
Tracense las rectas AU, BV, con 10 que se determina asi un punta
O. Si la CW no pasa por 0, podemos trazar la CO determinando asi
e1 punto W'. Entonces se cumple, segun el supuesto, 1a relaci6n,

VA UC WB = 1- -- --
VC UB WA

y, en virtud del teorema directo,

VA UC W'B 1-
VC UB W'A

Par divisi6n de estas dos ultimas relaciones, se obtiene,

W'B WB
W'A WA

la cual solamente puede cumplirse cuando W' coincide con W.

TEOREMA DE CARNOT. - 5i los lados de un triangulo son corta-
dos pOI' un circulo en los puntos aI, a1, b., l», c., C2, se ocrijica La
rclacion siguiente

A
(6) alB a2B i.c b2C--s.c a2C blA b2A

cIA c2A - 1-- -
CtB C2B

c

(figura 3).
Para establecer este teorema, que

CARNOT demostr6 para poligonos
cua1esquiera, escribimos las cono-
cidas igualdades entre productos
de segmentos,

8

Figura 3
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Multiplieando ordenadamente las igualdades eseritas y disponien-
do los factores del segundo miembro como divisores, se obtiene la
relaei6n (6) que se queria demostrar.

TEOREMA. - Si en un triangulo, ABC, las rectas AaJ, Bb., CC1,
'Son cevianas 0 sea, pasan por un mismo punta 01' el circulo cir-
cunscrito al triangido a.b.c, deter-
mina sobre los lados del primero
otros puntas a2, b-, e2, de tal ma-
nera dispuestos, que las rectas Aa2,
Bb2, Ce2, pasan tam bien pOI' un
rnisrno punta 02. (Dieho con otras
palabras, constituyen otra terna
de cevianas), (figura 4).

A

Para demostrar este teorema nos
apoyaremos en la relaei6n (6) es- Jj E:.--------"'a>J.,=~""'----~c

erita como sigue, Figura 4

1

Segun el teorema de CEVA, los tres primeros faetores valen la U111-

dad, luego queda solamente,

1

la eual demuestra que tarnbien Aa2, Bb», CC2, han de pasar por un
mismo punto oz.

El Circulo de Nueve Puruos. Basados en los teoremas anteriores,
varnos a dernostrar nuevamente el siguiente teorema debido a
LEONARDO EULER, que sirvi6 de punto de partida a interesantes es-
tudios llevados a cabo por FEUERBACH

I
, sobre la geometrla del

triangulo,

] FEUERBACH, KARL WILHELM. - Aleman, hermano del filosofo Ludwig
Feuerbach, nacio en 1800 en Jena y murio en ]834, siendo profesor de matematicas
en el Gimnasio de Erlangen.
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TEOREMA. - En to do tridnguio, los pies de las alturas, los puntos
medios de los lados y los puntos medias de los segmcntos de altura
comprendidos entre cada ucrtice y el ortocentro, cstdn sttuados sobre
una misma circunierencia.

Demostracion, - En el triangulo ABC de la figura 5, designanse
los puntas medios de los lados opuestos con aI, b-; cl. Se construye
luego el circulo circunscrito al triangulo alblcl. Vamos a demostrar
que si son as, b«, C2, los segundos puntas de intersecci6n del drculo
anteriormente rrazado, con los lados del triangulo ABC, las reetas
Aa2, Bb2, CC2, son alturas del triangulo fundamental, 0, expresado
con otras palabras, el triangulo asbsc», es el triangulo ortico, corres-
pondiente a ABC.

En primer lugar, las rectas Aa2, Bb2, CC2, han de cortarse en un
mismo pun to, segun un teorema anteriormente demostrado.

Se indican con .r, y, z, los puntos de interseeei6n de los lados del
triangulo asbsc«, con las alturas del triangulo ABC; es decir, x es la
interseeei6n de b2c2 can Aa2, etc. Empleando la letra T para designar
los triangulos, podernos eseribir las siguientes relaciones de serne-
janza,

T- BC2a2 ,-- T- Bc]a] ,-- T- ABC,

T- Ab2c2 ,-- T- Ablcl ,-- T- ABC,

T- Ca2b~ ,-- T- Ca[b] ,-- T- ABC,

o sea que los triangulos A b-e», B C2a2, C a2b2, son semejantes entre
sl por serlo al triangulo fundamental ABC. (Es interesante obser-
var que el simbolo de sernejanza """-' posee las propiedades re-
flexiva, simetrica y transitiva). Se concluye entonees que b2C2 es
antiparalela con BC; a2b2 10 es con respeeto a BA y por {IItim 0,
AC, a2C2 se disponen tarnbien como antiparalelas.

B

A ""-----~=:::::--l~-------=~{'

Figura 5
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Luego para cada uno de los vertices podemos escribir una rela-
cion como la siguiente que corresponde al vertice A,

(7)
sen2 C
sen' B

Por otra parte, segun la ley de senos, se tiene,

senB
JenC

sen C
sen B

y por division de estas ultimas relaciones,

(8)

Multiplicando ordenadarnente las (7) y (8) se obtiene,

(9)

La relacion (9) demuestra que Aa2 es bisectriz del angulo c2a2b2.
Lo analogo puede considerarse establecido para CC2, Bb2.

Nos falta demostrar ahara la perpendicularidad de Aa2 y BC;
respectivamente, de Bb2, AC; CC2, AB. En efecto, los angulos
b2a2C, c2a2B son iguales al angulo A y si el angulo A a2b2 es lla-
mado E, as! como su igual A a2C2, podemos escribir 2A + 2E = 180°,
de donde, A + E = 90° 0 sea que Aa2 y BC son perpendiculares
entre si.

Tengamos ahara en consideracion el pun to medio de CO, el
cual designamos con Me. Unase este punto con b2; vamos a de-
mostrar como Me' respectivamente M a , M h , estan situados so-
bre la circunferencia que estudiamas.

En efecto, en el triangulo rectangulo Ob2C, se tiene, M" b2 =
M,. 0 = Me C; luego, ang. b2M c C2 = 2 ang. ACC2. En el trian-
gulo rectangulo c2AC, por ser b, punto media de AC, se tiene, c-b,
= blC = bIA; luego, ang. AbIC2 = 2 ang, ACC2. En resumen: los
angulos bsbsc», b2M c C2 resultan iguales y la circunferencia que
pasa por C2, b-, b, ha de pasar tam bien par Me.
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