SOBRE ALGUNOS TEOREMAS EN EL TRIANGULO
Y EL CIRCULO DE NUEVE PUNTOS

Por Luis pE Grersr Bravo

Introduccién. — Sea el triangulo
ABC (figura 1), cuyos angulos
designaremos respectivamente con
a, B, v. Toda recta que, como
MN, forme con los lados AB, AC,
dngulos de valor vy, B, respectiva-
mente, se dice estar en posicién
antiparalela con respecto a BC.
Resulta evidente, por igualdad de
angulos, que los triangulos AMN
y ABC, son semejantes. Ahora tra-
zamos por el vértice 4 una recta

Figura 1 AUV, de direccién arbitraria, con
el fin de establecer el siguiente
TrorEMA. — Para los segmentos UM, UN, VB, VC, es vilida

la siguiente relacion,

UM . VB  sen®f

() UN = VC _ senty

Demostracién. — Refiriéndose a los tridngulos AMU, AUN de
la figura 1, se puede escribir,

UM  senay UN _ senae

sl - e e BT
UA seny UA sen f3
y, por divisién de las dos proporciones anteriores,

UM  sena;  senf3

2 —_— =
2) UN senas  senvy
Esta Gltima relacién permite escribir, para el triangulo ABC,
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T VB _ senai seny
(2') Ve senas sen 3

Dividiendo (2) por (2") queda, finalmente

UM . VB sen’f
) UN =~ VC  seny

Exponemos ahora el importante

TeorEMa pE CEVA. — En todo tridngulo, las rectas que unen los
vértices con un mismo punto O, determinan, sobre los lados opues-
tos, tres putos U, V, W, (figura 2). Los segmentos asi producidos
en los lados, cumplen la relacién siguiente (en la que puede excep-
tuarse, para la finalidad que bus-
camos, toda consideracion relativa
a signos):

v4A UC  WB

: =1
Ve UB WA

4

(LlAmase cevianas a rectas tales 4
como AU, BV, CW, en honor de Figura 2

Juan pE Ceva, gedmetra milanés

que las introdujo en la Geometria, en la segunda mitad del siglo

XVID).

Demostracién. — Indicanse los segmentos determinados sobre los
lados por x, %1, y, y1, 2, 21, para mayor claridad. Los triangulos 4OB,
AOC, tienen la misma base 40, luego sus dreas estan entre si como
sus alturas o como los segmentos x, x1, que son proporcionales a aqué-
llas. Por consiguiente, se puede escribir, utilizando el paréntesis para
indicar areas,

5y (A0C) _ x (AOB) _ y  (BOC) _
(AOB) B x;’ (BOC) Y1 ’ (AOC) Zl

Multiplicando ordenadamente las (5) y suprimiendo factores co-
munes, se obtiene,

XY 2
1.)/1.21

L .4
— 1o, también, x.y.2 = x1.91.%
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que expresan de nuevo la relacién (4) con diferencia en la desig-
nacién de los segmentos.

TEOREMA REciPROCO. — Si sobre los lados de un tridngulo, o
sobre sus prolongaciones, se tienen puntos U, V, W, para los cuales
se cumple la relacidn (4) o sea que el producto de tres segmentos
no consecutivos VA, UC, WB, es igual al producto de los otros tres,
VC, UB, WA, las rectas AU, BV, CW, pasan por un mismo punto.

Para establecer este teorema se puede proceder ad absurdum.
Tracense las rectas AU, BV, con lo que se determina asi un punto
0. Sila CW no pasa por O, podemos trazar la CO determinandc asi
el punto W’. Entonces se cumple, segtn el supuesto, la relacién,

vd4 B¢ = WB
ve UB WA

y, en virtud del teorema directo,
v4da UC WB
vc UB WA
Por divisién de estas dos Gltimas relaciones, se obtiene,
wp _ WB
W’'A WA
la cual solamente puede cumplirse cuando W’ coincide con W.

TeoreMa DE CARNOT. — Si los lados de un tridngulo son corta-
dos por un circulo en los puntos a,, as, by, b, ¢, s, se verifica la
relacion siguiente

(6) aB B bC bC

A eC  aC  bAd bd
ad ed 1
B Cs
(figura 3).

Para establecer este teorema, que
Carnor demostré para poligonos
cualesquiera, escribimos las cono-
cidas igualdades entre productos
Faura 3 de segmentos,

50



Bﬂl . Bag - Bfg . BCI; Cb] . Cb_} — C(I'_’ . Cﬂ];A(‘I - AC: = Ab_g . "4b1.

Multiplicando ordenadamente las igualdades escritas y disponien-
do los factores del segundo miembro como divisores, se obtiene la
relacién {6) que se queria demostrar.

TEOREMA. — Si en un tridgngulo, ABC, las rectas Aa,, Bbsy, Ccy,
son cevianas o sea, pasan por un mismo punto oy, el circulo cir-
cunscrito al triangulo a,b,c, deter-
mina sobre los lados del primero
otros puntos as, b, ¢, de tal ma-
nera dispuestos, que las rectas Aas,
Bb., Ccs, pasan también por un
mismo punto o2. (Dicho con otras
palabras, constituyen otra terna
de cevianas), (figura 4).

Para demostrar este teorema nos
apoyaremos en la relacién (6) es-
crita como sigue,

a,B b,C oA a,B b.C 2y 1
awC b A aB T a.C b.A B

Seglin el teorema de Ceva, los tres primeros factores valen la uni-
dad, luego queda solamente,

agﬁ _ b,C .4 |

a:C bA c.B

la cual demuestra que también Aas, Bb., Ccz, han de pasar por un
mismo punto oz.

El Circulo de Nueve Puntos. Basados en los teoremas anteriores,
vamos a demostrar nuevamente el siguiente teorema debido a
Lronaroo EuLEr, que sirvié de punto de partida a interesantes es-
tudios llevados a cabo por Fruersacu', sobre la geometria del
triangulo.

1 FpuersacH, KarL Winerm, — Alemdn, hermano del filésofo Ludwig
Feuerbach, nacié en 1800 en Jena y murié en 1834, siendo profesor de matemadticas
en el Gimnasio de Erlangen.
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TEeOREMA. — En todo tridangulo, los pies de las alturas, los puntos
medios de los lados y los puntos medios de los segmentos de altura
comprendidos entre cada vértice y el ortocentro, estin situados sobre
una misma circunferencia.

Demostracién. — En el tridngulo ABC de la figura 5, designanse
los puntos medios de los lados opuestos con a,, &1, ¢;. Se construye
luégo el circulo circunscrito al tridngulo ,6,¢1. Vamos a demostrar
que si son az, bs, ¢, los segundos puntos de interseccion del circulo
anteriormente trazado, con los lados del tridangulo ABC, las rectas
Aas, Bbs, Ccs, son alturas del tridngulo fundamental, o, expresado
con otras palabras, el tridngulo a.b.cs, es el triangulo drtico, corres-

pondiente a ABC.

En primer lugar, las rectas Aa», Bbs, Ccs, han de cortarse en un
mismo punto, segiin un teorema anteriormente demostrado.

Se indican con «x, y, 2z, los puntos de interseccién de los lados del
triangulo @»b.cs, con las alturas del tridngulo ABC; es decir, x es la
interseccion de bucs con Aas, etc. Empleando la letra T para designar

los tridangulos, podemos escribir las siguientes relaciones de seme-
janza,

T- Bcsas ~ T- Beya, ~ T- ABC,
T- Absco ~ T- Abye, ~ T- ABC,
T- Cavh, ~ T-Cab, ~ T- ABC,

o sea que los triangulos A bscs, B coas, C asb., son semejantes entre
st por serlo al triangulo fundamental ABC. (Es interesante obser-
var que el simbolo de semejanza ~ posee las propiedades re-
flexiva, simétrica y transitiva). Se concluye entonces que buca es
antiparalela con BCj; a:b: lo es con respecto a BA y por ltimo,
AC, asc: se disponen también como antiparalelas.

B
A

Figura 5
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Luego para cada uno de los vértices podemos escribir una rela-
cién como la siguiente que corresponde al vértice A,

~ xbs | aC sen® C
i SEL 2 B2 o ST R
(7) X Co a»B sen” B

Por otra parte, segiin la ley de senos, se tiene,

a:C _ senB a:B - senC

fas , —
a»b- sen C a2 sen B

y por divisién de estas Gltimas relaciones,

g aC | @B _ SCIZ2B_
(8) dsbs = @ats sen* C

Multiplicando ordenadamente las (7) y (8) se obtiene,

9 xb _ @b
() X C B a»Co

P

La relacién (9) demuestra que Aa: es bisectriz del angulo ceazb..
Lo anilogo puede considerarse establecido para Cez, Bbs.

Nos falta demostrar ahora la perpendicularidad de Aa. y BC;
respectivamente, de Bb., AC; Ccs, AB. En efecto, los angulos
b:asC, c:a2B son iguales al dngulo A y si el angulo A a.b, es lla-
mado e, asi como su igual A asc2, podemos escribir 24 + 2e = 180°,
de donde, 4 4+ ¢ = 90" o sea que Aa» y BC son perpendiculares
entre si.

Tengamos ahora en consideracion el punto medio de CO, el
cual desighamos con M. . Unase este punto con b»; vamos a de-
/ L / b4
mostrar céomo M , respectivamente M, , M, , estan situados so-

bre la circunferencia que estudiamos.

En efecto, en el tridngulo rectingulo 0b.C, se tiene, M, b, =
M. O =M, C; luego, ang. bs-M . cs = 2 ang. ACc:. En el trian-
gulo rectangulo ¢2AC, por ser b: punto medio de AC, se tiene, c26:
= b:C = b14; luego, ang. Ab:Cs = 2 ang. ACc». En resumen: los
angulos bobica, bosM . c» resultan iguales y la circunferencia que
pasa por ¢», bs, by ha de pasar también por M. .
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