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EXISTENCIA DE MULTIPLES SOLUCIONES DE UN PROBLEMA ELIPTICO
CON PARTE LINEAL EN RESONANCIA CON EL PRIMER VALOR PROPIO

por

Mario ZULUAGA URIBE

§1. Introduccidn. Sea % un dominio acotado de R" y sea A el
2
operador diferencial 3%7 . En este articulo estudiaremos
£=1974 . :
el problema de existencia de soluciones generalizadas de

Au +g(T,u) 0 en Q,

(1.1)
0 en 3Q

u(z)

donde g(z,u) estd sometida a restricciones que posteriormen-
te precisaremos. Las soluciones las hallaremos en el espacio
de Sobolev Hl(Q), el cual es el completado del espacio C;(Q)
que consiste de las funciones de clase C1 con soporte en Q y
provisto del producto interno

f g:l ou , av
(1.2) <u,v>, = oL
o ogdat 9% 9%

Una solueidon generalizada de (1.1) es una funcidn

U H;(Q) tal que para todo v = H;(Q)

(1.9 <u,v> = ég(c,u(c))v(c)dcq
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El producto interno y la norma en LZ(Q) los denotaremos

por <,> 'y ] Io’ respectivamente.

Es bien conocido que existe una sucesién {},} de ntmeros
reales tales que 0 < Ak < Agp+1 y 1im Ap = «; y una corres-
pondiente sucesidn (¢k} c Hl(ﬂ) que constituyen un sistema

ortonormal completo de L°(R) tales que

A¢h +Ak ¢k =0 en Q,
¢, (2)

(1.4)

0 en 3Q

en el sentido generalizado. Ver, por ejemplo, [4].
Si 1lamamos X al subespacio de HO(Q) generado por {¢1,
¢z,...,¢n_1}, N>2y VY = X], entonces es bien conocido que

H;(Q) = X®Y y también que

2 2
(1.5) >‘N||y"0< Ml[1, yevy,
(1.6) Adal? < Jul?, u =K (@)
: el < 1uwiqs ol#)
2 2
(1.7) IX"1 < AN-1|x"0’ x e X.

Supondremos ahora que g:QxR -+ R es medible en la prime-
ra variable y continua en la segunda. Ademas, supondremos
también que existen C1 = LZ(Q) y C > 0 tales que

(1.8) lg(z,w)| < ¢ (z) +Clul

Es bien conocido (ver, por ejemplo, [2]), que bajo las
anteriores condiciones el operador G:LZ(Q) > LZ(Q) definido
por G(u)(z) = g(z,u(z)) es continuo y envia conjuntos acota-
dos en conjuntos acotados.

Nuestro principal resultado es el siguiente:

TEOREMA 1.1. Supongamos que
A) g(c,u) es medible en T y continua en u.
B) 9(z,0) = L%(a).
C) Existe K > 0 tal que |g(z,u)-g(z,v)| s K|u-v].
D) Existe N = N, yNz 2 tal que AN > K para el cual se cumple

que si Jul < XT-+/TI entonces Hg(g,u)"o € Ay
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Bajo las condiciones A)-D) el problema (1.1) tiene solucidn

generalizada.

Como consecuencia del Teorema 1.1 estudiaremos, primera-
mente en el numeral 2, el problema

Au + X u +3(z,u) 0 en Q,

(1.9)

u(z) = 0 en 3Q,

cuando §(Z,u) no es acotada. Siempre supondremos que 32 es
suficientemente suave. Este problema ha sido estudiado, en-
tre muchos otros trabajos, en [1] (Teoremas 9.1 y 9.2); alli
se dan condiciones sobre §(z,u) para que (1.9) tenga, por lo
menos, una solucién. Aqui daremos condiciones para que (1.9)
tenga miltiples soluciones. En [1] también se contempla el
interesante caso en que §(z,u) = §(z,u)-h(z) cuando §(z,u)
es acotada.

En el numeral 3 estudiaremos las relaciones que existen
entre el problema (1.9) y el mismo problema cuando cambiamos
Ay por X # Xy

Con relacidn al problema (1.9) tenemos el siguiente

TEOREMA 1.2. Supongamos que

E) g(g,u) es medible en T y continua en Uu.

F) §(z,0) = L%(0).

G) g(t,u) es lipschitziana en u con constante de Lipschitz
K tal que K + 11 < AZ.

H) S Iuﬂo < Ai 7T= entonces h(g,u) = A1u+g(c,u) satisface
que |h(z,u)l, <

Bajo las condiciones E)-H) el problema (1.9) tiene solucidn

generalizada. Si, ademds,

I) g(c 0) =0

_QLELElI > 0,

u=0

entonces el problema (1.9) tiene, por lo menos, tres solu-

ciones generalizadas.
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Para dar un ejemplo del Teorema 1.2, consideremos el si-
guiente problema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

W ru+§(z,u) = 0
(1.10)
wu(0) = u(m) = 0.
Recordemos que en este caso A1 =1, XZ = 4, Una clase de fun-

ciones para la cual el problema (1.10) tiene solucidn puede

escogerse entre aquellas que satisfacen

|g(c,u) + ul| < —}ﬁ-

y poseen constantes de Lipschitz K < 3.

§2. Demostracion de los Teoremas 1.1 y 1.2.

Demostracidén del Teorema 1l.1l. Sea 6:H;(Q) > H;(Q) defi-

nida por

(2.1) <f(w),v>; = <g(z,u),v>.

Probar que § es un operador completamente continuo se
hace mediente procedimientos ya cldsicos. De (1.3) se dedu-
ce que u = H;(Q) es una solucidn generalizada de (1.1) si,
y s6lo si u = §(u).

5 N s
Si "uﬂ1 < VAN + % por (1.6), se tiene que |u.ﬂO <

A N
"M”+7Tﬂ y de la condicidén D) del Teorema 1.1, obtenemos que
A1 1

(2.2) ﬂ—g%ﬂuﬁs AN

Llamemos P, y P, las proyecciones ortogonales de H;GD
sobre X y ¥, respectivamente. Sea x = X tal que |x|1 ‘AN//X;
Fijemos x consideremos la funcidn P, §(x++):B ny -y

J_y1 28 ¥ T
donde B/Tﬁ = {ue Hy(0); |uﬂ1 s /Xy}. Es claro que P,f(x++)
es completamente continuo; de (1.5) y (2.2) se tiene que pa-

ra cada y = B/xﬁrl%
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17,6 (x+9) 14 SZUP_1|<P26(X+y),Z>1|
-
zey

(2.3) Sup |<g(z,x+y),z> |
|z“1=1

zeYy

n

la (g, x+) o ¢ s
RI I 30 & VA
N o

De (2.3) y el teorema de punto fijo de Schauder se deduce
que tiene un punto fijo en B/Xﬁ“ Y. Por otra parte, por (1.5)
y la condicién C) del Teorema 1.1 se sigue que

K
llpzﬁ(’("'!ﬁ)'Pzﬂ(’“‘UZ)lh < 7}\—-; l|£/1'y2ﬂo
(2.4) K
< N |y1’92|1 .

Debido que K/Apy < 1 se sigue, de (2.4), que P25(X+-) es una
contraccién y, por tanto, su punto fijo es Gnico. Sea
T:BKN//TT[]X > E/yﬁfly tal que T(x) sea el Gnico punto fijo
de Pzﬁ(x+-). Esto es, para cada x = BAN//XTI]X

(2.5) Pzﬁ(x+T(x)) = T(x).
De (2.5) se obtiene

(2.6)  ITC 0 € gz 1,00, 4T PR CoTCO) .

De (2.6) y la continuidad de P,§ se sigue que T es continua.
Consideremos, ahora, la funcién P150+T(0):BAN/JGW]X > X.
Entonces

[P 6 (x+T(x)) 1y = Sup|<P §(x+T (1)), 2>,
|Z||1=1
z€X

< lsz,xenx) o
23]

(2.7) < AT
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Puesto que dim X <«  de (2.7) se sigue que P16(-+T(-)) tiene
un punto fijo xo e X. Junto con (2.5) se obtiene

Po6(xy +T(x)) = T(x,)

(2.8)

P15(xO +T(x0)) X,

De (2.8) obtenemos que X +T(xo) es un punto fijo de {§ y de

alli que sea una solucidn generalizada de (1.1). A

Demostracién del Teorema 1.2. Bajo las condiciones E)-
H) la funcién h(z,t) satisface las condiciones del Teorema
1.1 y por lo tanto el problema (1.9) tiene solucidn. Debemos
anotar que en este caso X = {t¢1; te=R}y Y =x". Como en
el Teorema 1.1 tenemos, en nuestro caso, que |t¢1||1 < kz//TT.
En virtud de la desigualdad (1.6) tenemos una identidad pa-
ra u = ¢1, la anterior desigualdad equivale a que |%| < AZ/X1.
Como en el Teorema 1.1, por cada solucién de la ecuacidn

(2.9) P‘]ﬁ(’t‘b] +T(’t¢’1)) rop t¢]9 l’tl < )‘2/)‘1’

tendremos una solucidén generalizada de (1.9) y reciprocamen-
te: si 6, vy, ¥y = Y, es una solucién de (1.9) entonces
6(t¢1 +y) = b, +y y por lo tanto Pzﬁ(tdb1 +y) = y. Puesto
que P26(1¢1 ++) es una contraccién, de la definicidén de 1la
funcidén T:X = Y se obtiene que y = T(t¢1) y de aca que t¢1
satisface (2.9). De la condicién I) se obtiene que 0 es una
solucidén de (1.9), asi que (2.9) se satisface para £ = 0, y
T(0) serda la solucién de (1.9). De la desigualdad (1.5), en

este caso N = .2, tenemos
T2 < T2 = <h(z,7(0)),T(0)3; < KADITOI3

puesto que AZ > K +A] se sigue que T(0) = 0. Es claro que

(2.9) es equivalente a

(2.10) H(E) = <P §(20,+T(16)),81> = 1%, |£] < Ap/Ay
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Afirmamos que H:[-AZ/A1,A2/A1] +R es C'. Ademis es claro
que H(0) = 0. Para ello es suficiente ver que T es C1.

Sea F:XxY » VY definido por

(z.11) Flx,9) = Pyf(x+y) -y .

Para |t| < A,/A; tomamos x = t¢, fijo. De (2.4) se deduce
que Pzﬂ(x+-) es una contraccidén y por lo tanto F(x,y) = 0 si
y s6lo si y = T(x).

Veamos que Dngﬁ(x+y)—I[y es un difeomorfismo de Y en
Y. Primero veamos que es inyectivo. Supongamos que existe
we Y, w# 0 (podemos suponer que ﬂwﬂ1 = 1), tal que

Dszﬁ(x+y)(w) = w. Entonces

d
1= <DyP25(x+y)(w),w>1 rra <P25(x+y+tw),w>]|t =0

(2.12)

oh
<§E (C,x+yJW,W>O i

(La continuidad de éﬂ%%Lgl garantiza que la derivada de Ga-
teaux coincida con la derivada de Fréchet). De la condicidn
G) se deduce que 2 gﬁ u) < K, por lo tanto

dh(g,u)

(2.13) —87’——6 )\1+K< )\2.

De la desigualdad (1.5) (en este caso N = 2) y (2.13) reem-
plazada en (2.12) se obtiene 1 < Azﬂwﬂé < %% = 1. Esta con-
tradiccién prueba la inyectividad. Ahora, 4 es completamen-
te continua y por lo tanto P,{ también lo es. Es bien conoci-
do, ver [5], Teorema 4.7, pig. 51, que Dszﬂ(x+y) también se-
rd completamente continuo. De la alternativa de Fredholm se
sigue que Dngé(x+g)-I|y es sobre.

Del teorema de la funcidén implicita se deduce que si
F(x,y) = 0, existe Yy definida en una vecindad de x y con va-
lores en Y, Gnica y de clase C1 tal que F(z,y(z)) = 0 para
todo z de la vecindad de x. De la definicidén de la funcidén
T se obtiene que T = ¢¥. Asi que T es C1.

Volvamos, ahora, a nuestro problema (2.10). De acuerdo

a la manera como se definié el operador § (como en (2.1) y
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haciendo g = h) y observando que ¢, Yy T(t¢1) son ortogonales

en LZ(Q) se tiene que,
H(2) = A 2+<g(g,20,+T(£61)),4¢>,

Un cdlculo nos muestra que

H () = ay +< 22U o 47 (1) (07)},0¢% -

De la condicidén J) y del hecho de que T'(O)(¢1) y ¢1 son or-
togonales en LZ(Q), se obtiene que H'(0) > 11. Puesto que
H(0) = 0, entonces H(t) > A1t, t >0y H(L) < A1t para t < 0,
y|t| pequefio.

También, H(2) = <h(z,2¢,+T(26),6,> . Si [£] € X,/ es
facil ver que |2o,+T (6|, s A,/x; +/X;/2¢. De la condicién
H) se sigue que |H(£)| s Az. Esto implica que (2.10) se sa-
tisface para algin £' > 0 y algln 2" < 0. Por lo tanto
t'¢1+T(t'¢1) y t“¢1+T(t"¢1) son soluciones no nulas y distin-
tas de (1.9). Como cero es otra solucidén el teorema queda

probado. A

§3. E1 caso en que g(z,u) es acotado. Para simplificar supon-
dremos que g(z,u) = g(u). Ahora estudiaremos el problema

Au+xu +g(u) +h 0 en Q
(Py) u(z) = 0 en 3Q

donde g:R +» R es continua y acotada y h = LZ(Q).

El problema (Px1) ha sido estudiado, aparte de otros
trabajos en [1]. Alli se dan condiciones necesarias y sufi-
cientes para que (PA1) tenga por lo menos una solucidén gene-
ralizada. Acid estableceremos algunas relaciones entre las

soluciones de (P,) y (Px1).

TEOREMA 3.1. Sea h:R + R lipschitziana y acotada. Sea
h = LZ(Q) arbitraria. Entonces para todo A <R, |A] < Ay, el
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problema (Py) tiene, por lo menos, una solucibn generalizada
uy. Si, ademds, para todo \ € [AO,A1), para algin Ay ,

qu| < M,entonces el problema (PA1) tiene solucion en el sen-
tido generalizado.

Demostracién. La primera parte del teorema es una con-
secuencia del Teorema 1.1. En efecto; supongamos que |g|. < a
para algln a > 0. Sea K la constante de Lipschitz de g. Si
llamamos g(z,u) = Au +g(u) +h entonces es fédcil ver que se
cumplen las condiciones A)-C) del Teorema 1.1. Como Ay + «
cuando N + =, escojamos N « N tal que Xy > Méx{a|Q]%-+ﬂhHO,
Ay +K}. Es fdcil ver que si ﬂu"o < AN/Xq +YX\/Y/X; entonces
para A = R tal que
A1 O-alel - al o)

(3.1) IA] <
Ay + /XN /37

se cumple que “g(u)+k—u+hﬂo < Ay. Puesto que el miembro de-
recho de (3.1) tiende a A{ si N » =, concluimos que (PA)
tiene solucién para |[A| < A;. Queda probada la primera parte
del teorema.

Para probar la segunda parte supongamos que (PA1) no
tiene solucidn. Recordemos que las soluc1ones de (P)), [A] € Ay
son los puntos fijos del operador ¢;: H (Q) > H1(Q) definido
por <fy(u),v>; = <Au+g(u) +h, v>,, para todo vet! o (0.

calculo facil nos dice que

AL
(3.2) ﬂﬁx(u)-ﬂxl(u)ﬂ1 < l—TTlL I“"]'

De (3.2) se deduce que f) - 6x1, cuando X - A1, uniformemen-
te sobre conjuntos acotados de HO(Q). Por hipdtesis 1—511
no tiene ceros sobre cualquier bola cerrada de centro cero
y radio R, por lo tanto I-{, tampoco se anula para A tal que
Ay < A < Aq donde A  depende de R (ver Teorema 19.5 de [3]).
De lo anterior se sigue que la solucién u, de (P,), para

A, < A < Xy, cumple que quu1 > R. Como R es arbitrario se
contradice la hipétesis de que {u;} es acotado. El teorema

queda probado. A
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Un resultado reciproco del Teorema 3.1 es el siguiente

TEOREMA 3.2. Supongamos que el problema (Pk1) tiene por
lo menos una solucidn uyq- Supongamos, ademds, que g:R + R
es de clase C] y que g' < 0. Entonces existe € > 0 tal que
para todo A, |A-A1| < € el problema (P)) tieme una solucidn
u) y ademds %E?qu = Uxq-

Demostracién. Las soluciones del problema (PA1) son los
puntos fijos del operador 5A1:H;(Q) > Hl(Q). Es facil ver que

(3.3) <6'>\](u>\1)(w),u>1 = <x1w+g'(ux])w,v>o
para todo v € H;(Q). Puesto que g'(u;1) < 0 entonces 6&1(ux1)
no tiene valores propios reales en el intervalo [1,2). Esto

en virtud de que la Gnica solucién del problema

Aw +m(x]+g'(uk1))w =0 en Q
w(z) 0 en 230

es W = 0, cuando 0 < m ¢ 1. Por lo tanto U), es un cero ais-
lado del operador 1‘6A1 y se cumple que el grado de Leray-
Schauder

(3.4) d[1-§3;,B(upq,0),0] = (-1)¢ = 1

para todo p < 0 suficientemente pequefio. (Ver Teorema 21.6
de [3]). De que U); sea un cero aislado de l-ﬁx] concluimos
que (I-éxl)(u) # 0 para u tal que |u-u)\]ﬂ1 = p, con p sufi-
cientemente pequefio. Es claro que 4§, - 6A1 uniformemente so-
bre BB(uA1,p), entonces existe € > 0 tal que para todo A= R,
[A—A1[ < ¢ se cumple que (I-§;)u # 0 cuando ﬂu—ux1ﬂ = p. Ade-
mds I-§, es hométopa a I'6A1 sobre aB(uA1,p). De (3.4) se ob-
tiene que d[l—ﬁx,B(ul1,p),0] = 1 y por lo tanto I-§, tiene
un cero u) en B(uA1,p). Haciendo que p > 0 obtenemos que

lim uy = up; y el Teorema queda probado. &
A 1
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