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EXISTENCIA DE MULTIPLES SOLUCIONES DE UN PROBLEMA ELIPTICO
CON PARTE LINEAL EN RESONANCIA CON EL PRIMER VALOR PROPIO

par

Mario ZULUAGA URIBE

§l. Introducci6n. Sea ~ un dominio acotado de Rn y sea ~ el
operador diferencial I~.En este articulo estudiaremos

i=l(lXiel problema de existencia de soluciones generalizadas de

(1. 1)
~u+g(r;,u) o en~,

u(z;;) 0 en (l~

donde g(Z;;,u) esta sometida a restricciones que posteriormen-
te precisaremos. Las soluciones las hal:aremos en el espacio
de Sobolev H1(~), el cual es el completado del espacio C1(~)010que consiste de las funciones de clase C con soporte en ~ y
provisto del producto interne

(1. 2)

Una solucion generalizada de (1.1) es una funci6n
u ~ H~(~) tal que para todo v ~ H~(~)

(1 . 3) <u,v>l !g(z;;,u(z;;))v(z;;)dz;;
~
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El producto interno y la norma en L2(n) los denotaremos
por <'>0 y I 10, respectivamente.

Es bien conocido que existe una sucesi6n {Ak} de numeros
reales tales que a < Ak ~ Ak+l Y 11m Ak = 00; y una corres-
pondiente sucesi6n {¢k} c Hl(n) que constituyen un sistema2 0ortonormal completo de L (n) tales que

(1 . 4)
a en n,
a en an

en el sentido generalizado. Ver, por ejemplo, [4J.
Si llamamos X al subespacio de H~(n) generado por {¢l'

¢2, ...,¢ l}' N ~ 2 Y Y = Xl, entonces es bien conocido que
yt-

H~ (n) = X {9 Y Y t amb ien que

(1 . 5) AN~ YI/; .::: hl'~, 'dE:: Y,

(1 .6) A,II ull; .::: Iul! ~, uE: H~(n),

(' . 7)
2 2Ixll, <;: AN_llxllo' x E: X.

Supondremos ahora que g:nxR + R es medible en la prime-
ra variable y continua en la segunda. Ademas, supondremos
tambien que existen Cl E: L2(n) y C > a tales que

(' .8)

Es bien conocido (ver, por ejemplo, [2J), que baj0 las
arrteriores condiciones el operador G:L2(n) + L2(n) definido
por G(u) (s) = g(s,u(s)) es continuo y envia conjuntos acota-
dos en conjuntos acotados.

Nuestro principal resultado es el siguiente:

TEOREMA 1.1. Supongamos que

A) g(s,u) es medible en s y continua en u.

B) g(s,O) E:: L2(n).

C) Existe K > a tal que /g(s,u)-g(s,v) I <;: Klu-vl·

D) Existe N E: N, N ~ 2 tal que AN > K para el cual se cumple
AN IAN

que si Ilullo'::: 11+!Xl entonces Ilg(s,u)/lo <;: AN'
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Bajo las aondiciones A)-D) el problema (1.1) tiene soluaion
generalizada.

Como consecuencia del Teorema 1.1 estudiaremos, primera-
mente en el numeral 2, el problema

(1 .9)
!:'U + A 1 u + 9 ( I;; , u) o en n,

U(I;;) 0 en an,

cuando 9(I;;,u) no es acotada. Siempre supondremos que an es
suficientemente suave. Este problema ha sido estudiado, en-
tre muchos otros trabaj os, en r 1] (Teoremas 9. 1 Y 9.2); alIi
se dan condiciones sobre g(l;;,u) para que (1.9) tenga, por 10
menos, una soluci6n. Aqul daremos condiciones para que (1.9)
tenga multiples soluciones. En [1] tambien se contempla el
interesante caso en que g(l;;,u) = 6(I;;,u)-h(l;;) cuando 6(I;;,u)
es acotada.

En el numeral 3 estudiaremos las relaciones que existen
entre el problema (1.9) y el mismo problema cuando cambiamos
1..1por A f. 1..1.

Con relaci6n al problema (1.9) tenemos el siguiente

TEOREMA 1.2. Supongamos que

E) g(l;;,u) es medible en I;; y aontinua en u.
F) 9(1;;,0) E L2(n).
G) g(I;;,U) es lipsahitziana en u con aonstante de Lipsahitz

K tal que K + 1..1< 1..2'
H) Si lullo ~ ~~ +~ en t on c e s h(l;;,u) A1u+9(I;;,u) satisfaae

que IIh (I;; , U H 0 ~ 1..2.
Bajo las aondiaiones E)-H) el problema (1.9) tiene soluci6n

generalizada. Si, ademas,

1) 9(1;;,0) = 0
J) ag(l;;,u)I > 0

au u=o '

entonaes el problema (1.9) tiene, por lo menos, tres solu-

aiones generalizadas.
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Para dar un ejemplo del Teorema 1.Z, consideremos elsi-
guiente problema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

U.. + U + 9 ( I:; , u) a
(1.10)

U(O) = U(7T) O.

Recordemos que en este caso 1..1 = 1, AZ = 4. Una clase de fun-
ciones para la cual el problema (1.10) tiene soluci6n puede
escogerse entre aquellas que satisfacen

Ig(l:;,u) + u ] $; ~

y poseen constantes de Lipschitz K < 3.

§2. Demostracion de los Teoremas 1.1 y 1.2.

Dernostracion del Teorema 1.1. Sea 6:H~(~) ~ H~(n) defi-
nida por

(Z.1) <6(u),v>l = <g(l:;,u),v>o'

Probar que 6 es un operador completamente continuo se
hace mediente procedimientos ya clasicos. De (1.3) se dedu-
ce que u E H~(n) es una solucion generalizada de (1.1) si,
y solo si u = 6(u).

ANSi IIull1 ~ 1rN+7A7" por (1.6), se tiene que lullo ~
AN /AN d d i ~~ D) d 1 T 1 1 br;- + 7A7 y e la con aci on e eorema . , 0 tenemos que

(Z.Z) II 9 (I:; , u) II 0 < ili .
/AN -.. N

Llamemos P1 Y Pz las proyecciones ortogonales de H~(n)
sobre X y Y, respectivamente. Sea x EX tal que Ixl1 ~AN/A1

Fijemos x y consideremos la f'unci on PZ6Cx+o) :Bn:;:j n Y ~ Y
donde BIrN = {u E H~(n); Iul1l ~ /fN}. Es claro que Pz6(x+o)

es completamente continuo; de (1.5) y (Z.Z) se tiene que pa-
ra cada IJ E BIAN n Y,
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Sup I<P26Cx+y),z>,1
Iz] , =,
ZE:Y

(2.3) Sup I<g(z:,x+y),z> I
Iz~,=' 0

ZEY

De (2.3) Y e1 t~orema de punto fijo de Schauder se deduce
que tiene un punto fij 0 en Bn:;; n Y. Por otra parte, por ('.5)
y 1a condici6n C) del Teorema ,., se sigue que

K
.:;; 7X7:' ~ Y'-Y2~ 0

N

.:;;iN !Y'-Y2!' .
(2.4)

Debido que KlAN < , se sigue, de (2.4), que P26(x+o) es una
contracci6n y, por tanto, su punto fijo es unico. Sea

T:BANI/Xln X + B/XNn Y tal que T(x) sea el tin i co punto fijo
de P26Cx+o). Esto es, para cada x e: BANIlX1nx

(2.5) P26(x+T(x)) = T(x).

De (2.5) se obtiene

(2.6)

De (2.6) Y 1a continuidad de P26 se sigue que T es continua.
Consideremos, ahora, la funci6n P,6(o+T(o)):BANlYAln"X + X.

Entonces

IIp,6Cx+T(x))l, = Supl<P,6Cx+T(x)),z>,1
~zll,='
z E: X

( 2 . 7)

Ig(s,x+Jt(x)) 0
<S IA1
.:;; ANI If""; .
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Puesto que dimX <00, de (Z.7) se sigue que Pl6Co+T(o)) tiene
un punta fijo x EX. Junto can (Z.5) se obtienea

PztlCx +T(x ))a a T (x )a
(Z.8)

P16Cx +T(x )) = x .a a a
De (Z.8) obtenemos que Xo +T(xo) es un punta fijo de 6 Y de
alIi que sea una solucion generalizada de (1.1). &

Demostraci6n del Teorema 102. Baja las condiciones E)-
H) la funcion h(s,t) satisface las condiciones del Teorema
1.1 Y par 10 tanto el problema (1.9) tiene solucion. Debemos
anotar que en este caso X = {t¢1; t E R} y Y = X~. Como en
el Teorema 1.1 tenemos, en nuestro caso, que It¢1111~AZ/,r;::;·
En virtud de la desigualdad (1.6) tenemos una identidad pa-
ra u = ¢1' la anterior desigualdad equivale a que ItI ~ A/A1·
Como en el Teorema 1.1, par cada soluci6n de la ecuaci6n

(Z.9)

tendremos una solucion generalizada de (1.9) Y reciprocamen-
te: si t¢, +Ij, Ij E Y, es una soluci6n de (1.9) entonces
6Ct¢1 + Ij) = t¢, + Ij Y par 10 tanto PZ6Ct¢1 + Ij) = Ij. Puesto
que PZ6(t¢, + 0) es una contraccion, de la definicion de la
funcion T:X + Y se obtiene que Ij = T(t¢,) Y de aca que t¢1
satisface (Z.9). De la condicion I) se obtiene que 0 es una
solucion de ('.9), asi que (Z.9) se satisface para t = 0, Y
T(O) sera la solucion de (1.9). De la desigualdad (1.5), en
este caso N =Z, tenemos

AZ~T(O)il~.( IIT(O)II~= <h(s,T(O)),T(O»o.( (K+A,)~T(O)II~ ,

puesto que A2 > K + A1 se sigue que T(O) = O. Es claro que
(2.9) es equivalente a

(Z.10)
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Afirmamos que H:[-AZ/A1,AZ/A1] + R es C1. Ademas es claro
que H(O) = O. Para ella es suficiente ver que T es C1.

Sea F:XxY + Y definido por

(Z.11) F(x,y) = Pz6(x+y) - Y •

Para I~I ~ AZ/A1 tomamos x = ~¢1 fijo. De (Z.4) se deduce
que PZ6(x+ 0) es una contracci6n y por 10 tanto F(x,y) = 0 si
Y 5610 si Y = T(x).

Veamos que VyPZ6(x+y)-lly es un difeomorfismo de Y en
Y. Primero veamos que es inyectivo. Supongamos que existe
WE Y, W I 0 (podemos suponer que ~w~1 = 1), tal que
VyPz6(x+y)(w) = w. Entonces

(Z.1Z)

d
1 = <V/z6(x+y)(w),w>1 = -u <PZ6(x+y+~),w>11~ 0

ah
= <" (1;;,x+y)w,w>

oU 0

(La continuidad de ah~~,u) garantiza que la derivada de Ga-
teaux coincida con la derivada de Frechet). De la condici6n
G) se deduce que ag~~,u) ~ K, por 10 tanto

(Z.13) ah(1;;,u) ~ A +K < Aau "1 Z·

De la desigualdad (1.5) (en este caso N 2) Y (Z. 13) reem-
plazada en (Z.1Z) se obtiene 1 < Azllwll~ ~ ~~ 1. Esta con-
tradicci6n prueba la inyectividad. Ahora, 6 es completamen-
te continua y por 10 tanto Pz6 tambien 10 es. Es bien conoci-
do, ver [5], Teorema 4.7, pag. 51, que VyPz6(x+y) tambien se-
ra completamente continuo. De la alternativa de Fredholm se
sigue que VyPz6(x+y)-I!y es sobre.

Del teorema de la funci6n implicita se deduce que si
F(x,y) = 0, existe ~ definida en una vecindad de x y con va-
lares en Y, unica y de clase C1 tal que F(z,~(z)) = 0 para
todo z de la vecindad de x. De la definici6n de la funci6n
T se obtiene que T = ~. As! que T es C1

Volvamos, ahora, a nuestro problema (Z.10). De acuerdo
a la manera como se defini6 el operador 6 (como en (2.1) y

167



haciendo 9 = h) y observando que ¢, y T(t¢,) son ortogonales
en L2(~) se tiene que,

Un calculo nos muestra que

De la condici6n J) y del hecho de que T' (0) (¢,) y ¢, son or-
togonales en L2(~), se obtiene que H' (0) > A,. Puesto que
H(O) = 0, entonces H(t) > A,t, t > 0 Y H(t) < A,t para t < 0,

IJlt/ pequeno.
T'amb i en, H(t) = <h(z:;,t¢,+T(t¢,),¢,>o' Si It I -s A2/A, es

f aci I ver que It¢,+T(t¢,)lo ~ A2/A, +1'A2/A,. De la condici6n
H) se sigue que IHCt)1 ~ A2. Esto implica que (2.'0) se sa-
tisface para algun t' > 0 Y algun t" < O. Por 10 tanto
t'¢,+T(t'¢,) y t"¢,+TCt"¢,) son soluciones no nulas y distin-
tas de ('.9). Como cero es otra soluci6n el teorema queda
probado. "

§3. [1 caso en que g(z:;,u) es acotado. Para simplificar supon-
dremos que g(z:;,u) = g(u). Ahora estudiaremos el problema

tW+AU+g(U) +h

u (z:;)

o en ~
o en;W

donde g:R + R es continua y acotada y h E L2(~).

El problema (PA,) ha sido estudiado, aparte de otros
trabajos en [']. Alli se dan condiciones necesarias y sufi-
cientes para que (PA,) tenga por 10 menos una soluci6n gene-
ralizada. Aca estableceremos algunas relaciones entre las
soluciones de (PA) y (PA,).

TEOREMA 3.1. Sea h:R + R Zipschitziana y acotada. Sea

h e::: L 2 un arbitraria. En ton ces para todo A ER, I A I < A" e l:
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problema (PA) tiene, por lo menos, una solucion generalizada

uA. Si, ademas, para todo A E [Ao,A1), para algun Ao'
~uAI ~ M,entonces el problema (PAl) tiene solucion en el sen-

tido generalizado.

Demostraci6n. La primera parte del teorema es una con-
secuencia del Teorema 1.1. En efecto; supongamos que Iglloo~ a

para algun a > O. Sea K la constante de Lipschitz de g. Si
llamamos g(Z;;,u)= AU +g(u) +h entonces es f ac i l ver que se
cumplen las condiciones A)-C) del Teorema 1.1. Como AN + 00

""cuando N + 00, escoj amos N e:: N tal que AN > Max{a I rI I 2 + IIhll0'

A1 + n. Es fiicil ver que si II ull0 ~ AN/A1 + IXN/lA1 entonces
para A e: R tal que

(3.1)

se cumple que Ilg(u)+A-u+hllo~ AN' Puesto que el miembro de-
recho de (3.1) tiende a Ai si N + 00, concluimos que (PA)
tiene soluci6n para IAI < A1. Queda probada la primera parte
del teorema.

Para probar la segunda parte supongamos que (PAl) no
tiene soluci6n. Recordemos que las soluciones de (PA), IAI ~ Al,
son los puntos fijos del operador 6A:H1(n) + H1(n) definido

o 0 1
por <6A(u),v>1 = <Au+g(u)+h,v>o' para todo v e: Ho(rI). Un
calculo facil nos dice que

(3.2)

De (3.2) se deduce que 6A + 6A1, cuando A + A1, uniformemen-
te sobre conjuntos acotados de H~(rI). Por hip6tesis 1- 6Al
no tiene ceros sobre cualquier bola cerrada de centro cero
y radio R, por 10 tanto 1-6A tampoco se anula para A tal que
A < A < Al donde A depende de R (ver Teorema 19.5 de [3J).o 0
De 10 anterior se sigue que la soluci6n uA de (PA), para
Ao < A < A1, cumple que luAijl > R. Como R es arbitrario se
contradice la hip6tesis de que {uA} es acotado. El teorema
queda probado. &
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Un resultado reciproco del Teorema 3.1 es el siguiente

TEOREMA 3.2. Supongamos que el problema (PA1) tiene por

lo menos una soluai6n UA1' Supongamos, ademas, que g:R + R
es de alase C1 y que g' < O. Entonaes existe € > 0 tal que

para todo A, I A-A1' < e e l. problema (PA) tiene una eo l.ucion
d ~ I"uA Y a emas 1m UA = UA1.A+Al

Demostraci6n. Las soluciones del problema (PA1) son los
puntos fijos del operador nA1:H~(n) + H~(n). Es facil ver que

(3.3)

1 'para todo v e:Ho(n). Puesto que g'(UA1) < 0 entonces 0A1(UA1)
no tiene valores propios reales en el intervale [1,00).Esto
en virtud de que la unica solucion del problema

t::.W + m ( A 1 + g' (u A 1 ) ) W

w(l;;)

o en n
o en an

es w = 0, cuando 0 < m ~ 1. Por 10 tanto UA1 es un cero ais-
lado del operador I-nA1 y se cumple que el grade de Leray-
Schauder

(3.4)

para todo p < 0 suficientemente pequeno. (Ver Teorema 21.6
de [3]). De que UA1 sea un cero aislado de I-nA1 concluimos
que (I-nA1)(u) F 0 para U tal que IU-UA1~1 = p, con p sufi-
cientemente pequeno. Es claro que nA + nA1 uniformemente 50-

bre aB(uA1,P), entonces existe € > 0 tal que para todo A~R,
IA-A1' < € se cumple que (I-h)u F 0 cuando Ilu-uA111 = o , Ade-
mas I-h es homd t opa a I-nA1 sabre aB(uAl'p). De (3.4) se ob-
tiene que d[I-6A,B(uA1,p),0] = 1 Y por 10 tanta I-nA tiene
un cera uA en B(uA1,P). Hacienda que p + 0 obtenemas que
liQ uA = UA1 Y el Tearema queda probada. •
A+Al
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