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RETICULOS ENGENDRADOS POR COLECCIONES DE ESPACIOS LP

por

Sergio ALVAREZ(™)

Resumen. En esta nota se estudian algunas propiedadss de
los espacios LP+L9 y LPn L% para 0 < p,q € ®. Se muestra que da-
do P C:[O,ﬂﬂ, la clausura de {LP, p =P} con respecto a sumas e
intersecciones finitas es {LP+ L4, LPnL9; p,q =P} y que éste
es un reticulo distributivo con respecto a la inclusidn, isomor-
fo (dependiendo de condiciones sencillas sobre el espacio de me-
di?a}subyacente) a alguno de estos: -PxP, -Px{0,1} , -P, P, {0,1},
o {0}.

§1. Contexto y notacion.

(X,M,m) es un espacio de medida, m > 0.

M° es el conjunto de los E« M con 0 < m(E) < =,

CL m(M°) es la clausura topoldgica en [0,~} del conjun-
to {m(E) : E « M°}

Para p « (0,®), LP = Lp(m) es el conjunto de las funcio-
nes complejas M-medibles § sobre X tales que [x|6|p dm <
L% = Lm(m) es el conjunto de las funciones esencialmen-
te acotadas sobre X.

 daa Lo(m) es el conjunto de las funciones con soporte
finito, es decir, tales que m({x = X con §(x) # 0}) < .

En cada LP se identifican funciones que coinciden casi
en todas partes (c.t.p.);

§/E es la restriccidn de § a E.
(*) Los resultados de este articulo forman parte de la Tesis presenta-

da por el autor para optar al titulo de Magister en la Universi-
dad de los Andes.
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§ =LP sobre E significa E €« M y §/E = LP(E).

Si no se especifica otra cosa, p,q,4,4,%,u son elementos
cualesquiera de [0,#] y P es un subcojunto cualquiera de
[0,=].

XE es la funcidén caracteristica de E.

A+B denota el conjunto {a+b; a= A, b = B}.

v denota supremo, A denota infimo.

§2. Comentario sobre el espacio L°. Este es un espacio métri-

co completo para la métrica d(§,g9) = m({x = X | §(x) # g(x)1}).
El que d sea una métrica en L® es trivial, considerando

la identificacidén de funciones que coinciden c.t.p.
Supbéngase ahora que (§,) es una sucesidn de Cauchy en

(L°,d). Tomando una subsucesidn (gn) de (f§,) con
d(Qn,Qk) < 1/2" para k > n, se tiene para cada n

kl>1n {xe=x|g, () #g,()} = kyn {xeX|g, 100 # gy}

luego
m( U (xe X[ 90 # 9,000 < T —gr= =g
k>n 2 2

k>n

Por lo tanto,

N U{xeX]gp() #g,00} = 1imm( U {xeX|gpt) #9,(01 =0
n k>n e k>n

Es decir, para casi todo x € X, la sucesidn (gn(x)) es even-
tualmente constante. En particular, (g,) converge c.t.p. ha-
cia alguna funcién medible §. Redefiniendo §, si es necesario,
sobre un conjunto de medida cero,

(D = xX[§00 401 U S X]g, () #g,(0dulxeX]gy(0 0}
n>

(i) {x= X|§00 # 3,0} kU {x «X|g,(0) # g, 100}
>n

Teniendo en cuenta la escogencia de (gn), se concluye de (i)
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que ¢ = Lo, y de (ii) que d(gn,ﬂ) + 0. Por lo tanto, 6n > 4
en (Lo,d).

Notese, también, que L% es un espacio vectorial con las
operaciones usuales en los demés LP.

§3. Algunas propiedades de los espacios 1

PROPOSICION 1. Para p < q,
(i) PNER et
(i) YL <'LP,

Demostracién. Los casos ¢ = 0 6 p = «», son triviales.
Para los casos p = 0 6 ¢ = ©® note que si § < t° n L%, enton-
ces |§| < KXg m-c.t.p. para ciertos K & RY, E « M con m(E) < »,

luego

[ 14]%m < KOm(E) < = ¥a e (0,%).
X

Para los demds casos:

(i) Si § = LP y si |§| € kK < = entonces
[ 161%m < kKTP[ | §|Pdm < =,
X

(ii) Si 4§ = L4 y si m({x € X | §(x) # 0}) < » entonces por la
desigualdad de Holder

[ 1§1Pdm < ([ 1§]%n)P metxe x| §00 # 0@ P/ a4
" X

El siguiente teorema extiende al caso 0 = {p,q} un re-
sultado de Villani (1985).

TEOREMA 1.

(i) Para p # =, LP = 1% si y sélamente si p = ¢ 0o (p < q y

O #CcemM®))o (p>quy ¢ CemM)).

(ii) L® = LY si y solamente si ¢ = ® o m(X) < o,
Demostracién. (ii) es trivial.

Probar (i) para el caso 0 « {p,q} equivale a probar (a) y (b):
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(a) Para ¢ # 0, L° = 17 si y s6lo si 0 & cem(MO®).

(b) Para p # 0, LP = 1° si y s6lo si » & cem(MO).
Demostracidén de (a). Si 0 « CErn(MoL es fiacil ver que

existe una sucesidn de conjuntos (En)neN disyunta en M°, con

zm(fn) < o, y que haciendo

= 1 31/
§ = gl XEn(m—(m) g

§

para q # «

Y Xg *n para q = ®
. K

se tiene § = LONLY, luego L°¢ 1% si 0 #£cem(M®), entonces
toda sucesidén (Ep) de conjuntos disyuntos entre si en M° con
Zm(Ek) < = tiene rango finito. Si § « L°, sea (Ek)z=1

una particién en M° de {x =X | §(x) # 0} que no pueda ser
refinada en M°. Entonces 4§ es esencialmente constante sobre

cada uno de los finitos E,, y asi § « LY.

Demostracion de (b). Si »  CZ m(Mo), existe una suce-

sidn (En)neN de conjuntos disyuntos en M° con Em(En) = o}

se tiene
Y X (1/2” ]1/’9 e LPN[°
n n

luego P& L°. Si = &cem(M®) y si § = LP (p # »), entonces,

puesto que para cada n= N
{xe X| 1§00 » 1/n} = M U{E =M |m(E) = 0},

se. tiene

m({xeX|4(x) #0}) = limm({x<= X| |[§(x)]| > 1/n}) <=
| Ui
es decir, § < LO, luego LP = 1° a

De la proposicidén siguiente, el andlogo para p « (0,»)
puede encontrarse en Rudin (1987, ejercicios del Capitulo 3).

PROPOSICION 2. Si § es una funcidén compleja medible,

{p|§e LP} es un intervalo en [0,=].

176



Demostracién. (Para los casos § = Lo, § = 173 54
§ «1°nLP y si ¢ = [0,p] entonces § =LY% por la proposicién
1. El caso § « L* es similar. A

§4. Los espacios L(p,q). La definicidén siguiente es solamen-
te de notacidn.

DEFINICION. Si p < q, L(p,q) = LP+L%, L(q,p) = LP nLY.
Obsérvese que L(p,p) = e,

TEOREMA 2. (y definicidn). Dada § = L°+L" sea ¢ > 0 tal
que 81 X, = {x « X | |§(x)| > c} entonces m(xé) < », y sean
56 = {xe X||[§0)] <}, § = 6-Xx6, § = 6-XX6. Entonces se

cumple

Lp,a) = {§ = L%+ [§etPy =Ll

(Observese que vale la igualdad independientemente de la es-
cogencia de ¢ para cada ¢, aunque 8 y § si dependen de esta
escogencia).

Demostracién. (Para p < ¢) si § « LP Yy § = L entonces
§ = 8+§ e LP+19 = L(p,q). Dada § = L(p,q) = Lp+Lq, sean
g = LP y h = L% tales que § = g+h. Puesto que m(xé) < ®  en-
tonces h e LP sobre X (Proposicién 1), luego { = LP. Sobre
{(xe X, |lg(x)| <clesge= tPnt® =t% (Proposicién 1), y
sobre fx =X, |lg)] >ctes |g|l > 16l v § = L%, luego aqui
§ = tPat” e 1t (Proposicidn 1); asi que § = L9,

(Para p > q) dada § = L(p,q) = LtPnt% es obvio que
f=LPy g1 si j= LPy §<L? entonces =Ly f< LP
(Proposicién 1), y por lo tanto { = §+f = tPnt? = L(p,q). A

COROLARIO. Dada § = L°+L™, el conjunto
((p,a) | §= Lp, @)} = {p | §=LPixla]|g =1

es un producto de intervalos en [0,%], el primero de los cua-

les contiene a 0 y el otro a =.
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PROPOSICION 3.
(i) L(p,q) +L(n,8) = L(pAn, qVvs).
(ii) L(p,@)nL(n,8) = L(pvr, qa 8).

Demostracion. (i) L(p,q) = L(pAr, qVvs) Yy
L(n,s8) = L(panr, qvs) como consecuencia del Teorema 2 y la
Proposicidén 1, luego L(p,q)+L(x,8) = L(pAr, qgvs). Recipro-
camente, dada § « L(pA 1, qva), § pertenece a alguno entre
LP y L* y 4§ pertenece a alguno entre Le y L4 (Teorema 2), de
donde (tomando §_= § = 0), § pertenece a alguno entre L(p,q)
y L(n,8), v ¢ también; asi § = 8+6 e L(p,q) +L(n,s).

(ii) L(pvr, qAs) = L(p,q) y L(pVv2r, qAs) = L(1,8)
como consecuencia del Teorema 2 y la Proposicién 1, luego

L(pva, gas) <= L(p,q) N L(1,s8). Reciprocamente, dada
§ < L(p, @) NL(x,8), se tiene § = LPnL" =P y ¢ «1%n1?
chM; por lo tanto f§« L(pAnxn, gvs) (Teorema 2). A

COROLARIO.
(1) L(p,@) N (L(n,8)+L(%,w)) = (L(p,@) N L(%,8))+(L(p,q) N L(%,u))
(ii) L(p,q) + (L(x,8) NL(%,w)) = (L(p,@)+L(%,8)) 0 (L(p,q)*L(%,u))
Demostracién. Esto se sigue de la Proposicién 3 y del

hecho de que para a,b,c e [0,»] se tiene

a A(bve) = (an b) v(ance), av(bac) = (avb) A(ave).

PROPOSICION 4. L(p,q) = L(r,s) si y sélo st
(p>ro0&Cm®)) y (@< 80 (mCmM?) y g # =) o
(m(X) < =)).

Demostracién. Por el Teorema 2, L(p,q) = L(n,4) si vy
s61o si LPNnL® <L® y LinL” e L8, Basta, pues, probar (i)
y (ii):

(i) LPnL® < L9 siy s6lo sip<q o (»&CLm(M®) y p # =)

6 m(X) < =,

(ii) LPnL° 19 si y s6lo sip > q 6 0¢cem(M®).

Demostracion de (i). Si p € ¢, entonces tPpt® <1t por
la Proposicién 1. Si p > q y si (= ECem(M®) y p # ©) &
(m(X) < » y p = «), entonces LP =14 por el Teorema 1, lue-
go LPn L” = L%, Con esto termina una direccién de la equiva-

lencia. Si LPnt™ = ¢ y ademds p > ¢ entonces, puesto que
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tPadl <1 por la Proposicidn 1, se tiene LtP = (tPn %) +
(LtPnL®) 1% (Proposicién 3), luego por el Teorema 1 se
tiene (= #CLm(M) y p # =) 6 (m(X) < =).

Demostracion de (ii). Si p » ¢, entonces LPNL° = LY
por la Proposicidén 1. Si p < ¢ y si 0 ¢ Ccem(M®), entonces
LP = L% por el Teorema 1. Esto muestra que la condicién da-
da es suficiente para que tPa 121, si #P LS = 14 y ade-
mds p < q, de la Proposicidén 1 se sigue que tPnL® =19, lue-
go LP = (1PN 1% +(LPnL”) = LY y asi 0 ¢Cem(M°) por el
Teorema 1.

§5. Los reticulos R(P). Recordemos que P denota un subcon-
junto arbitrario de [0,«]. Sea R(P) = {L(p,q) | p,q = P}.

TEOREMA 3.

(i) R(P) es un retfculo distributivo com respecto a la in-
clusibn, con supremo + e infimo 1 .

(ii) R(P) es la clausura con respecto a sumas e interseccio-
nes finitas de {LP | p = P}.

(il Si en PxP se define (p,q) < (n,4) por p > n y q < 5, en-
tonces (p,q)+ L(p,q) define un epimorfismo de reticulos
de PxP sobre R(P).

(iv) El morfismo dado en (iii) induce un isomorfismo de R(P)

sobre PxP, siendo

P si 0eCem(M®)

9!
1]

{0} s 0 ¢Cem(M®) ,

P si o= CLm(M®)
P =<{0,1} 87 = £Cem(M®) y m(X) = =
{0} 82 m(X) <

(v) R(P) es completo si y solamente si P es cerrado en [0,%],
en el caso C&m(M®) n{0,=} # @. Siempre que R(P) sea com-

pleto se tiene

V Ltp,0) = L

A p, V q)
(p,qel (p,q)€T (p,q)el
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A Ltip,)= t( V p, AN 4
(p,q)el (p,q)el (p,q)el

Demostracidén. (i) Se sigue de la Proposicién 3.

(ii) Se sigue de (i) y de las definiciones de los L(p,q) y
de R(P).

(iii) De la Proposicidn 3.

(iv) Por (iii), R(P) es isomorfo al cociente PxP/v, con
(p,q) ~ (n,4) si y sdlo si L(p,q) = L(r,s); (iv) se sigue
entonces de la Proposicidn 4.

(v) PxP y *P son completos si y sb6lo si P es cerrado en
[O,w]. Luego por (iv), R(P) es completo si y sélo si P es ce-
rrado en [0,»] en el caso indicado. Las férmulas para V, A
se deducen de la Proposicién 4. (considerando casos seglin

cem(M®). &

NOTA. En (v) del Teorema 3,
+L(p,q) = VL(p,q) NL(p,q) = AL(p,q)

pero los objetos del lado izquierdo pueden no estar en R(P).
Por ejemplo, si =& CZm(MO), tomando (E,) disyunta en M° con
m(E,) >ny definiendo § = ZXEnexp(—m(En)) se tiene § & L°

aunque § = LP para todo p > 0. Esto muestra que en este ca-

SO
N L(p,q) 2 L(=,0)
0<p<® 7

Restringiéndose por simplicidad al caso {0,»} = Cln(Mo),
pueden hacerse algunos comentarios adicionales R(P) es un
subreticulo de R([O,w]); este iltimo es isomorfo a

[0,2]x[0,2] (como en el Teorema 3):

L(O,co) L(oo’oo)

T

|

|

L(p, p)

|

|
b _L@'_q)}r .
L(0,0) P L(=,0)
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(recuérdese que L(p,q) = L(xr,s) si y sblo si p >1ry q < &).
La existencia del isomorfismo permite probar fdcilmente, por
ejemplo: R(P) tiene midximo si y s6lo si P tiene simultédnea-
mente mdximo y minimo si y sélo si R(P) tiene minimo; en tal
caso, max R(P) = L(min P, max P), min R(P) = L(max P, min P),
y los finicos elementos de R(P) con complemento son los L(p,q)
con (p,q) = {min P, max P}x{min P, max P}. También pueden
darse condiciones necesarias y suficientes para un subconjun-
to de R([0,»]) sea un subreticulo y para que un subreticulo
de R([0,»]) sea un R(P).
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