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RETICULOS ENGENDRADOS POR COLECCIONES DE ESPACIOS LP

por

Sergio ALVAREZC*)

Resumen. En esta nota se estudian algunas propiedades de
los espacios LP+Lq y LPnLq para 0 ~ p,q ~ "'. Se muestra que da-
do P c [O,"'J, la clausura de {LP, P e: P} con respecto a sumas e
intersecciones f initas es {LP + Lq, LP n Lq; P,q e: Pl y que este
es un reticulo distributivo con respecto a la inclusion, isomor-
fo (dependiendo de condiciones sencillas sobre el espacio de me-
dida subyacente) a alguno de estos: -PxP, -PX{O, 1} , -P, P, {a, ll,
o {a}.

§l. Contexto y notacion.
(X,M,m) es un espacio de medida, m ~ O.
MO es el conjunto de los E e: M con 0 < m(E) < "'.

Cl meMO) es la clausura topo16gica en [O,"'} del conjun-
to {m(E) : E e:: MO

}

Para p ~ (0,"'), LP = LP(m) es el conjunto de las funcio-
nes complejas M-medibles 6 sobre X tales Clue IX 161 P dm < cc

L'" = L"'(m) es el conjunto de las funciones esencialmen-
te acotadas sobre X.

LO = LO(m) es el conjunto de las funciones con soporte
finito, es decir, tales que m({x e: X con 6(x) F a}) < "'.

En cada LP se identifican funciones que coinciden casi
en todas partes (c.t.p.);

6/E es la restricci6n de 6 a E.

(*) Los resultados de este articulo forman parte de la Tesis presenta-
da por el autor para optar al titulo de Magister en la Universi-
dad de los Andes.
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6 &: LP eo br e E significa E &: M Y 6/E e: LP(E).

Si no se especifica otra cosa, p,q,~,~,t,u son elementos
cualesquiera de [0,00] y P es un subcojunto cualquiera de
[O,ooJ.

XE es la funci6n caracterlstica de E.
A+B denota el conjunto {a+b; a&: A, b e: B}.
v denota supremo, A denota lnfimo.

§2. Comentario sobre el espacio La. Este es un espacio metri-
co completo para la met ri ca d(6,g) = m({x -= X I 6(x) ~ g(x)}).

El que d sea una metrica en La es trivial, considerando
la identificaci6n de funciones que coinciden c.t.p.

Sup6ngase ahara que (6n) es una sucesi6n de Cauchy en
(Lo,d). Tomando una subsucesi6n (gn) de (6n) can
d(gn,g~) < 1/2n para ~ > n, se tiene para cada n

luego
m(U{xe:Xlg'-(x) ~g (x)}) < \' 1 _ 1

K n L TT-=n-:T
~>n ~>n 2 2

Par 10 tanto,

(n U {xe: X I gk(x) ~ 9 (x)}) = Lim m( U {xE: X I 9k(x) ~ 9 (x)}) °
n k>n n n-><x> k>n n

Es decir, para casi todo x e: X, la sucesi6n (g (x)) es even-n
tualmente constante. En particular, (gn) converge cot.p. ha-
cia alguna funci6n medible 6. Redefiniendo 6, si es necesario,
sabre un conjunto de medida cera,

(i) {xe:XI6Cx) ~ O} c U {xcXlg _l(x) ~gn(x)}U{xe:XI9l(x)~O}
n>l n

(ii)

Teniendo en cuenta la escogencia de (g ), se concluye de (i)n
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°que 6 E L , Y de (ii) que d(9n,6) + O. Por 10 tanto, 6n + 6
en (L °,d) .

N6tese, tarnbien, que LO es un espacio vectorial con las
operaciones usuales en los dernas LP.

§3. Algunas propiedades de los espacios LP.

PROPOSICION 1. Para P < q,
(i) LP n L 00 c L q

(ii) L q n L 0 c LP.

Demostraci6n. Los casos q = 0 6 P = 00, son triviales.
Para los casas P = ° 6 q = 00 note que si 6 E LO n L

oo
, enton-

ces 16! "" KXE m-c.t.p. para ciertos K E: R+, E e: M con m(E) < 00,
luego

J 161adm "" Kam(E) < 00
X

¥a E: (0,00).

Para los dernas casos:

(i) Si 6 E: LP Y si 161 "" K < 00 entonces
f 161qdm "" Kq-Pf 161Pdm < 00.X X

(ii) Si 6 e: L q Y si m({x E: X 1 6(x) of o}) < 00 entonces por la
desigualdad de Holder

J 161Pdm ~ (J 16Iqdm)p/q m({xe: X 16(x) i O}Jq-p)/q < 00. .l
X X

El siguiente teorerna extiende al caso 0 E: {p,q} un re-
sUltado de Villani (1985).

TEOREMA 1.
(i) Para P i 00, LP c Lq si y s6Zamente s~ P q 0 (p < q y
o <f. Cl meMo)) 0 (p > q y 00 ~ Cl meMo)) .
(ii) Loo

c Lq si y soZamente si q = 00 0 m(X) < 00

Demostraci6n. (ii) es trivial.
Probar (i) para el caso 0 Ii: {p,q} equivale a probar (a) y (b):
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(a) Para C( F 0, L ° c= L C( si Y solo si a ,E: C.e.m(Mo).

(b) Para P F 0, LP c= LO si Y solo si 00 ri:. C.e.m(Mo).

Demo st raci.onde (a). Si a -= c.e. meMo), es f aciI ver que
existe una sucesion de conjuntos (En)neN disyunta en MO, con
Im(E ) < 00, Y que haciendo
n n

6 I X ( 1 ) l/C(
n En~

para C( F 00

6 = I
n

para C( = 00

se tiene 6 e: LO\LC(, luego LO ¢ LC(. Si a ~Ctm(M°), entonces
toda sucesi on (E,,) de conjuntos disyuntos entre 51 en MO con
Im(EQ) < 00 tiene rango finito. Si 6 e: LO, sea (ER)~=l
una part i cidn en MO de {x -= X ! 6(x) F a} que no pueda ser
refinada en MO. Entonces 6 es esencialmente constante sobre
cada uno de los finitos ER, y aS1 6 e: LC(.

Dernostracion de (b). Si 00 e: Ct meMo) , existe una suce-
sian (En)nEN de conjuntos disyuntos en MO con ~m(En) 00;
se tiene

luego LP ci L 0. Si 00 ¢ cz m (Mo) y si 6 e: LP (p F 00), entonces,
puesto que para cada n e: N

{xe: X II6(x)1 ~ lin} e: MOU{E «=M Im(E) a},

se tiene

m({xe: X l6Cx) Fan = 11m m({xe: X 116(x)! ~ lin}) < 00

n->oo

De la proposicion siguiente, el analogo para P e: (0,00)

puede encontrarse en Rudin (1987, ejercicios del Capitulo 3~

PROPOSICION 2. Si 6 es una funci6n compleja medible,

{pI6e: LP} es un intervalo en [O,ooJ.
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Demostracion. (Para los casas 6 E: L 0, 6 -= L ""). Si
6 -= LOn LP y si q E: [O,p] entonces 6 e: Lq por la proposi.cidn
1. El caso 6 -= L"" es similar. A

§4. Los espac;os L(p,q). La definicion siguiente es solamen-
te de notacion.

DEFINICION. Si P ~ q, L(p,q)

Observese que L(p,p) = LP.

TEOREMA 2. (y definicion). Dada 6 e: LO+L"" sea e > ° tal
que si X

6
Lx e: X I l6Cx) I ~ e} en t o nc e e m(X

6
) < "", Y sean

~6 = Lx e: X I l6Cx) I < c ) , 0 = 6·XXt D = 6·X~{ Bn t on c ee se
cumple

(Observese que vale la igualdad independientemente de la es-
cogencia de e para cada 6, aunque 6 y 6 si dependen de esta
escogencia).

Demostracion. (Para P ~ q) si 6 -= LP Y 6 -= Lq entonces
6 = ~+6 -= LP+Lq = L(p,q). Dada 6 -= L(p,q) = LP+Lq, sean
9 e: LP y h -= Lq tales que 6 = g+h. Puesto que m(X6) < "", en-
tonces h ~ LP sobre X6 (Proposicion 1), luego 0 e: LP. Sobre
{x e: X Ilg(x) I < e} es 9 e: LPn L"" c::Lq (Pr'oposici.dn 1), y

sObre-L 4i: ~6 Ilg(x)1 ~ c l es l s l ~ 161 y 6 -= L"", luego aqui
6 -= LP n L"" c:: L q [Propo si.ci Sn 1); asi que 6 e: L q.

(Para P ~ q) dada 6 e: L (p, q) = LP n L q es obvio que
6 -= LP Y 6 e: L q. Si 6 -= LP Y 6 E: L q entonces 6 -= L q y 6 E: LP

(Propo sici.on 1), Y por 10 tanto 6 = 6+6 e: LP n L q = L (p, q). A

COROLARIO. Dada 6 -= LO+L"", el conjunto

{(p,q) 16 &: L(p,q)} = {p 16 -= LP}x{q I ~ E: Lq}

es un psroduc t o de i.n t-erv a l.o e en [0,""], e l: primero de los cua-

les contiene a ° y el otro a ""
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PROPOSICION 3.
(i) L(p,q) +L(It,.6) = L(pll It, q V.6).

(ii) L(p,q) n L(It,.6) = L(p v n , qll.6).

Demostracion. (i) L(p,q) c L(pll It, q V.6) Y

L(It,.6) c L(pII It, q V.6) como consecuencia del Teorema 2 y la

Pr opo s i.c i on 1, luego L(p,q)+L(It,.6) c L(pII It, q V.6). Recipro-
camente, dada 6 e: L (p II It, q V.6), 6 pertenece a alguno entre
LP y Lit Y Q pertenece a alguno entre Lq y L.6 (Teorema 2), de

donde (tomando L = ~ = 0), 6 p~rtenece a alguno entre L(p,q)

y L(It,.6), Y ~ t ambi en ; as! 6 = 6+6 e:L(p,q) +L(It,.6).

(ii) L(p v n , q 11.6) c L(p,q) Y L(p v n , q 11.6) c L(It,.6)

como consecuencia del Teorema 2 y la Proposicion 1, luego

L(p v n , q 11.6) c L(p,q) n L(It,.6). Reciprocamente, dada
6 -= L(p,q) n L(It,.6), se tiene 6 E: LP n Lit c Lpvlt Y ~ e: Lq n L.6

c L qll.6; por 10 tanto 6 E: L (p II It, q V.6) (Teorema 2). •

COROLARIO.
(i) L(p,q) n (L(It,.6)+L(t,u)) (L(p,q) n L(It,.6))+(L(p,q) n L(t,u))

(ii) L(p,q) + (L(It,.6) n L(t,u)) = (L(p,q)+L(It,.6)) n (L(p,q)+L(t,u))

Demostraci6n. Esto se sigue de la Proposicion 3 y del

hecho de que para a,b,e e: [O,ooJ se tiene

a lI(b v e) = (all b) v (a II e), a v (b II e) = (a v b) II (a v e).

PROPOSICION 4. L(p,q) c L(It,.6) si y solo si

(p ~ It 0 0 ¢ Clm(Mo)) y (q <; .6 0 (00 ¢ Clm(Mo) y q 1 00) 0

(m (X) < 00)).

Demostraci6n. Por el Teorema 2, L(p,q) c L(It,.6) si Y
solo si LP n L° c LJL Y L q n i" c L.6. Basta, pues, probar (i)

y (ii):
(i) LP n Loo

c Lq si Y solo si p < q a (00 ¢Clm(Mo) y p 1 00)

a m(X) < 00

(ii) LPnLo cLq si y solo si p > q a 01Clm(Mo).

Demostracioi1 de (i). Si p ~ q, entonces LP n L00 c L q par

la Proposicion 1. Si p > q y si (00 ¢:Clm(Mo) y p 1 00) 6
(m(X) < 00 Y P = 00), entonces LP c Lq por el Teorema 1, lue-
go LP n L 00 c L q. Con esto termina una direccion de la equiva-

lencia. Si LP n L
oo

c L q y ademas p > q entonces, puesto que
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LP n L° c L Q por la Proposici6n 1, se tiene LP =' (LP n L 0) +

(LP n L 00) c L Q (Proposici6n 3), luego por el Teorema se
tiene (00 <t. Clm(Mo) y P # 00) 6 (m(X) < 00).

Demostracion de (ii). Si P ~ Q, entonces LP n L ° c L Q

por la Proposici6n 1. Si P < Q Y si 0 <t Clm(Mo), entonces
LP c LQ por el Teorema 1. Esto muestra que la condici6n da-
da es suficiente para que LPn LO c LQ. Si LP nLo c LQ yade-

mas P < Q, de la Proposici6n 1 se sigue que LP n L
oo

c L Q, lue-
go LP (LPn LO) + (LPn LOO

) c LQ y asi 0 ¢Cim(Mo) por el

Teorema 1.

§5. los reticulos R(P). Recordemos que P denota un subcon-

junto arbitrario de [O,ooJ. Sea R(P) = {L(p,Q) I P,Q e:: PL

TEOREMA 3.

(i) R(P) es un ret{culo distributivo con respecto a la in-

elusion, con supremo + e infimo n .
(ii) R(P) es La clausura con respecto a sumas e interseccio-

nes finitas de {LP I P e:: P}.
(iii) Si en pxP se define (p,Q) ,. (ft,.6) por P ~ n: Y Q .( .6, en-

tonces (p,Q)r+ L(p,Q) define un epimorfismo de reticulos

de pxp sobre R(P).
(iv) El morfismo dado en (iii) induce un isomorfismo de R(P)

sobre f'xf, siendo

P

{::J si o e:: cz m (Mo)

S1- o ¢Clm(Mo)r si

00 e:: Cl m (Mo)

{ 0, 1 } si 00 ¢Cl m (Mo) Y m(X) 00

{O} si m(X) < 00

(v) R(P) es completo si Y solamente si P es cerrado en [O,~,
en e l: ca s o Clm(Mo) n {O,oo} # 0. Siempre que R(P) sea com-

pleto se tiene

V L(p,Q)
(p,Q)EI

L( 1\ P,
(p,Q)EI

v q)
(p,Q)EI
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A L(p, q)
(p,q)€1

L( V p ,
(P,q)El

A q) •
(p, q)El

Demostraci6n. (i) Se sigue de la Proposicion 3.
(ii) Se sigue de (i) y de las definiciones de los L(p,q) y
de R (P) •

(iii) De la Proposicion 3.
(iv) Por (iii), R(P) es isomorfo al cociente pXP/~, con
(p , q) ~ ( .It, .6) 5 i Y solo 5 i L (p , q) = L (.It , .6); ( iv) 5 e 5 igue
entonces de la Proposicion 4.

(v) PxP y ±P son completos si y solo si P es cerrado en
[O,ooJ. Luego por (iv), R(P) es completo si y solo si P es ce-
rrado en [0,00] en el caso indicado. Las formulas para V, A
se deducen de la Proposicion 4. (considerando casas segun
C£.m(Mo). •

NOTA. En (v) del Teorema 3,

+L(p,q) c::: VL(p,q) nL(p,q) ::> A L(p,q)

pero los objetos del lado izquierdo pueden no estar en R(P).
Por ejemplo, si 00 ~ C£.m(Mo), tomando (Eyt) disyunta en MO con
m(Eyt) ~ yt y definiendo 6 = IXEytexp(-m(Eyt)) se tiene 6 ¢ LO
aunque 6 ~ LP para todo p > 0. Esto muestra que en este ca-
so

no<p<oo
L(p,q) ::> L(oo,O)

f-

Restringiendose por simplicidad al caso {O,oo} c::: C£.m(Mo),
pueden hacerse algunos comentarios adicionales R(P) es un
subreticulo de R([O,ooJ); este ultimo es isomorfo a
[O,ooJ x [0,00] (como en el Teorema 3):

L(O,oo) L(oo,oo)

1
I

L(p,p)

I
I
I

_LJE~L- __q

L(O,O) p L(oo,O)
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(recuerdese que L(p,q) c L(~,~) si Y solo si P ~ ~ Y q ~ ~).
La existencia del isomorfismo permite probar facilmente, por
ejemplo: R(P) tiene maximo si y solo si P tiene simultanea-
mente maximo y minimo si y solo si R(P) tiene minimo; en tal
caso, max R(P) = L(min P, max P), min R(P) = L(max P, min P),
y los unicos elementos de R(P) con complemento son los L(p,q)
con (p,q) E {min P, max P}x{min P, max P}. Tambien pueden
darse condiciones necesarias y suficientes para un subconjun-
to de R([O,ooJ) sea un subreticulo y para que un subreticulo
de R([O,ooJ) sea un R(P).

Para finalizar, deseo agradecer especialmente la ayuda
que me brindo Jaime Lesmes durante la preparacion de este ar-
ticulo. Tambien agradezco a X. Caicedo, Sergio Fajardo, Edgar
Ramos y al corrector anonimo sus valiosas sugerencias.
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