
LA RECTA DE SIMSON

PaR J. SCHULLER,Profesor del LICEa FRANCES

TEOREMA Y DEFINICION: Sea un tndngulo ABC inscrtto en un
circulo OJ y sea M un punto cualquicra del circulo; trazamos las
perpcndicularcs de M a los tres lados del tndngulo; los pies DJE,F
de estas perpendictdares cstan en una linea recta llamada RECTADE
SIMSON.

G
Figura 1

Consideramos el cuadrilatero
AM BC; los cuatro vertices son
puntos del circulo, el cuadrilatero
esta inscrito, sus angulos son su-
plementarios:

(1) iAMB = 180" - C.

El cuadrilatero FMDC tarnbien
es inscriptible puesto que los an-
gulos de vertices D y F son rectos,
y podemos escribir:

(2) i FMD = 1800
- C.

Comparemos (l) y (2):

(3) iFMD = iAMB.

Estos dos angulos tienen una parte cornun, el angulo AMD. Res-
tando a cada uno de ellos esta part'e cornun, encontramos que:

(4) iFMA = iDMB.

Ahora ronsideramos el cuadrilatero FMEA; es inscriptible por-
que sus angulos de vertices F y E son rectos. Sabemos que en un
cuadrilatero inscriprible el angulo fo~mado por un lado y una dia-
gonal es igual al angulo formado por la otra diagonal y el lado
opuesto. Luego
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(5) LFMA = LFEA.

Consideramos finalmente el cuadrilatero DEMB; tarnbien es
inscriptible en un medio circulo de diarnetro BM, ya que los trian-
gulos MEB y MDB son rectangulos y tienen la misma hipotenusa
MB. En virtud del teorema ya citado, poclernos escribir:

(6) LDMB = LDEB.

Si ahora comparamos las igualdacles (4), (5), (6), vemos que:

LAEF = LAMF = LDMB = LDEB.

Concluirnos que:
LAEF = LDEB.

Estos dos angulos acupan la posicion de opuestos pOl' el vertice.
Los lados EA y EB estan en linea recta; por 10 tanto los lados FE
y ED forman tambien una linea recta, llamacla RECTADE SIMSON.

PROPIEDADESDE LA RECTADE SIMSON

1. Prolongamos MD hasta su intersecci6n G con el drculo O.
La recta AG es paralela a la recta de SIMSON DEF relativa al
punta M.

Ya hernos visto que el cuadrilatero BMED es inscriptible y que
L BMD = L BED. Adernas, los angulos inscritos: BMD y BAG

-.
interceptan el rmsmo arco BG; luego tienen la misma medida y
son iguales:

LBMD = !.BAG.

De donde podernos concluir que:

LBED = LBAG.

Estos dos angulos ocupan la posici6n de correspondientes y par
consiguiente las rectas DEF y AG son paralelas.

II. Sean M y M' dos puntas cualesquiera del circulo 0, DEF Y
D'F'E' las rectas de SIMSON correspondientes ; sea G' el punto
donde M'D' encuentra el circulo O. Ya sabernos que AG es para-
lela a DEF y por Ia misma raz6n AGI 10 es a D'F'EI

, de modo
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que el arigulo GAG' es igual al angulo de las rectas de SIMSON
relativas a los puntos M y M'.

El angulo GAG' es inscrito;
par 10 tanto:

,--.,

med L GAG' = Yz med GG'.

Las cuerdas MG y M'G' son para-
lelas e interceptan arcos iguales;
podemos concluir que: .-
med L GAG' = Yz med MM'.

Par consiguiente, la rnuad del ar-
¥-~~--------\--'i=----' C ,--.,

co MM' tiene la misma medida
que el angu!» de las rectas de
SIMSON re!ativas a los puntas M
y M'.

CASO PARTICULAR: Si los puntos
My M' son diametralmente opues.

tos, el arco MM' es igual a 1800
; par 10 tanto, el angulo de las

rectas de SIMSON correspondientes a estos puntos es igual a 900
. De

aq ui el teorema:

Las rectas de SIMSON relativas a dos puntas diametralmente
opuestos son perpendiculares entre si.

Figura 2

III. El ortocentro det truingulo y et punto M cstdn a distancia
igual de la recta de SIMSON relattua al punto M.

Sean H el ortocentro del triangulo ABC, M un punto del circulo
o y DEF la recta de SIM ON correspondiente. Llamemos N el sirne-
trico de M con respecto a1 lado Be. Si prolongamos la altura AA'
del triangulo hasta que encuentre el circulo 0 en P, sabemos que
los puntos H y P son sirnetricos can respecto allado BC, es decir que:

HA' = A'P.

POl' consiguiente, las rectas M P y HN se cortan sobre la recta BC;
adernas HP y MN son paralelas. Deducimos de eso la igualdad de
los cuatro angulos siguientes:

(7) LMPH = LPHN = LMNH = LNMP.

Los angulos HPM y ABM son inscritos y tienen la misma me-
,--.,

dida, la mitad del arco AM; por 10 tanto esos angulos son iguales y:
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(8) LHPM = LMBA.

El cuadrilatero BMED es inscriptible, luego:

(9) LMBA = LMDE.

Ahora si comparamos las igual-
clades (7), (8), (9), podemos con-
cluir que:

LMDE = LMNH.

Estos dos angulos iguales ocu-
pan la posici6n de correspondien-
tes y DEF es para lela a NH.

Sea 1 e1 punto donde MH n-
cuentra DEF; tenemos por el teo
rema de TALES:

MD MI
DN IH

Sabernos que MD = DN y con-
cluimos que:

MI=IH.

Las distancias Ml y HK tambien
seran iguales.

N
Figura 3

IV. El lugar geomctrico de la interseccion de dos rectas de
SIMSON pcrpendicularcs entre si es el circulo de los nuct/e puntos
del tridngulo 0 circulo de EULER.

Sean M y M' dos puntos diametralmente opuestos. Las rectas
de SIMSON correspondientes son perpendiculares entre si, Trazamos
las paralelas a DEF y D'FE' que pasan por los puntos M y M'.
Estas rectas se cortan en 5/, y 5/ es un punto del circulo 0, ya que
L M5'M' = 90°. .

Aplicando la propiedad anterior (III) podemos decir que las
rectas DEF y M5' por una parte, y por otra parte las rectas D'F'E'
y M'5', son hornoteticas, tomando como centro de homotecia el
punto H y como relaci6n Yz.
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Figura 4

Luego el punto de interseccion 5 de las rectas DEF y D'F'E' es
homotetico de 5' con el mismo centro H y la rnisma relaci6n Y2
de homotecia. El lugar geornetrico de 5 sera el hornotetico del lu-
gar de 5'.

Sabemos que, en tales condiciones, el hornoretico del circulo
circunscrito al trrangulo ABC es el circulo de EULER de ese trian-
gulo. Por 10 tanto, el lugar de 5', interseccion de dos rectas de
SIMSON perpendiculares entre S1, es el drculo de los nueve puntos
o circulo de EULER del triangulo ABC.

S~ ve sin dificultad que inversamente, todo punto del circulo
de EULER es cruce de dos rectas de SIMSON perpendiculares entre si.

V. El teorema fundamental ad mite el redproco siguiente:

De un punto M del plano de un triangulo se trazan las per-
pendiculares a los lados; si los pies D,E,F (d. fig. 1) de esas per-
pcndiculares cstdn cn linea recta, entonces el punta M estd situado
sobre el circulo circunscrito al triangulo.

La demostraci6n se hace partiendo de la igualdad de los an-
gulos AEF y BED; con la ayuda de los mismos cuadrilateros ins-
criptibles estudiados en el teorema directo, se llega a la conclusi6n:

LAMB = 1800
- C;

de donde se ve que el circulo circunscrito al triangulo ABC pasa
por M.
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APLlCAClON AL CUADRILATERO COMPLETO 0 CUADRANGULO

1. Llamarnos cuadrilatero completo la figura determinada por
cuatro puntos 0 formada por dos pares de rectas.

Sea el cuadrilatero ABCD cuyos lados opuestos se cortan en
E y F. Sean 0 y 0' los circulos circunscritos a los triangulos ADE
y CDF. Los dos circulos se cortan en D y tambien en otro punto
que llamarernos 1. Trazamos las perpendicular es 1M,lN,lP,lQ de 1
a los cuatro lados del cuadrilatero AB,CD,AD,BC, respecrivamenre.

B

"

F

Figura 5

Los puntos M,N,P estan en linea recta que es la re ta de SIMSON

del triangulo ADE para el puntq, I. Por la misma razon, los puntos
N,P,Q, determinan la recta de StMSON del triangulo CDF para el
misrno punto 1. Podemos concluir que los cuatro puntos M,N,P,Q
estan en linea recta. Esta recta es la recta de SIMSON relativa al
punto 1 de los cuatro triangulos CDF,ADE,BCE,ABF. Eso im-
plica, por el reciproco del teorema fundamental, que el punto I es
comun a los circulos circunscritos a los cuatro triangulos. De aqui
el teorema:

Los circulos circunscritos a l~s c'~atro tridngulos de un cuadrdn-
gulo tienen un punto comun *. '

. ;
* Nota de la red: esra demostraci6n es otra soluci6n del problema 57· de

esta Revista (d. Vol. II, p.ig. 81 y Vol. Ill, pag. 40).



II. Sea l' el simetrico de I relativamente a la recta MNPQ, y
sea XY la paralela a MNPQ trazada por 1'. Sabernos que la recta
de SIMSON equidista de I y del ortocentro del triangulo. Luego la
recta XY contiene los ortocentros d los triangulos CDP,ADE,
BCE,ABP. Los ortocentros de los cuatro triangulos formados por
los lados de un cuadrangulo estan en linea recta.

PROBLEMA DE LAS TRES TANGENTES A LA PARABOLA

Sea una parabola definida por su foco P y su directriz d. Las
tan gentes a la parabola en tres puntos cualesquiera M1,M2,M3 for-
man un triangulo GIH. Sabemos que el lugar geometrico de las
proyecciones del foco sobre las tangentes es la tangente d' a la

parabola en el vertice. Por consi-
d d' guiente, los pies E1,E2,E3 de las

perpendiculares trazadas de P a
los lados del triangulo GIH estan
en la recta d',

Figura 6

De aqui el teorema:

La tangente a una parabola en
su aerticc es la recta de SIMSON del
tridngulo formado par tres tan-
gentes cualesquiera a la parabola.

Los pies de Ihs perpendiculares
a las tangentes trazadas desde el
foco P determinan la recta de
SIMSON relativa al punto P; eso
significa que el foco p' pertenece
al circulo circunscrito al triangulo
GIH. Podemos enunciar el teore-
rna siguiente:

EI circulo circunscrito a un truingulo es el lugar geornetrico del
foco de las parabolas tan gentes a los tres lados del truingulo,

Por otra parte vimos que el ortocentro de un triangulo se en-
cuentra sobre la recta hornotetica de la recta de SIMSON relativa al
pun to M, tomando como centro de homotecia M y como relaci6n 2.
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EI homoterico con centro F de la tangente en el vertice 0 es la di-
rectriz d de la parabola. Podemos concluir que:

EL ortocentro del tndngulo 'GIH se cncuentra sobre La directriz
de la parabola.

Caso particular: Si dos de las tangentes son perpendiculares en-
tre si, el triangulo GIH es rectangulo, en G por ejemplo. G' es el
ortocentro de ese triangulo. Por 10 tanto, G es un punto de la di-
rectriz d, y podemos enunciar el teorema siguiente:

La directriz de la parabola es a1 lugar gcometrico de los puntos
de donde se puedcn trazar tangentcs a La parabola pcrpcndicularcs
entre si.
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