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NOTA SOBRE PLANOS ISOCLINOS

por

W. REYES

§1. Considérese R4 referido a la base ortonormal acostumbra-
da {ei} y dotado de la orientacidn eq,34 = €7 A ey A ez Ay
Al plano P engendrado por u = (u{) y v = (Ui) van asociados

los bivectores:

e..=e.A2.,, a..=UV . -UV: (1)

Wp = WAV LAy GpTeNe, Gy Uit uY;

*

= * g . .
Wp = z“q Qv CiiNC = Cupzpr 1A <h

. .. *
Es decir, si asimilamos wp a (a12,a13,a14,a23,a24,a34), Wp
es el vector (a34,—a24,a23,a14,-a13,a12) . Los Wp satisfacen
las propiedades siguientes:

* e = =
Fwp,wp> = 2(aqyaz, - ayzady, * @yaday3) = 0. (2)
{wpl = [*wp] - (3)
wp - *wp| = wp + *wp| (4)

es decir 2 2 2
(a1~ agq)”+ (ag3+agg)” * (agy - az3)

2
= (agptaz)’ e (agz-ag) e (agy - agy)”
Para dos planos cualesquiera P y Q se tiene:
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<Wop, WQ> < wP'wQ>

Los planos P y Q conforman entre si un par de dngulos,ay B8,

de manera que:

Wp,Wy> = [wpl |wQ| cos a cos B ,
(6)
<wp,*wQ> = lwpl |wyl sin o sin g
Si |a|] = |B|] los planos se dicen {s6cfinos. Seglin la

Gltima férmula P y Q son isdclinos si y s6lo si satisfacen

alguna de las siguientes condiciones:

(i) wp, Wy + <wp,*wQ> = Jwpl |wQ| (o = B) ,

(7)

B)

|wpl |WQ| (o

(ii) Wp,Wo> - <wp,*wQ>

Para mayores detalles y demostraciones puede verse las

referencias |W,| o |G-w]|.

§2. Sean 0 un plano de referencia fijo, el cual puede asimi-
larse al plano de base {21,e2} y 0t su complemento ortogonal,
el plano {€3,¢4} . Resumimos las propiedades de los planos

isbéclinos en la siguiente

PROPOSICION. Los planos Ls6clinos con 0 y complementa-
nios con 0 se caracterizan por ecuaciones de alguno de Los
XLpos:

. - a -b
(1) (x3,x4) (x1:x2) b a

s _ a b
(ii) (x5org) = x5 %)
con al + b2 # 0. EL sistema de coordenadas es el asociado a
La base canbnica. Todos Los planos (i) son Ls6clinos entre
44, y también Ros (ii), pero planos de distinto tipo no son
i86clinos entre 5.

Demostracién Los planos P y Q que nos interesan estin

representados en el sistema canbnico por ecuaciones:



(x5,%4) = (x1,x2)(‘; 3] , ad-be # 0 , @D)

Por lo tanto, los bivectores correspondientes serdn de la

forma:
wp = (1’b’d,'a,'C,ad' bc) . (2)

Al aplicar la condicién 1(7) (i) a wp Yy a wy = (1,0,0,0,0,0)

se tiene
(1+ad-bc)2 = 1+a2+b2+c2+d2+(ad-bc)2,

de donde d = a y ¢ = -b . Al aplicar la condicién §1(7)(ii)
se obtiene d = -a y ¢ = b . Las condiciones referidas prue-
ban que dos planos del mismo tipo son isdéclinos entre si y
los de tipos diferentes no lo son. A

Razonamos sobre los planos (i), ya que para los (ii)
se obtendréd propiedades andlogas. Sea pues G la familia de
los planos del primer tipo, que consideramos como una subva-
riedad de la grassmanniana real Gg (2-planos de RA). La for-
mula §1-(4) da para Pe G :

(1-a%-b62)2+4a%+4b% = (1+a2+b2)2,

Esta identidad trivial nos permite asociar a P el punto

o o |12a%-b? 2b 2| o g2
P 1+a2+b2 1+a2+b2 1+a2+b2

Estudiamos una propiedad de wp en el

TEOREMA. La aplicacién P » wp es una Lsometnia entre
G, dotada de fLa métrnica intrinseca de Gg , Yy La esfera s2,
Demostracién. Sea Q G, wQ = (1,b',a',-a',b',a'2+ bﬂ),
y sea a el angulo comin a Py a Q . Este 4ngulo se calcula
segln 1-(6)

ca") 24 (p-pt) 2
sinfq = —{gra ) +(b-bl) (3)
(T+a®+b") (1#a'“+b' ")
Si pensamos P y Q cbmo infinitamente pr6ximos, tendremos
a-a' = da,b-b" = db y sin a podrd considerarse como la

distancia infinitesimal entre P y Q :



(1+a”+6%)

Pero esta Gltima expresidén se obtiene también al substituir
en la férmula métrica de Y.C. Wong en el caso particular de

la grassmanniana Gg

ds? = #n(1+ xtx) Vdx(1 + txx) 7!

dtx (5)

a 'b P

X por [b " ] . Véase [W,].
Por otro lado, usando los cambios de variable

a = ncos 0,b =1 sin 0y ¢ = 2 arctg (estereogridfica), wp

. se convierte en el punto

(cos ¢, sin ¢ sin O, sin ¢ cos 0) (6)

de 32. Mientras la métrica déz = d¢2+-sin2¢d02 de la esfera

se transforma en

dn2+n2de4 (7)
(1+n2)2 .

Pero (7) es lo mismo, salvo el factor, que (4) tras la subs-

dAZ =4

titucidén a = n cos 0, b = 2 sin 6 . A
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