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NOTA SOBRE PLANOS ISOCLINOS
par

W. REYES

§1. Considerese ffi4referido a la base ortonorrnal acosturnbra-
da {e.£} y dotado de la orientaci6n e1234 = el 1\ e2 1\ e3 1\ e4·

Al plano P engendrado par U = (u.£) y v (v.£) van asociadas
los bivectores:

Wp = U 1\ V = Ia.£je.£j' e..£j=e.£l\ej, a.£j =u.£vj-u/j (1)

*Wp = I a.£/e.£j' e..£jl\*e.£j = e1234, 1 ~.£<j <4 .

Es decir, si asirnilarnoswp a (a12,a13,a14,a23,a24,a34)' *wp
es el vector (a34,-a24,a23,a14,-a13,a12) . Los wp satisfacen
las propiedades siguientes:

o. (2)

(3)

es decir
\Wp - *Wp\ \Wp + *wpl

2 2 2
(a12 - a34) + (a13 + a24) + (a14 - a23)

222(a12 + a34) + (a13 - a24) + (a14 - a23)

(4)

Para dos pIanos cualesquiera P y Q se tiene:
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Los p lano s p y Q conforman entre sl un par de iingulos,a y S,
de manera que:

(6)

<WP, *wQ> = IWpl IWQI sin a sin S .

Si lal = lsi los pIanos se dicen ~~6cf~no~. Segun la
ultima formula P y Q son isoclinos s1 y solo si satisfacen
alguna de las siguientes condiciones:

(i) IWpl IwQI (a

IWpllwQI (a

S)

(ii)
(7)

S)

Para mayores detalles y demostraciones puede verse las
referencias IW1 I 0 IG-wl·

§2. Sean 0 un plano de referencia fijo, el cual puede aSlml-
larse al plano de base {e1,eZ} y O~ su complemento ortogonal,
el plano {e3,e4} • Resumimos las propiedades de los pIanos
isoclinos en la siguiente

PROPOSICION. Lo~ pfano~ ~~6cf~no~ con 0 y compfementa-
n.co«. con OJ. ~e caltactelt~zan POIt ecuac~one~ de afguno de Lo s
t~po~ :

(Xl'XZ)(~ ~b)(i) (x3,x4)

(ii) (x3,x4) = (Xl'XZ)(~ ~a) ,

con aZ + bZ ,. o. Ei ~~~tema de «oo n.denada» e6 et. aso e.Lado a
fa ba~e can6n~ea. Todo~ fo~ pfano~ (i) ~on i~6cf~no~ entlte
~~, y tamb~~n fo~ (ii), pelto pfano~ de d~~t~nto t~po no ~on
~~6ef~no~ entlte ~~.

Demostraci6n Los pIanos p y Q que nos interesan estiin
represent ados en el sistema can6nico por ecuaciones:



�) , ad - be , 0 . ( 1 )

Por 10 tanto, los bivectores correspondientes serin de la
forma':

Wp = (1,b,d,-a,-e,ad- be) • (2)

Al aplicar la condicion 1(7) (i) a wp y a Wo (1,0,0,0,0,0)
se tiene

(1 +- ad - be) 2 = 1 + a2 + b2 + c2 + d2 + (ad - be) 2,

de donde d = aye = -b Al aplicar la condie ion §1(7)(ii)
se obtiene d = -a y e = b • Las condiciones referidas prue-
ban que dos planas del mismo tipo son isoclinos entre S1 y
los de tipos diferentes no 10 son. ,

Razonamos sobre los pIanos (i), ya que para los (ii)
se obtendri propiedades anilogas. Sea pues G la familia de
los pIanos del primer tipo, que consideramos como una subva-
riedad de la grassmanniana real G~ (2-planos de JR4). La for-
mula §1-(4) da para P e:G :

(1 - a2 - b2)2 + 4a 2 + 4b2 = (1 + a2 + b2)2 .

Esta identidad trivial nos permite asociar a P el punto

Estudiamos una propiedad de ~p en el

TEOREMA. La ap,U,eae-i6n P -+ wp es una -i~ometll,[a entlle
G, dotada de ta m~tll-iea intll,[n~eea de Gi ' Y ta e~6ella S2.

Demostraci6n. Sea QE: G, WQ (1,b',a',-a',b',a,2+ b,2),

a el ingulo comun a Pya Q Este lingulo se calcula
'1 -( 6)

y sea
segun

( 3)

Si pensamos P y Q como infinitamente pr6ximos. tendremos
a - a' = da,'b - b' = db y sin a pod ra considerarse como la
distancia infinitesimal entre P y Q :

3



(4)

Pero esta ultima expresi6n se obtiene tambien al substituir
en la formula metrica de Y.C. Wong en el caso particular de
la grassmanniana Gi

d~Z = tJL(I + XtX) -1dX(I + tXX) -1dtX (5)

X par (~ ~b). Vease [WZ].
Par otro lado, usando los cambios de variable

a = JL cos G,b = JL sin G y ~ = Z arctg (estereografica), wp
s~ convierte e~el punta

(cos ~, sin ~ sin e, sin ~ cos e) (6)

de SZ. Mientras la me t ri.ca d~Z = d~Z + sinZ~deZ de la esfera
se transforma en

d~ Z = 4 dJLZ+JLZde4 (7)
(1+JLZ)Z

Pero (7) es 10 mismo, salvo el factor, ,que (4) tras la subs-
titucion a = JL cos e b = JL sin e ,,
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