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SOBRE UNA TRANSFORMACION GENERALIZADA
DE HANKEL

por

Jorge J. BETANCOR

Abstract. In this paper, the classical Hankel transforma-

tion is extended to a certain space of generalized functions.
We construct a space T 8,8 of testing functions, such that
xJy(xy) is in Ty 5.8 » for every Y > 0. The generalized Han-

ke

TU,

transformatlon ug of § €T\ 5,8 » the dual space of
5,8 ° is defined E
’

(hﬁﬂ)(y) = <6(x),xJu(xy)>, y>0.

Several smoothness, boundedness and inversion theorems are
proved. Moreover, Abelian theorems due to J.L. Griffith are
extended to the space of distributions introduced. Finally,
we analyze some applications of the generalized h’-transfor-

mation.

§1. Introduccidn. La transformacibén integral de Hankel defi-

nida por

donde J

h 00V W) = [ 1T, () g0 dx (1)

es la funcidén de Bessel de primera especie y de or-

den yu, ha sido estudiada por G.N. Watson [11], quien estable-
cié la siguiente férmula de inversidn.



TEOREMA 1. S{ { es de variacién acotada en un entorno
de n > 0,u3>-%y L |§(R)|R72dR  existe, entonces:

L A
%12 L’6(R)RL}JU(Ru)Ju(au)ududR = %{6(n+0)+ §(2-0)}

La transformacién de Hankel cldsica dada en (1) es ex-
tendida por J.M. Méndez en [7] a un cierto espacio de fun-
ciones generalizadas de crecimiento lento. Considera, para
ello, la nueva transformacidén integral

A 80 = uf T ) f00dx (2)

para la que prueba un teorema de inversidn andlogo al Teore-

ma 1.
Las transformaciones hu y Fﬁu estian relacionadas por

la siguiente igualdad de tipo Parseval:
[0 = [ Feway (3)
o )

donde G(y) H g(x)}(y) ¥ F(y) = h,{§(x)}(y), siempre que
ws-d )00 e 10,9 y 4726(y) & 1,(0,2)

Para p »- % , la transformacidn hu resulta ser un
automorfismo en el espacio de funciones prueba HU’ consti-
tuido por todas las funciones complejas regulares definidas
en el intervalo I = (0,«»), tales que para todo elemento Y(x)

del mismo Yz k(w) existe y estd acotada, siendo:
’

Y: (V) = sup[xm( -0) (x -1w(x))|, para cada m,k N .
’ xel
Los elementos de Hu y sus derivadas de cualquier orden son
funciones de rapido decrecimiento cuando x-+w.
Para cada § = HL, en [7] se define la transformacién

generalizada de Hankel hﬂ{ de §, a través de la siguiente
generalizacidén de la igualdad de Parseval (3):

<h/f,¥> = <§, % ¥> , para cada y = H - (4)

h& es un automorfismo en HL , S1 u >- % o



En este trabajo, la transformacién definida en (1) es
estudiada en un nuevo espacio de funciones generalizadas,
siguiendo el proceso empleado por L.S. Dube y J.N. Pandéy
[1] en la extensién de la transformacién de Hankel-Schwartz.
Se introduce un espacio de funciones prueba, denotado por
Tu,G,B , siendo xJu(xy) un elemento de Tu,G,B , para todo
y>0. Para cada § = TL,G,B , la transformacidon generalizada
de Hankel hﬁﬁ de § es definida por la igualdad:

(h1§)(y) = <§(x),xJ (xy)> , para cada y>0. (5)

Se prueban para la transformacidén (5) teoremas de aco-
tacidén, inversidn y unicidad. Ademds, si u > - %, s > % y
B < - %, entonces Hu = Tu,G,B , por lo cual para cada
§ = TL,G,B pueden definirse dos transforciones generalizadas
de Hankel: una, siguiendo a J.M. Méndez [7], viene dada por
(4); y la otra por medio de (5). Se prueba que, en las con-
diciones impuestas, las dos definiciones coinciden sobre Hu

Asi mismo, siguiendo las ideas desarrolladas por A.H.
Zemanian [12] probamos ciertos teoremas abelianos para la
transformacidén distribucional (5) siendo extendidos los re-
sultados cldsicos recogidos en [4].

Finalmente se aplica la teoria presentada a la resolu-
cidén de una ecuacidn diferencial distribucional que incluye

el operador de Bessel B = x W lpyx2urlp,

§2. E1 espacio de funciones prueba Tu s.g ¥y su dual. Sea
v = R. El1 espacio de funciones T‘J 5.8 estd constituido por
todas las funciones y = Cm(I), tales que

m . m P (x) L
TU,G,B(w) ilélII’|£(X)Bu X | < , para cada me N

Aqui, E(x) es una funcién positiva regular que verifica:

xG xe (0,1)

’

E(x) =



. 1 &3 .k o m : N
siendo § > 7Y Bs-5 . La familia T {Tu,G,B}msN constitu
ye una multinorma numerable en T . Dotando a T con

Hs6,B H,68,B
la topologia generada por T, Tu s, p €S un espacio numerable-
b ’

mente multinormado.

A continuacidn recogemos algunas propiedades del espa-

cio que acabamos de definir.

PROPOSICION 1. ELZ espac4io Tu 5.p ¢ completo y, ponr
tanto, Frnéchet. ek

PROPOSICION 2. Tu 5.8 &4 un espacio de funciones prue-
’ ’
ba y su duat, TL s.g r un espacio de funciones generalizadas.
’ ’

PROPOSICION 3. D(I) =T, o = E(1) , sdendo £as inclu-
? H

s4iones continuas.

Por tanto Tu 5.8 es denso en E(I1), ya que D(I) lo es.
’ ’
E'(1) puede ser considerado, por ello, un subespacio de
1
TU,G,B
NOTA 1. E1l espacio Tu g, g Mo es en general cerrado ba-
b b
jo diferenciacién. En efecto, consideremos 1la funcidén Y (x)

= x'"¥ . se tiene que:

Bﬂ ﬂ%%l =0, para cada m « N-{0} ,

Ademis : STV siox e (0,1)
£(x) plx) .
X B-u ;
x" T, ‘shix¥12

Por ello, si elegimos & y B tales que §-u >0y B-n< 0,
podemos asegurar que Tﬂ s B(w) < » para cada m « N, donde

veT Por otra parte, Dy(x) = x_u(1-u), siendo:
u,8,8

N -8 six e (0,1)
g(x) 2 -

(l-u)xB-u_1, si x> 2



se deduce de ésto que si u € § < uy+1 y u # 1 entonces

0 s, B(D'!J) = oy DY & T 6,8 Por tanto, en general, no
t1ene sentido definir el operador derivaci6én en TU,G,B de
la forma cléasica:

<D§,¥> = <§,-0¥> , para § = TL,S,B y V Tu.ﬁ,B .

PROPOSICION 4. Si f(x) es una funcibn Localmente 4Linte-
grable en 0 < x < » y tal que:

f |5(x)|gf§7 dx

§(x) define una distrnibucidn regulan en Tu 5,8 °
Demostracibén. Si se define 1la apllcac1on

<600, 000> = [ §00v(xdx, para cada v =T, o o
o HsS, B

ésta es lineal y continua. En efecto, la continuidad sigue

de que
|<§(x),0(0)>] < J 140x) | v (x) |dx < B(w)f lé(x)lg(x) dx

(o]
< KTU’G,B(W

para cada y = T 5.8 donde K es una adecuada constante posi-
’
tiva. La linealidad de la aplicacidn consideradaes trivial. A

En virtud de un conocido resultado (véase A.H. Zema-

nian [13]) se deduce la siguiente:

PROPOSICION 5. Para cada § = T 8 existen un entenoc

no negativo n y una constante po¢&t¢va C, tales que, para

cada Yy = TM,G,B

m
|<§,¥>] < COZi:n Tu,G,B(w)

PROPOSICION 6. Para cada y > 0, m = 0,1,2 ,

am
—;ﬁ{xJu(xy)} S Tu,G,B s

siempre que Y > - % i



Demostracién. Si m = 0, para cada n « N, se tiene:

n - (.13n,2n
BuJu(xy) (-1 "%y Ju(xy)
1
Dado que la funcidn z AJu(z) esti acotada en 0 < z < o, se
sigue:

1y 1 - -
1823, 0 | = o? Ty o (| < By

donde B es una cierta constante positiva. Por tanto:

- 1/2 1/2 l

’

sup|€(x)BT, (xy) | < By"

sup|E(x)x”
xel xel

en virtud de las restricciones impuestas a los pardmetros §
y B. Procediendo de forma similar puede probarse el aserto

param =1y 2 . A

Sin embargo la funcidn zJu(z) no es de riapido decreci-

miento cuando x+ , por lo que xJu(xy) & Hu’ para cada y >0,

teniéndose que Tu,6,6 & Hu

Por otra parte, consideremos una funcién infinitamente
diferenciable y tal que:
x”+1, x = (0,1)
v(x) =

Para cada m,n « N , se tiene:

supl ") " * v ()| < -,
x€1l
siendo, por tanto, ¥(x) € H . Ahora bien, si x = (0,1), en-
tonces &£(x)V(x) = x‘sﬂl”. Por ello, si 8§ <-u-1, 111¢TlJ 8.8
v
Se concluye, pues, que en general,Hu & Tu .8 Sin embargo,
al ser:

m 2 [
g ¥{x) ) bsz”“(%v)“"'(x'“'1w(x)), parame N,

X i=o0

si §+yu > 0, entonces Hu estd contenido en Tu §.8 ° Estamos,
’ ’

10



pues, en condiciones de enunciar.

PROPOSICION 7. S{ §+yu > 0, entonces Hu c Tu 5.8 °
»V
siendo La topologia de Hu mds fina que La induedida en EL pon
, ' . ; 1
La de T 86,8 ° SLi §=T 1,8,8 Au nestricedibn a Hu estd en Hu

y La conveagenc&a en T! Amplica La convengencia en HL

u,6,8

La siguiente propiedad define la estructura de la res-

triccidén a D(I) de los elementos de T §,8 °

PROPOSICION 8. Sca § un elemento de TL,G,B . Existen
gunciones medibles esencialmente acotadas gi(x), definidas
para x € 1, con £ = 0,1,...,n, para un ciento enteno no ne-
gativo n, dependiente de §, tales que para cada ¥ € D(I1):

no
<hu> = <] B:{H’%(—D)gi(x)},w(x)
A=0

Demostracién. En virtud de la proposicién 5, dado
§ = T' ,6,8 ° existen una constante C y un entero no negati-
vo £, tales que para cada ¢y « (1) = T 5,8

[<§,¥>| < C max rg s g(¥) = C max suplg(x)B mill|
O<mgn il Ogmgn xel

< ¢ max |0, {g(x)8" Ly,

Osmgn

donde | |1 denota la norma en el espacio 11(0,m).
Se define la aplicacidn

J:0(1) — L,(0,x)
v — (W, (¥))p-p,

donde L,(0,=) = (£;(0,=)""" y w,(¥) = 0 {EIBI(W(x) / 0},
para cada ¢y « D(I). Si denotamos JP(I) la imagen de D(I)
por la aplicacién J, entonces

T:J0(1) = Ln(O,m)-———» C
(wm(w))m=0,...,n — <1,y>

11



es una aplicacidn continua ya que
|<$,v>] < € max Jw, (W],
Osmgn
Por tanto en virtud del teorema de Hahn-Banach esta
aplicacidén puede extenderse a Ln(O,w) y ya que el espacio
dual de Ln(O,w) es candénicamente isomorfo a (im(O,m))’L+1
podemos garantizar la existencia de n+ 1 funciones medibles

esencialmente acotadas gi(x), £ =0,1,...,n tales que

n .
<gov> = 1 <g (0,0, (08 Ly

A

= <

BLLE(0) (-0,)9, (0 },0(x)>

It~y O

A=0

para cada ¢y = D(I).

3. Una transformacion generalizada de Hankel: Sea uy > - % .
Para cada § = TL s.8 S€ define la transformacidén generaliza-

da de Hankel hﬁé de §, como sigue:
Fly) = (h\§)(9) = <6(x),J (xy)>, para cada y >0 . (6)

La aplicacidén anterior tiene sentido, pues de acuerdo con
la proposicién 6, la funcidn xJu(xy) es un elemento deTﬁ 5.8
)

para cada y > 0.
Por otra parte si § es una funcib6n que satisface las

condiciones indicadas en la Proposicién 4, la transformacidn
generalizada hﬂﬂ de §, coincide con la transformacidén clési-

ca de §:
|

(h ) (9) = <6(),x T, (xy)> = | xJ, (xy)§(x)dx

o

TEOREMA 2. Para cada y > 0, F(y) es diferenciable, y
d F(y) = <§(x0),x = I (xy4)>
dy 7 3y Tu

Demostracibén. Para cada y > 0

F(y+h) -F(y) _ <(x),x g% Ju(xy)> = <6(X),¢h(X,y)> ’

12



donde, para cada 0 < |h| < y :

JH(X(y+h))-Ju(xy)

op(x,y) = x{ - S rEMCD)

Nuestro prop6sito es probar que ¢h(x,y) + 0, cuando h » 0,

en el espacio T . Para cada ne N, en virtud de ciertas

H,8,B8
reglas operacionales para la funcién Ju (véase [11]), se

tiene:

< y*h
E(0By (0, (x,9) / 1) = gC0 L |

u 2
[" 2™, ndndu
y y °0

S\ (Y hpu N
= E(X)(—hjxl' L Jy{2"+u)(2n+u+1)n2" 5/le/z(xn)1/2311(%)

3 5
+ {@rr)n?" 72 4 (2nepyn®nt /Z}xa’z(xn)l/”un("”)

1 5 1
¢ 02" ey 2 (xn) 23 Gen) Yndu
1
De donde, a tenor de la acotacidén de la funcidn z AJU(Z),

sobre 0 < z < » , se sigue:

y hu s _
|£(x)83(¢h(x,y) /)| <M E_(h’_‘lj J (2" ey ey (2T g 204 %y, T
y Y

1 3
+, n2M* /zx/z}dndu >0,

cuando h + 0, uniformemente en x =« (0,»), de acuerdo con la
eleccidén de § y B . Se concluye pues que <6(x),¢h(xy)> -0,
cuando h » 0, y por ello

d = 3

4y F(y) = <§(x),x 3y Ju(xy)>, para cada y > 0 . A

Es de interés la siguiente acotacidn:

TEOREMA 3. Ex{iste una constante positiva C y un ente-
"0 no negative n de manera que

1
/2 , para y = (0,1)

13



Demostracién, Ateniéndonos a la proposicién 5, existe
una constante positiva M y un entero no negativo n de manera

que:
[F(p)| = |<6(X).X1u(xy)>| < M max supIE(X)BgJ (xy) |
Osmsn xel H
Yy 1 1 _1
= M max sup|E(x)y®™ 2x 2 (xy) 27 (xy4)| < Cmax 42" 72,
O<mgn xel " Ogmgn

de donde se sigue ya el aserto. A

Si 7 es el menor entero parael cual se verifica la
acotacidén indicada en el Teorema 3, coincide con el orden

de la funcidén generalizada {.

Si a--%,, en virtud de la Proposicién 7, podemos ga-
rantizar que si § = TL,G,B’ entonces { € H&.. Por ello tie-
ne sentido definir para § su transformacién generalizada co-
mo elemento de H), siguiendo a J.M. Méndez [7], y como
elemento de TL,G,B’ por (6). Estamos en condiciones de pro-

bar que ambas definiciones coinciden sobre Hu-

N =

TEOREMA 4. S{ p > - , para cada § = T! , Yy H,
u,8,8 u

se tiene:

<<§(x),xJ, (xg)>,¥(y)> = <§(x), H,{v(y)}(x0)>

Demostracién. En virtud del teorema 2, la funcién
F(y) = <6(x),xJu(xy)> genera una distribucién regular en Hﬂ,

por medio de:

<FW)w(@)> = [ Fvwdy = [ <600,0,060)>0(9)dy
(o] (o]

Nuestro propbésito es probar que:

[ <8002, 050 dy = <6002 T, 000> ()
o o

para cada y « H_, igualdad que serd establecida empleando
técnicas basadas en sumas de Riemann, Sean 0 < a < b y
{yS")}:=o, una particién del intervalo [a,b], donde

d, = y(n)- y(n) para cada n« Ny cadav = 1,2,.,.,n, tal

n v v-1?
que d, + 0 cuando n~+ . Se tiene:

14



I <§(x) ,xJ (xy)>¢(g)dy <§(x),x 1imd z 3 (xy("))w(y("))> )
a

n->co \)'0
Ademis: b
lim d vz 13, a{M ey - xf 1,V () dy, e,
n-+o

en el sentido de la convergencia en Tu §.8 Por otra parte,
" o & . ’ ’
en las condiciones indicadas:

n
+
xJoJu(xy)w(y)dy + 0, cuando n > 0 en Tu,G,B .
En efecto, para cada m « N, existe una constante C > 0 tal
que:

D 6,00 3,00v @) < of Pl ldy + 0, cumndo n > 0*

1.
pues Y < Hu Y e <%
De aqui se deduce que:
b b
["<800,x3,x)>w()dy = <600 ,x[ T, p)v)dy>
o) o)
Por Gltimo, para cada me N, y > 0 :

uaeujJumum@) | "oty + 0, cuando 4+ =,
Y
donde C > 0, pues y es de ridpido descenso cuando x » = . Se

concluye asi (7) quedando probado el teorema. A

Se presenta ahora un teorema de inversidn para la
transformacién generalizada introducida.

TEOREMA 5. Sea § = TL s.g Y F(y) = (hhﬂ)(y). Enton-
ces para cada ¢ = D(I):

N

Lin < F(9) 43, (x) dy,v(x)> = <600, 9(0>, 8¢ u 3=

-»00 ls) ¢
N Demostraci6én. Para cada N > 0, la funcibn Hy(x) =

= j F(y)yJ (xy)dy es localmente integrable en (0, w), siem-

pré)que ! > % , a tenor del teorema 2. Por tanto, (x) de -

fine una distribucién regular en 0'(I), para cada N > 0,

por:
15



N N
<ty () ,p (0> = [Kw(x)JoF(y)yJu(xy)dydx = IOF(y)yIKJu(xy)w(x)dx

N N
- [ 0001 @y = [ Feay
(o] [o]

siendo K = sopy y ¢(y) = Jﬁu{w(x)}(y). Se tiene asfi:
N
<Hy(x),v(x)> = J <§(x),xJ, (xy)>¢ (y)dy .
0

Siguiendo un procedimiento andlogo al empleado en el teore-
ma anterior puede probarse que:
N N
["<600,03, >0 1y = <§(0,x] 1, e () dy>
o o

Consideremos la funcidn:
N
oyt = [yl ()3, (dy, e
Dados 0 < a < b, se tiene:
, te (a,b)
t=ao0t=0»5

, t¢ [a,b]

en virtud del teorema de inversidn establecido por G.N.
Watson (Teorema 1). Por otra parte, para cada me N :

b b
BS{J 6y (£, )¢ () dx - ¢(2)} = I xGy (£,x) {6, (x) - ¢,(2)}dx
a a

b
lim J GN(t,x)xdx =
a

n-»roo

O N|= =

donde ¢m(x) = Bz{x_1¢(x)} , para cada m € N. Teniendo en
cuenta que:

Gy (£, = iy (43, (AT (xN) - X3 (XN T (2M) )

y aplicando el Lema de Riemann-Lebesgue (véase G.N. Watson
[11]), se sigue:
&(I)J xGN(t,x){w(x)-‘w(t)}dx - 0, cuando N » «
a
uniformemente en £ = (0,~), para cada y « D(I), cuyo sopor-

te estd contenido en [a,b]. Se tiene asi que:

b
tJ GN(t,x)w(x)dx > P(£) , cuando N » =
a

16



en el sentido de la convergencia en Tu 5.8 * Por tanto
’ ?

N
Lin <[ F(9)yd, () dy, 0 (0> = <§(0),(x)>
(o]

N-+o

para cada y = D(I). A

El siguiente teorema de unicidad se deduce inmediata-

mente.

TEOREMA 6. Sean F(y) = (h'ﬂ)(y) y 6(y) = (hﬁg)(y) ’
donde § y g pentenecen a T ,5,8 ° SL F(y) = G(y), para ca-
da y > 0, entonces § = g en e£ sentido de fa igualdad en

D' (1).

§4. Teoremas abelianos para la transformacién generalizada

h& . Sea § una distribucién regular en el intervalo (a,b).

Es decir, existe una funcidén medible h(t) integrable Lebes-
gue sobre cada intervalo (c¢,d) = (a,b), tal que

b
<f,p> = f h(£)yp(t)dt
a

para cada funcién regular y(t), cuyo soporte estd contenido
en (a,b). § es la representacidén distribucional de la cla-
se V que contiene las funciones definidas sobre (a,b) que
coinciden con h salvo a lo sumo en un conjunto de medida nu-
la. Si para alguna h « Vv, lim _h (%) = a , entonces para cada
ge v, o 11m+g(t) =qa O noaex1ste limite de g cuando t+a’,
Se dice que 11m L) = a , silim h(2) = o para algin h = V.

ol Gr1%f1th [4] probé gl siguiente teorema abeliano
para la transformacidn cladsica de Hankel.

l/'I'IS:ORF.'MI\ 7. Sea § una funcién continua, tal que:
i) x"24(x) » 0 , cuando x » « ,
ii) xaﬂ(x) es absolutamente continua en 0 € x < = ,
h-a éL x%4(x)) es absofutamente integrable en

X
0 <n<x <o, para cada n > 0,

iii) «x

S4 <a < 2+yu, entonces:

1
2

17



cuando u » (8)

'ahu{ﬁ(x)}(u) > K
2

donde K = 1lim x 24(x)
x>0"

Otro resultado de similar naturaleza se recoge a con-

tinuacién.

TEOREMA 8. Sea % <a <2+yp y £§(x) una funcidn medi-
ble tal que xvzﬁ(x) es integrable Lebesgue en cada intervalo
de fLa 5onma X < x < o(X>0) . Supongamos que el Limite
K = 11g X 6(x) existe. Entonces se vernifica (8).

Demostracién. En virtud del comportamiento de la fun-
cidn J en el origen y en el infinito y a tenor de las con-
d1c1ones impuestas la transfomacidén F(y) existe para cada

y > 0. Por otra parte, dado que:

® r{E-%+«1)
J x1 27 (x)dx = H(u,a) = ol o el s , 1 <a < 2+p
o u 2“'1P(“+“)

Ty B

(Véase Erdelyi [2]), para 0 < X < » , se sigue:

|y% F (y) -KH (u,0) | < yJ [(xy)1_aJu(xy)||xa6(x)—K|dx
(6]
rolx1 4 (x)|dx sup |x*§(x) K| + J le/zﬂ(X)—Kxa'l/zlI(xy)l/zJu(xy)Idxyl/z-a,
0<x<X

Por tanto, al ser z AJ (z) una funcidén acotada en 0 < z < =,
1
x'eﬂ integrable en z  (0,x), y % < a < 2+u, se deduce que:

1im 42 *F(y) = KH(u,a)

y-nx:
Un teorema inicial para la transformacidén generaliza-

da de Hankel definida en (6) es el que sigue.

TEOREMA 9. Sea { = 51+62, donde 51 es una funcibn on-
dinania y 62 <= T ,8,8 SL 51 satisface Las condiciones del
teorema 7, o de£ teonema 8, 62 es una funcibn generalizada
de onden n y 2n+-% < a < 2+u, entonces:

1in y* (k' §) (9) = HOw @) Lim x ()
X

y-»oo

18



Demostracién. Atendiendo a las definiciones adoptadas
se sigue: .
(i) @) = [ 01,0006 (e <6300,03, (D>
Dado que: ;
I(hﬂﬂz)(y)l - 4 AC, para cada y > 1 ,

entonces 1lim yz_a(hﬁﬂz)(y) =0 si %+~2n < a . Por tanto, una
aplicacién de los teoremas 1 o 2 nos conduce ya al resultado

requerido. A

Un Gltimo teorema para la transformacidn clisica de

Hankel puede ser enunciado de la forma siguiente:

TEOREMA 10. Sea % <a<2+puy §(x) una funcibn medi-
ble sobre 0 < x < o que satisgace:
i) x“+15(x) es integrable Lebesgue en cada intervafo (0,X),

con X > 0 ,

ii) Exdste un numeno complefo o tal que 1lim X ﬁ(x) = a.
Entonces 11m+y AF(y) = aH(u,a) , donde ﬁ(u,a) viene dado
como en éﬁ %eonema T

La demostracién es similar a la presentada A.H. Zema-

nian en [12]

Una extensidn del teorema anterior a distribuciones

es presentado ahora.

TEOREMA 11. Sea % < a < 24y , - % < u < % , Y § una fun-
cibn generalizada que se puede descomponer como § = 1+ 6,
donde fq es una g§uncibn ondinania que satisgface Las hipbtesis

del teorema 10 y §, = T 5,8 ° Entonces:

lim,y '“(hgs)(y) H(u,a)lim x% 4, (x)

Y0 X0
Demostracién. Al ser la funcién z uJu(z) una funcidén
acotada en 0 < z < » puede inferirse que:

|(h{,6)(y)l < Cy¥, para 0 < y < 1,

de donde se sigue: 11m y (h 62)(y) , Si a < 2+u. Nues-
tra conclusién se dgduce en v1rtud del teorema 10.
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NOTA 2., Los resultados recogidos en esta seccifn supo-
nen una extensién de los probados por A.H. Zemanian [12],
pues este autor considerd funciones generalizadas § que pue-
dan representarse por § = 61+ 62, donde 61 es una funcién
ordinaria y ¢, € E'(I). En nuestro caso §, es un elemento de

] - ]
Tu,G,B , siendo E'(I) = Tu,G,B .

§5. Aplicaciones. El siguiente resultado seri Gitil en 1la

aplicacidn estudiada en este péarrafo.

TEOREMA 12. S{ { = TL s.8Y P es un polinomio:

’ ’
hL(P(BYE) (9) = P(-y®) (hy6)(y), para cada y > 0
Demostracién. Para cada y > 0

<P(B) §(x),xJ, (xg)> = <4(x),P(-4)xT, (x9)>

(hyy (P(B,)6)) ()

P(-4%) (R} 6) (9)

Consideremos la ecuacidn:

- -1
P(Bu)u =g, para u 2- 5 , (9)

donde g = TL,G,B y P es un polinomio sin ceros en el eje
real negativo. Nos proponemos buscar una funcidn generaliza-
da u = TL,G,B que verifique (9). Una aplicacidén de la trans-
formacibén generalizada hﬁ a (9), nos conduce, de acuerdo con
el teorema 12, a:

P(-y2)U(y) = G(y)

donde U(y) (hLu)(y) y G(y) = (hﬁg)(y) . Por tanto, 1la
solucidén buscada u = TL 5.8 deberia verificar:

(h1u) (y) = 6(y) / P(-y)

Una aplicacién formal de la férmula de inversidén nos permite

escribir: N
<u, P> = lim<J iﬂa@; yJ (xy)dy,v(x)>
Now Jo P(-y%) ¥
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para cada y = D(I)
Justificamos a continuacidén el anterior proceso for-
mal. Como se sabe (véase Teorema 3):

21
|6(y)| < Cy” 72, para cada y = (0,1) ,

donde C es una constante positiva que depende de g. Luego,
siuy >- % y P es un polinomio sin raices en el semieje real
3 AP G(y) :
negativo, la funcidn 2 yJu(xy) es integrable eny =(0,N).
Por ello, P(-y")
N
G
["E s ey
o P(-y)
es localmente integrable en (0,~) y define un elemento regu-
lar en D'(I). Ademds, existe un entero no negativo 2 de ma-
nera que: .
6(y)| < cy®* 72, para y > 1

Consideremos ahora el polinomio de grado xa+1

Q(x) LI 1, si 2 es par,

2(x) = x&+1+ 1, si n es impar.
Se tiene
N N
o LY 5 (xpdy,wx> = 9B, ) —HD 43 (w)dy,e(0>
Jo P(-y%) ¥ H,X L P(-y9)(-y%) ¥

N
- <[ —(2;()L_2_ yJ (xy)dy,Q(xB XX-1)¢(X)>, para cada y = (1) .
o P(-y90(-y) ¥ H,

Dado que Q(-yz) no se anula para y > 0,

N

I cz;(y) 5 yJu(xy)dy
o P(-y“)2(-y*)

define una distribucidén regular en D'(I), para cada N < N.

Ademds, para cada ¢y = D(I), N1,N2 < N, con N1 < NZ’ se tiene:

N N
1<[? —SY 5 ydy,05] = | w0 2 —EDL 5 Gyyds|
J~l P(-y)0(-4H) ¥ JK JNT P(-y1)Q(-yh) *

MJNz yZ)L d
< Y
Ny [PGy2) | 1442001
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donde K= sopy y M es una constante positiva adecuada. Por
tanto, para cada y = ?P(I), la sucesidn:

N
¢(y)
| S 3, G Y00 e

es de Cauchy, o lo que es lo mismo:

(" Ly dy}
Io P40 yJ, (xy)dy} pyen

es débilmente de Cauchy en D'(I). Al ser D'(I) completo,
existe § € D'(I) tal que:

N
U 3, () 90> = <G00,9()>,  para cada y < 0(D).

1ﬂn<j
o P(-y

N->co
Esta distribucidén § es la restriccidn a D(I) de una cierta
8,8 ° Ademds, la funcidén generalizada § satisface (9)
’
sobre 0(1). En efecto, para cada y € D(I):

u < T'

<P(B ) §,v> = lim <j —Qiﬂl-P(B ) 1yJ (xy) Yy, ¥ (x)>
u +0  Jo P(-y %) ¥

N
= lim <I G(y)yI, (xy)dy,b(x)> = <g(x),p(x)> ,
N+ o

en virtud del teorema de inversién.
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