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SOBRE UNA TRANSFORMACION GENERALIZADA
DE HANKEL

por

Jorge J. BETANCOR

Abstract. In this paper, the classical Hankel transforma-
tion is extended to a certain space of generalized functions.
We construct a space T~ 0 S of testing functions, such that
xJ~(xy) is in T~,o,B ' to; every y > O. The generalized Han-
kel trans~ormat~on h~6 of 6 c T~,o,S ' the dual space of
T~,o,S' 1S def1ned by:

(h~6)(Y)= <6(x),xJ~(Xy», y > 0 .

Several smoothness, boundedness and inversion theorems are
proved. Moreover, Abelian theorems due to J.L. Griffith are
extended to the space of distributions introduced. Finally,
we analyze some applications of the generalized h'-transfor-
mation. ~

§1. Introducci6n. La transformacion integral de Hankel defi-
nida par

(1)

donde J~ es la funcion de Bessel de primera especie y de or-
den u , ha sido estudiada por G.N. Watson [11], quien estable-
cio la siguiente formula de inversion.
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TEOREMA 1. Si 6 e~ de va~iaci6n acotada en un ento~no
de ~ > 0, ~ ~ - t If fo

oo
1 HI<) /1/12 dR exi~te, entoncu:

U: f:6(R)RCJ~(RU)J~(~U)UdUdR = t{H~+O) + 6(~-0)}

La transforrnacion de Hankel clasica dada en (1) es ex-
tendida por J.M. Mendez en [7] a un cierto espacio de fun-
ciones generalizadas de crecirniento lento. Considera, para
ello, la nueva transforrnacion integral

1h1l{6(x)}(y) = y(ooJ (xY)6(x)dx (2).. Jo ~
para la que prueba un teorerna de inversion analogo al Teore-
rna 1.

Las transforrnaciones h~ y JA~ estan relacionadas por
la siguiente igualdad de tipo Parseval:

J:6(X)9(X)dX = J:F(Y)G(Y)dY

donde G(y) = 3/z. {g(x)}(y) y F(y) = h~{6(x)}(y), siernpre que
u ~ - t, x lJ2Hx) ~e: L1 (0,00) y y-lJ2G(y) e: L1 (0,00) •

Para ~ ~- t ' la transformaci6n h~ resulta ser un
automorfismo en el espacio de funciones prueba H~, consti-
tUldo por todas las funciones complejas regulares definidas
en el intervalo I = (0,00), tales que para todo elemento $(x)

del mismo y~ k($) existe y esta acotada, siendo:m,

(3)

Y~ k($) = supIXm(~V)k(x-~-l$(X)) I, para cada m,k e: N .
, xcI

Los elementos de H~ y sus derivadas de cualquier orden son
funciones de rapido decrecirniento cuando X~OO.

Para cada 6 e: H~, en [7] se define la transformaci6n
generalizada de Hankel h~6 de 6, a traves de la siguiente
generalizacion de la igualdad de Parseval (3):

<h~6,$> = <6,~~$> , para cada $ e: H~

h~ es un automorfismo en H~ , si ~ ~- t
(4)
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En este trabajo, la transformaci6n definida en (1) es
estudiada en un nuevo espacio de funciones generalizada~,
siguiendo el proceso empleado por L.S. Dube y J.N. Pandey
[1] en la extensi6n de la transformacion de Hankel-Schwartz.
Se introduce un espacio de funciones prueba, denotado por
T ~ Q , siendo xJ (xy) un elemento de T 6 S ' para todo

1.1, u , ~ 1.1 1.1, ;
y>O. Para cada 6 £ T' 6 Q , la transformacion generalizada

1.1, ,~
de Hankel h'6 de 6 es definida por la igualdad:

1.1

(h~6)(Y) = <6(x) ,xJj..I(xy» , para cada y>O. (5)

\

Se prueban para la transformacion (5) teoremas de aco-
tacion, inversion y unicidad. Adem's, si 1.1 ~ -~, 6 ~ ~ Y

S ~ -~, entonces H c T ~ S ' por 10 cual para cada
.. 1.1 1.1, u,6 E T' 0 S pueden definirse dos transforciones generalizadas
II, ,

de Hankel: una, siguiendo a J.M. Mendez [7], viene dada por
(4); y la otra por medio de (5). Se prueba que, en las con-
diciones impuestas, las dos definiciones coinciden sobre H

IIAs! mismo, siguiendo las ideas desarrolladas por A.H.
Zemanian [12] probamos ciertos teoremas abelianos para la
transformacion distribucional (5) siendo extendidos los re-
sultados clasicos recogidos en [4].

Finalmente se aplica la teoria presentada a la resolu-
cion de una ecuacion diferencial distribucional que incluye
el operador de Bessel B x-1l-1Vx211+1Vx-l.I.

1.1

§2. E1 espacio de funciones prueba T ~ S y su dual. Sea
ll,u,

1.1 E R. El espacio de funciones T 0 Q est' constituido por
00 1.1, , ~

todas las funciones ~ E C (I), tales que

Tj..Im6 Q(~) = supl~(x)Bm ~I < 00, para cada mEN., ,~ x£I 1.1

Aqui, ~(x) es una funcion positiva regular que verifica:

F,; (x)
x > 2

X E (0, 1)
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siendo e >,.. t y a ~ -! . La familia r = hm
so Q} N constitu-lJ,U,1J mE"

ye una multinorma numerable en T s: Q • Dotando a T so Q conlJ,U,1J lJ,U'1J
la topologia generada por r, T e Q es un espacio numerable-lJ, ,IJ

mente multinormado.

A continuacion recogemos algunas propiedades del espa-
cio que acabamos de definir.

PROPOSICION 1. El e~paeio T e Q e~ eompleto y, po~lJ, ,IJ

tanto, F~~ehet.

PROPOSICION 2. T <5 Q e~ un e~paeio de 6uneione~ p~ue-lJ, ,IJ

ba y ~u dual, T' so Q , un e~paeio de 6uneione~ gene~alizad~.lJ,U,1J

PROPOSICION 3. V(l) c: T c: E(l) , si.e.ndola~ ineiu-lJ,e,a

Por tanto T so Q es dense en E(l), ya que V(l) 10 es.lJ,U,1J
E' (1) puede ser considerado, por ello, un subespacio de
T'u , <5, a .

NOTA 1. E1 espacio T <5 a no es en general cerrado ba-lJ, , .
jo diferenciacion. En efecto, consideremos la funcion ~(x)

1-11
= X ~. Se tiene que:

Bm ~ 0, para cada m e: N-{O}
u x

Ademas: {h si x e: (0, 1)x ,
I; (x ) !tW. =

x a-lJ si x > 2x ,

Por ello, si elegimos <5 y a tales
mpodemos asegurar que TlJ,C,a(~) < 00

~ E T so Q • Por otra parte, V~(x)lJ,U,1J

que <5 - lJ ~ 0 y a - lJ ~ 0 ,

para cada mEN, donde
x-lJ(l-lJ), siendo:

si x &: (0, 1)

si x > 2
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se deduce de esto que
,0 ~ Q(V~) = 00 y V~ ¢

).I, u, ~
tiene sentido definir
la forma clasica:

si ).I ~ 6 < ).I + 1 Y ).I # 1 entonces
T ~ Q • Por tanto, en general, no

).I,u,~
el operador derivaci6n en T' ~ Q de).I, U , ~

para 6 ~ T' ~ Q Y ~ ~ T ~ Q •).I,u,~ ).I,U,f.J

PROPOSICION 4. Si 6(x) e~ una 6unei6n toeatmente inte-
g~abte en 0 < x < 00 Y tat que:

J
oo

I6(X)It,;tx) d x
o

6 (x ) deMne una di~t~ibuei6n ~eguta~ en T' s: Q).I, U, f.J
Demostraci6n. Si se define la aplicacion

para cada ~ ~ T ~ Q ,).I,U,f.J

esta es lineal y continua. En efecto, la continuidad sigue
de que

f
OO 0 fOOI < 6C x ) , ~ ( x ) > I ~ 0 16( x ) I I ~ ( x ) I d x ~ ').I, <5 , S (~) 0 I 6C x ) I t,;tx) d x

~ K').I,6,S(~)

para cada ~ ~ T ~ Q donde K es una adecuada constante posi-
).I,u,~

tiva. La linealidad de la ap li cac ion considerada es trivial. &

En virtud de un conocido resultado (vease A.H. Zema-
nian [13]) se deduce la siguiente:

PROPOSICION 5. Pa~a eada 6 ~ T' ~ Q exi~ten un ente~o).I, u, ~
no negativo ~ y una eon~tante po~itiva C, tate~ que, pa~a
eada ~ ~ T 0 Q).I, , ~

PROPOSICION 6. Pa~a eada y > 0, m = 0,1,2 ,
am {xJ).I(xy)} E T ,aym ).I,6,S

~iemp~e que ).I ~ - t
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Dernostraci6n. Si m 0, para cada n E N, se tiene:

Dado que la funci6n z 1/2J~(Z) est a acotada en 0 < z < ClO, se
sigue:

donde B es una cierta constante positiva. Por tantn:

en virtud de las restricciones impuestas a los parametros 0
y S. Procediendo de forma similar puede probarse el aserto
para m = 1 y 2. A

Sin embargo la funci6n zJ~(z) no es de rapido decreci-
miento cuando X~ClO , por 10 que xJ~(xy) ¢ H~, para cada y > 0,
teniendose que T ~ ~ H"~,u,S ..

Por otra parte, consideremos una funci6n infinitamente
diferenciable $ tal que:

, $(x) = {X~+1,

e.-x

X e: (0, 1)

x > 2.

Para cada m,n ~ N , se tiene:

m1 n -~-1 Isup]x (xV) (x $(x))x€I
< ClO

siendo, por tanto, $ (x) e: H Ahora bien, si x e: (0,1), en-
o+~+1 u

tonces E,;(x)$(x) = x . Por ello, si o<-~-1, $¢T~,o,B·

Se concluye, pues, que en general, H cf T
~,o,B

Sin embargo,
u

al ser:
s" $(X) = Ib .x2j+~(.lV)j+m(x-~-1$(X)) para me: N ,

~ x j =0 j x '

si <5 + ~ ~ 0, entonces H~ est a contenido en T~,<5, B • Es t amos ,
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pues, en condiciones de enunciar.

PROPOSICION 7. Si. 0 +].1 ~ 0, entonee~ H c: T ~ Q ,).I ).I.U.I-'
~i.endo la topologla de H).I m~~ 6i.na que la i.nduei.da en ~l po~
la de T ~ Q • Si. 6 E T' ~ Q ~u ~e~t~i.eei.6n a H e~t~ en H').I, u, I-' ].I,u.1-' ).1].1

y la eonve~genei.a en T' ~ Q i.mpli.eala eonve~genei.a en H' .
).I'U'I-' ].I

La siguiente propiedad define la estructura de la res-
tricci6n a Vel) de los elementos de T').I,o.a •

PROPOSICIOR 8. Sea 6 un elemento de T' 0 Q • Exi.~ten].I. ,1-'
6unei.one~ medi.ble~ e~enei.almente aeotada~ 9 .(x), de6i.ni.da~

-<.
pa~a x E I, eon i. = 0.', ...,~, pa~a un ei.e~to ente~o no ne-
gati.vo ~. dependi.ente de 6, tale~ que pa~a eada W E Vel):

~
< 6 w> = < L Bi.{ti!2. (-V) 9 . ( x j } •W ( x )i.=o).l x -<.

Demostraci6n. En virtud de la proposici6n S, dado
6 E T' ~ Q • existen una constante C y un entero no negati-

].I'U'I-'vo ~, tales que para cada W E Vel) c: T ~ Q :).I, u. I-'

1<6.W>1 ~ C max T~ 0 a(w) = C max supls(x)Bm ~IO~m~~ " O~m~~ XeI ].I

~ C max IVx{s(X)B~ w(xx)lI, •
O~m~~

donde 1 I, denota la norma en el espacio 1,(O.m).
Se define la aplicaci6n

J: V(l) ---+ L~(O,m)

W ---+ (Wm(W))m=O, ...•~

donde L~(O.m) = (t,(O,m))~+' y wm(W) = Vx{s(x)S:(IjI(x)/ x)},
para cada IjIE Vel). Si denotamos JV(I) la imagen de Vel)
por la aplicaci6n J, entonces
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es una aplicacion continua ya que

1<6,~>1 ~ C max Iw (~)Il •
O~m~1t m .

Por tanto en virtud de~ teorema de Hahn-Banach esta
aplicacion puede extenderse a LIt(O,oo) y ya que el espacio
dual de L~(O,oo) es can6nicamente isomorfo a (£oo(O,oo))It+l
podemos garantizar la existencia de It + 1 funciones medibles
esencialmente acotadas 9 .(x), ~ = 0,1, ...,It tales que

-<.

para cada ~ E VeT).

3. Una transformacion generalizada de Hankel: Sea ~ ~- i
Para cada 6 E T' 0 Q se define la transformaci6n generaliza-

~, , f.'

da de Hankel h~6 de 6, como sigue:

F(y) = (h~6)(Y) = <6(x),xJ~(xy», para cada y > 0 . (6)

La aplicacion anterior tiene sentido, pues de acuerdo con
la proposici6n 6, la func i on xJ

lI
(xy) es un elemento de T 0 Q
.. ~, , f.'

para cada y > O.
Por otra parte si 6 es una funci6n que satisface las

cohdiciones indicadas en la Proposici6n 4, la transformaci6n
generalizada h'6 de 6, coincide con la transformaci6n clasi-

~
ca de 6:

(h~6)(Y) = <6(x),xJp (xy» = f:XJ~(XYH(X)dX

TEOREMA 2. Palta cada y > 0, F(y) e~ d~6eltenc~able, y

-#y F(y) = <6(x),x iy J~(xy»

Demostraci6n. Para cada y > 0 :

F(y+h)-F(y) _ <6(x) x .1... J (xy»
h ' ay u
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donde, para cada 0 < Ihl < y :

]J.l(x(y+h))-] (xy) a
x{ h J.l - - ] (xy)} •ay J.l

Nuestro prop6sito es
en el espacio T ~ QJ.l,U,1-'
reglas operacionales
tiene:

11 ( 1)11 fY+hfU 32 211
Ux)BJ.l(<Ph(x,y); x) = ~(x) -h y y a-n2(n ]/xn))dndu

(1)11 JY hJU 2 5/ I; I;~ (x) - {211+J.l) (211+J.l+l) n 11- /2 X 2 (xn) 2] (xn)
hx y y J.l

2 11 3; 211+ 5; 31 11+ {(211+J.l)n - 2 + (2Yl+J.l)n 2}x 2(xn) 2] (x n )
J.l+l

probar que <Ph(x,y)
. Para cada Yl ~ N,
para la funci6n ]

J.l

+ 0, cuando h + 0,
en virtud de cierta~
(ve ase [llJ), se

De donde, a tenor de la acotaci6n de la func iSn /12] (z),
usobre 0 < z < 00 , se sigue:

cuando h + 0, uniformemente en x ~ (0,00), de acuerdo con la
elecci6n de is y S . Se concluye pues que <6(x),<Ph(xy» + 0,
cuando h + 0, Y por ello

~ F(y) = <6(x),x ;y]J.l(Xy», para cada y > o. A

Es de interes la siguiente acotaci6n:

TEOREMA 3. fx~~te UYla eOYl~tal1te po~~t~va C y UI1 el1te-
~o YlO Ylegat~vo ~ de mal1e~a que

IF(y)1 ~
para s « (0,1)
para Ij ~ 1 .
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Demostraci6n. Ateni~ndonos a la proposici6n 5, existe
una constante positiva M y un entero no negativo ~ de manera
que:

I F(y) I = 1<6(x),xJ (xY»1 ~ M max supl~(x)BmJ (xy) I~ O~m~~ xEl ~ ~
2 III 11 1/ 1/ 2 m 1/supl~(x)y - 12X- 2(xy) 2J (xy) I ~ Cmax y - 2

x€1 ~ O~m~~
M max

O~m~~
de donde se sigue ya el aserto. i

Si ~ es el menor entero para el cual se verifica la
acotacion indicada en el Teorema 3, coincide con el orden
de la funci6n generalizada 6.

Si u ~ - t~,en virtud de la Proposici6n 7, podemos ga-
rantizar que si 6 E T~,O,B' entonces 6 E H~ .. Por ello tie-
ne sentido definir para 6 su transformacion generalizada co-
mo elemento de H~, siguiendo a J.M. Mendez [7], y como
elemento de T' 0 a' por (6). Estamos en condiciones de pro-u , ,IJ

bar que ambas definiciones coinciden sobre H .
~

TEOREMA 4. S-i u ~ - -2
1

, pa~a ead« 6 E T' ~ ,y l/J E H ,~,u, B ~
~e t-iene:

«6(x),xJ~(xY»,l/J(Y» = <6(x), ~{l/J(Y)}(X» .

Demostraci6n. En virtud del teorema 2, la funci6n
= <6(x),xJ~(xy» genera una distribuci6n regular en H~,

medio de:
<F(y) ,l/J(y» = J~F(Y)l/J(Y)dY = f~<6(x),XJ~(XY»l/J(Y)dY

o 0

Nuestro proposito es probar que:

F (y)

por

para cada l/J E H~, igualdad que ser§ establecida empleando
tecnicas basadas en sumas de Riemann. Sean 0 < a < b y
{y~n)}~=o' una partici6n del intervalo [a,b] , don de
dn = y~n) - y~~~, para cada n E N y cada v = 1,2, .•. ,n, tal
que dn -+ 0 cuando n-+~. Se tiene:
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en el sentido de la convergencia en T~,o,S . Por otra parte,
en las condiciones indicadas:

+cuando n ~ 0 en T 0 Q
~, ,1-'

En efecto, para cada mEN, existe una constante C > 0 tal
que:

T~ 0 s(xJnJ~(XY)~(Y)dY) ~ cJny2m-'l21~(Y)ldY~ 0, cuando n ~ 0+
" 0 0

1pues ~ E: H~ Y u > -20 .

De aqui se deduce que:
b

J <6(x) ,xJ (xy»~(y)dy
o u

Por ultimo, para cada mEN,

b
<6(x),xJ J (xy)W(y)dy>

o ~

y > 0 :

Tm 0 S(xJOOJ (xy)w(y)dy) ~ cJooy2ml~(Y)ldY~ 0, cuandoy ~ 00 ,
u, y u If

donde C > 0, pues ~ es de rapido descenso cuando x ~ 00 • Se
concluye asi (7) quedando probado el teorema. ,

Se presenta ahora un teorema de inversion para la
transformacion generalizada introducida.

TEOREMA 5. Sea 6 E: T' 0 Q
~, ,1-'

ee~ pa~a eada ~ E V(I):
N

lim <J F(y)yJ (xy)dy,~(x»N~oo 0 ~

Y F (y) (h'6)(y). Enton-u

<6(x),~(x», 4}..
1

u ~ - !

N Demostraci6n. Para cada N > 0, la funci6n HN(x)

f F(y)yJ (xy)dy es localmente integrable en (0,00), siem-
o ~ 1pre que ~ ~ - 2 ' a tenor del teorema 2. Por tanto, HN(x) de-

fine una distribuci6n regular en V' (1), para cada N > 0,
por:
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sop~ y ¢(y) = ~~{~(x)}(y). Se tiene as!:
N

<HN(x),~(x» = J. <6(x),xJ (xy»¢(y)dy •
o u

Siguiendo un procedimiento analogo al empleado en el teore-
rna anterior puede probarse que:

siendo K.

fN<6CX),XJ (xy»¢Cy)dy = <6(XLXfNJ (xy)¢(y)dy>
o ~ 0 u

Consideremos la funcion:

GN(t,x) = JNYJ~(tY)J~(XY)dY, N e: }oj

0

Dados 0 < a < b , se tiene:

= F' te: (a, b)
b

lim f GN(t,x)xdx t = a 0 t b
YL-+oo a 2 '

0 t ¢ [a,b]

en virtud del teorema de inversion establecido por G.N.
Watson (Teorema 1). Por otra parte, para cada m e: N :

b b
Bm{f GN(t,x)¢(x)dx - ¢Ct)} = f xGN(t,x) {G>m(x) - ¢m(t)}dx
~ a a

m -1donde ¢m(x) = B~{X ¢(x)} , para cada m e: N. Teniendo en
cuenta.que:

N
t2_xZ {.tJ]..l+l (.tN)J~ (xN) - xJ~+l (xN)J~ (tN)}

y aplicando el Lema de Riemann-Lebesgue (vease G.N. Watson
[11]), se sigue:

t;;(.t) t xGN(t,x){Hx) -.~(t)}dx -+ 0, cuando N -+ 00
a

uniformemente en t e: (0,00), para cada ~ e: V(I), cuyo sopor-
te est a contenido en [a, b] . Se tiene asi que:

b-I GN(t,x)W(x)dx -+ ~(t) , cuando N .... 00
a
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en el sentido de la convergencia en T ~ Q • Por tanto
lJ,U,1J

lim <fNF(lj)yJ (xy)dy,~(x» = <6(x),~(x»
N-+oo 0 1-1

para cada ~ ~ V(1). ,

El siguiente teorema de unicidad se deduce inmediata-
mente.

TEOREMA 6. Sean F(y) = (h~6) (y) y G(y) = (h~g) (lj) ,
donde 6 y 9 pe~teneeen a T~,O,t3 • S~ F(y) = G(lj), pa~a ea-
da y > 0, entonee~ 6 = 9 en el ~ent~do de la ~gualdad en
V' (1) .

§4. Teoremas abe11anos para la transformaci6n general1zada
h'. Sea 6 una distribuci6n regular en el intervalo (a, b) .

lJEs decir, existe una funci6n medible h(t) integrable Lebes-
gue sabre cada intervalo (e,d) c (a,b), tal que

<6,w> = f:h(t)w(t)dt

para cada funci6n regular w(t), cuyo soporte esta contenido
en (a,b). 6 es la representaci6n distribucional de la cla-
se V que contiene las funciones definidas sabre (a,b) que
coinciden can h salvo a 10 sumo en un conjunto de medida nu-
la. Si para alguna h Ii: V, lim+ h (t) = a , entonces para cada

t-+a +
9 E: V, a lim+9 (t) = a 0 no existe llmite de 9 cuando t-+~ .
Se dice qu~-+tim+6(t) = a , si lim+h(t) = a para algQn h E: V.

t-+q t-+aJ.L. Gritfith [4] prob6 el siguiente teorema abeliano
para la transformaci6n clasica de Hankel.

TEOREMA 7. Sea 6 una 6une~6n eont~nua, tal que:
i) /126Cx) .... 0 , cuando x -+ 00 ,

ii) xa6(x) e~ ab~olutamente eont~nua en 0 ~ x < 00 ,

iii) /h-a Ix. xa6(x)) e.s ab~olutamente ~nteg~able en
o < n < x < 00 , pa~a eada n > O.

S~ !< a < 2 + lJ , entonee~:
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r(~-Z+1)
2a.-1r(l!+~2 2

cuando u ~ 00 (8)

donde K = lim+xa.6(x)
x~o

Otro resultado de similar naturaleza se recoge a con-
tinuacion.

TEOREMA
1
8. Sea. t < a. < 2 + u lj 6(x) una. 6unc.'£6n med'£-

ble :ta.l que x /26 (x) e.s '£n:teglta.ble Lebe.6gue en c a.da. '£n:teltva.lo
de la. 6oltma. X < x < oo(X > 0) • Suponga.mo.6 que el L(m,£:te
K = lim+xa.6(x) ex'£.6:te.En:tonc.e.6 .6e velt,£6,£c.a.(8).·x~oDemostraci6n. En virtud del comportamiento de la fun-
cion] en el origen y en el infinito y a tenor de las con-

u
diciones impuestas la transfomacion F(y) existe para cada
lj > O. Por otra parte, dado que:

J
OO 1-a.

x ] (x)dx = H(~,a.)
o u

1 < a. < 2+~

(Ve ase Erdelyi [2]), para 0 < X < 00 , se sigue:

Ilj2-a.F(lj)-KH(~,a.)I~ ljiool(Xlj)1-a.] (xlj)I Ixa.6(x)-Kldx
o ~

~ioolx1-a.](x)ldx sup Ixa.6(x)-KI+ JOOIx%6(x)-KXa.-V2I I (xlj)V2] (xlj)ldxlj%-a..
o u O<x<X X 11

Por tanto, al ser z lf2] (z) una Func i on acotada en 0 < z < 00,

X1
/26 integrable en z e:~(0,00), y t < a. < 2+~, se deduce que:

lim lj2-a.F(lj) = KH(~,a.) .
lj~oo

Un teorema inicial para la transformacion generaliza-
da de Hankel definida en (6) es el que sigue.

TEOREMA 9. Sea. 6 = 61+62, donde 61 e.6 una. 6unc.'£6n Olt-
d'£na.It'£a. lj 62 ~ T~,o,a . S,£ 61 1.>a.:t'£.66a.c.elal.> c.ond'£c.'£oneJ.> del
:teoltema 7, 0 del teoltema. 8, 62 eJ.> una. 6unc.'£6n genelta.l'£zada.
de o n.de.« It lj 21t+ t < a < 2+~, en:tonc.eJ.>:

2- a. a.lim lj (h'6)(lj) = H(~,a.)lim+x 61(x)
lj~oo ~ x~o
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Demostraci6n. Atendiendo a las definiciones adoptadas
se sigue:

\h~6)(Y) = f:xJlJ(XY)61(X)dX+ <62(x)'xJlJ(xy»
Dado que:

I (h~62) (y) I < y21t-1/2.C,para cada y > 1

entonces lim y2-a(h~62)(Y) 0 si t+ 21t< a Por tanto, una
aplicacion de los teoremas 0 2 nos conduce ya al resultado
requerido. ,

Un ultimo teorema para la transformacion clasica de
Hankel puede ser enunciado de la forma siguiente:

TEOREMA 10. Sea i < a < 2 + lJY 6(x) una 6unc.-i6n me.dc-
ble ~oblte 0 < x < 00 que ~at-i~6ac.e:
i) xlJ+16(x) e~ -integltable Lebe~gue en c.ada -intelt alo (O,X),

c.on X > 0 ,

ii) fx-i~te un numelto c.omplejo a

fntonc.e~ lim+y2-aF(y) aH(lJ,a)
u: .. 0

c.omo en eZ teoltema 7.

tal que lim xa6(x) = a.X..OO
donde H(lJ,a) v-iene dado

La demostracion es similar a la presentada A.H. Zema-
nian en [12]

Una extension del teorema anterior a distribuciones
es presentado ahora.

3 1 3TEOREMA 11. Sea L < a < 2+lJ , - 2" < u < I ' Y 6 una 6un-
c.-i6ngeneltal-izada que ~e puede de~c.omponelt c.omo 6 = 61 + 62,
donde 61 e~ una 6unc.-i6n oltd-inalt-iaque ~at-i~6ac.e la~ h-ip6te¢~
del teoltema 10 Y 62 c T' ~ Q • fntonc.e~:

lJ,v,~

2-alim+y (h~6) (y)
y .. o

aH(lJ,a)lim x 61(x)
x .. oo

Demostraci6n. Al ser la funci6n z-lJ) (z) una funci6n
lJ

acotada en 0 < z < 00 puede inferirse que:

l(h~6)(y)1 < CylJ, para 0 < y <

de donde se sigue: lim y2-a(hl6z)(y) = 0 , si a < 2+lJ. Nues-
1/....0 utra conclusi6n se deduce en virtud del teorema 10.
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NOTA 2. Los resultados recogidos en esta secci6n supo-
nen una extension de los probados por A.H. Zemanian [12J,
pues este autor considero funciones generalizadas 6 que pue-
dan representarse por 6 = 61 + 62, donde 61 es una funci6n
ordinaria Y 62 E E' (1). En nuestro caso 62 es un elemento de
T,'"o,a , siendo E' (1) c: T' ~ a •

... I-' 11,U,1-'

§5. Apl;cac;ones. El siguiente resultado sera util en la
aplicacion estudiada en este parrafo.

TEOREMA 12. Si 6 E T' 0 a Y P e~ un polinomio:11 , , I-'

pa~a eada y > 0 .

Demostraci6n. Para cada y > 0 :

<P(B
l1

) 6(x) ,xJl1(xy»

p(_y2) (h~6) (y)

Consideremos la ecuacion:
1para 11 ~-2' (9)

donde 9 E T~,o,f3 y P es un polinomio sin ceros en el eje
real negativo. Nos proponemos buscar una funcion generaliza-
da u E T' ~ a que verifique (9). Una aplicacion de la trans-11,U,1-'
formacion generalizada h~ a (9), nos conduce, de acuerdo con
el teorema 12, a:

donde U(y) = (h~u)(y) y G(y) = (h~g)(y) • Por tanto, la
solucion buscada U E T' r a debera verificar:11,U,1-'

(h'u) (y) = G(y) / p(_y2)
11

Una aplicacion formal de la formula de inversion nos permite
escribir:

<u,lj/> '" lim<!NG(Y)2 yJ
l1

(xy)dy,lj/(x»
N-+oo 0 P(-y )
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para cada ~ E V(I) .
Justificamos a continuaci6n el anterior proceso for-

mal. Como se sabe (vease Teorema 3):

para cada y E (0,1) ,

donde C es una constante positiva que depende de g. Luego,
si p ~- t y P es un polinomio sin raices en el semieje real
negativo, la funci6n G(Yl yJ (xy) es integrable en y E(O,N).
Porello, P(-y) P

IN G(y) yJ (xy)dy
oP(_yZ) P

es localmente integrable en (0,00) y define un elemento regu-
lar en VI (1). Ademas, existe un entero no negativo ~ de ma-
nera que:

para y ~ 1 .

Consideremos ahora el polinomio de grade ~+1 :

Q(x) ~+1 1x - , si ~ es par,

Q(x) ~+1 1x +, si ~ es impar.
Se tiene

<iN G(y)
o P( -l) yJ (xy)dy,~(x» = <Q(B x)JN G~Y) 2 yJlI(xy)dy,~(x»

P P, 0 P(-y)Q(-y) ...

= <IN ~(!f) Z yJ (xy)dy,Q(xB x-1)~(x», para cada ~ E V(I) .
o P(_y )Q(_y) P P,x

Dado que Q(_yZ) no se anula para y > 0,
N

J G(y) ~J (xy)dy
o P(_yZ)Q(_yZ) P

define una distribuci6n regular en V' (1), para cada N EN.
Ademas, para cada ~ E V(I), N1,NZ E~, con N1 < NZ' se tiene:
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donde K = sopv y M es una constante positiva adecuada , Por
tanto, para cada ljJE V(l), la sucesi6n:

{<IN. G(!f~ yJlJ(xy)dy,ljJ(x»}N€1i
o P(-y )

es de Cauchy, 0 10 que es 10 mismo:

{IN G(y) yj (xy)dy} Ii
o p(_y2) lJ N£

es debilmente de Cauchy en V'(l). Al ser V'(l) completo,
existe 6 £ V'(l) tal que:

lim <IN G(y~ yJ (xy)dy,ljJ(x» = <6(x),ljJ(X», para cada ljJ£V(l).
N-o 0 P( -y) lJ

Esta distribuci6n 6 es la restricci6n a V(l) de una cierta
U E T' ~ Q • Ademas, la funci6n generalizada 6 satisface (9)lJ,UJI"sobre V(l). En efecto, para cada ljJ£ V(l):

<PCB )6,ljJ> = lim <IN G(Y~ PCB x){yJ (xy)}dy,ljJ(x»u N N-t-oo 0 P ( - Y ) u , lJ
= lim <J G(y)yJ (xy)dy,ljJ(x» = <g(x),ljJ(x» ,

N-+oo 0 lJ
en virtud del teorema de inversi6n.

*
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