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DETERMINACION TIE LA f1EDIBILIDAD DE ALGUNAS FAMILIAS
DE SUBESPACIOS DEL ESPACIO PROYECTIW P3

RESPECTO DEL GRUPO PROYECTIVO

po r

A.B. GUERRERO G.

§l. Introduccion. La Geometria Integral en el espacio proyec-
tivo Pn ha sido estudiada por L.A. Santalo en [6] y [8], por
M. Stoka en [9] y [10] y por I. Maniscalco y A. Potolano en
[5J.Ellos han determinadola medibilidad de algunas familias de
subespacios del espacio proyectivo P3• En este trabajo se es-
tudia la medibilidad de otras familias del espacio proyecti-
vo P3, no contempladas en los articulos mencionados.

L.A. Santalo en [6] demuestra dos teoremas importantes
sobre la medibilidad de subespacios respecto del grupo pro-
yectivo, ellos son:

TEOREMA 1. L06 6ube6pae~o~ l~neale6 no t~enen den6~dad
~nva~iante ~e~peeto del g~upo p~oyeet~vo.

TEOREMA 2. Vado un eonjunto de m 6ube6pae~o6 l~neale~
~~n punto6 c.omune~, Sh l' Sh2 ... Shm, de d~men~~one6 h1, hz,· .. ,
hm ~e6peet~vamente, eon h1+hZ+h3+ ... +hm+m -s n+1 , en et: e~-
pae~o p~oyeet~vo P , una eond~e~6n nec.e6a~~a y 6u6~c.~enten
pa~a que ia 6am~l~a Sh1+Sh2+ ... +Shm tenga una den~~dad ~nva-
~~ante ~e6pec.to del g~upo p~oyeet~vo e~ que
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h1 + hZ + ...+ hm + m = It+1 .

Por el Teorema 1 los siguientes subespacios del espa-
cio proyectivo P3 Ita son medibles.
1.1) Conjunto de Puntos (P)

1.Z) Conjunto de PIanos (E)

1.3) Conjunto de Rectas (G).
Por el Teorema Z ItO son medibles los siguientes subespacios
del espacio proyectivo P3
1.4) Punto + Recta (P+G),P ~ G
1.5) Punto + Punto (P1+PZ)
1.6) Punto + Punto + Punto (P1+PZ+P3).
Mientras que por el Teorema Z ~Olt medibte~ los siguientes
subespacios sin puntos comunes de P3
Z.1) Plano + Punto (E+P)
Z.Z) Recta + Recta (G1+GZ)
Z.3) Punto + Punto + Recta (P1+PZ+G)
Z.4) Punto + Punto + Punto + Punto (P1+PZ+P3+P4).

Mariscalco y Potolano prueban en [5] que los siguien-
tes subespacios que no se pertenecen de P3 ~Olt medibte~
Z.5) Plano + Plano + Recta (E1+EZ+G)
Z.6) Plano + Plano + Recta + Recta (E1+EZ+G1+GZ)
Z.7) Recta + Recta + Recta (G1+GZ+G3).

M. Stoka prueba en [10] que las siguientes familias en
P3 ItO admiten medida invariante
1.7 Pares de rectas concurrentes (G1 +GZ) con G, n GZ ;.O.
'.8 T'ri.pl.as de rectas concurrentes (G1+GZ+G3) con G, nGZ nr,3;.O.
'.9 Recta mas plano (G+E).

Aqui se estudiara la medibilidad de algunos subespa-
cios con y sin puntos comunes respecto del grupo proyectivo,
clasificados segun el numero de parametros del cual dependen.
A continuacion resumimos la teoria necesaria para nuestro
propos ito.

§2. Preliminares. Sea P3 el espacio proyectivo 3-dimensional
de coordenadas homogeneas Xi . El g~upo p~oyeetivo G'5 esta
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dado por las eeuaeiones:
3 k.La, x '

,,(=0 .(. .(.
con k 0,1,2,3 (5)

con la eondiei6n
1 • (6)

El determinante la~' 10 podemos expresar en la forma IaOa1a2a3 I
donde eada a..(, ..( = 0,1,2,3 es un punto analitieo de eoordenadas

o 1 2 3 E i zn i f i d fo rmac id .a..(,a..(,a..(,a..(. sto slgnl lea que ea a trans ormaelon proyeetl-
va de G15 esta determinada por 4 puntos analitieos aO,a1,a2,

a3 que eumplen /aOa1a2a3' = 1.
Las eomponentes relativas del grupo proyeetivo G15 es-

tan dadas por las eeuaeiones
3
L w'kak.

k=O .(.
da . =

.(.
con ..(= 0, 1 , 2,3 (7)

3(ver Cartan [1]), con la eondiei6n L e . = 0 obtenida al di-
,,(=0 .(..(.fereneiar el determinante (6).

Las eeuaeiones de estruetura del grupo G15 se obtienen
derivando exteriormente las eeuaeiones (7). Resulta:

3
dw ,,= I w' k IIWk' ..(,j = 0, 1 , 2,3 . (8)

.(.j k=O.(. j

Si H es un subespaeio del espaeio proyeetivo P3' el
eual determina el sistema:

0, ... 3, (9)

L.A. Santa16 prueba en [6] que IG= w..( j' II... IIw..( j' es la
1 1 11 11

densidad de H respeeto del grupo proyeetivo, si 5610 si,
dn = O.

Si H tiene densidad invariante deeimos que H es med..(-
bie, su medida esta dada par J dIG.

Utilizamos para la deter~inaei6n de las familias a es-
tudiar los puntas analitieos aO,a1,a2,a3 antes meneionados.
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§3. Familias de Subespacios que no se pertenecen.
3.1. FAMILIAS DEPENDIENTES DE SEIS PARAMETROS.
3.1.1. Plano mas plano E1 + EZ'

Tomamos el plano E1 generado por los puntos aO,al,aZ' y el
plano EZ generado por los puntos aO,aZ,a3• Por (7) para que
E1 permanezca fijo se debe tener que w03 = 0, w13 = 0, wZ3 = 0.
Por (7) para que EZ permanezca fijo se debe tener que wOl = 0,

wZ1 = 0, w31 = 0. Luego ~ = w03w13wZ3wOlwZlw31 (*1 es la den-
sidad de E1 + fZ' si s6lo si d~ = 0.

Por (8)

Puesto que wOO + w'l + wzz + w33 = ° resulta

de donde d~ # 0, y por 10 tanto la densidad invariante para
el subespacio E, + EZ no existe respecto del grupo proyectivo.
Es decir, el subespacio E, + EZ no tiene medida invariante
respecto de ese grupo.

3.2. FAMIL AS DE SUBESPACIOS DEPENDIENTES DE NUEVE PA-
RAMETROS.

3.Z.1. E,+EZ+P.
Tomando(**)

E, permanece fijo si (ver (7))

(*) Aqui hemos suprimido el simbolo del producto exterior (~) para faci-
litar la escritura, entendiendo que se trata de productos de l-formas.
Se continuara en este capitulo con esta notacion.
(**)En 10 que sigue esta notacion significa espacio E1 generado por los
puntos analiticos ao,a

1
,a2; espacio E2 generado por los puntos aO,a2,a3;

punta P generado por e punta a1 + a3
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EZ permanece fijo si (por (7))

Wo, = 0, WZ, = 0, w31 0,

P permanece fijo si (por (7))

Llamamos Il, = dE, = w03w'3wZ3 y IlZ 1a densidad para P + EZ'

Por ser e1 espacio P+ EZ medib1e (ver (Z.l)) se tiene:

dllZ = O.

dn = 0, si solo si, dll," IlZ - n," dllZ 0,

esto es
dn 0, si 5610 si, dll, "IlZ o .

Veamos, de (8)

(WOO-3W33+W"+WZZ) "Il, "nZ

= -4W33 " n, "nZ = -4w33" n .

Luego dn ., 0 y por tanto e1 subespacio E, + EZ + P no tiene
medida invariante respecto del grupo proyectivo.

3.Z.Z. P1+PZ+E.

Tomando

Por (7), E permanece fijo si
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W03 0, w13 ° , wZ3 0,

P1 permanece fijo si

w30 0, w31 0, w3Z °
Pz permanece fijo si

wzo ° , wZ1 = ° , w33 - wzz = 0.
Llamando

y

entonces si

dn 0, si 5610 si

dnz fI n1 - n z fI dn1 = 0.

Por (Z.1), dn1
5610 si,

0. Luego, la densidad d(P1+PZ+E) existe si

Pero de (8)
dnZ fI n1

Luego d(P1+PZ+E) no existe, y el subespacio P1 + Pz + E no es
medible.

3.Z.3. E1 + EZ + E3 •

Tomando

De (7) el subespacio E1 + EZ + E3 permanece fijo si
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0, 0001 0, ooZ1 0,

O.

L1amando n = ooOZoo1Zoo3Zoo01ooZ1oo31oo03oo13ooZ3' 1a densidad inva-
riante para E1 + EZ + E3 existe si solo si dn = O.
Pero de (8)

dn = (3ooOO-oo11-ooZZ-0033) lin = 40000 II n ,,0.

Luego, e1 subespacio E1 + EZ + E3 no es medib1e respecto del
grupo proyectivo.

3.3. FAMILIAS DEPENDIENTES DE DIEZ PARAMETROS.
3.3.1. P+E+G.

Tomando

De (7), E permanece fijo si

0, 0013 0,

G permanece fijo si

oozo = 0, ooZ1 0,

P permanece fijo si

o.

n = d( P+f)1

por (Z.1), dn1 o y puesto que
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r2 = r2," r2z = d(P+E+G)

la densidad d( P+E+G) existe si s610 si r2, "dr2Z = O.
Pero

Luego la densidad d(P+E+G) no existe.

3.4. FAMlllAS DEPENDIENTES DE ONCE PARAMETROS.
3.4.1. G,+GZ+P.

Tomando

De (7), G, permanece fija si
0,

Gz permanece fija si

0, wZ3 0,

P permanece fijo si

Llamando

por (Z. Z), dr2, = 0 (G, + GZ admi te una medida invariante)
llamando, r2Z = dP w30w'Z(w33-w,,) resulta

luego la densidad d(G,+GZ+P) existe, si s610 si,

r2, "dr2Z = o.
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Pero 0, "dOZ = 0, "[Zw"w33 - (wOO+wZZ)(w33-w,,)]w30w,Z

(1, " (Zw'lw33) + (wOO+wZZ) 1\ (1 ; O.

Por tanto la densidad para G, + GZ + P no existe.

3.4.Z. G,+GZ+E.
Tomando

De (7) G, permanece fija si

0,

GZ permanece fija si

E permanece fija si

0, w'3 0, wZ3 O.

Llamando

y nZ = dE = w03w'3w23' entonces n = n, 1\ (1Z = d(G, +G2+E) es
una densidad, si 5610 si

Por (2.2), dO, = 0, luego n es una densidad si s6lo si

Pero
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Luego, la densidad d(G1+GZ+E) no existe.

3.5. FAMILIAS DE SUBESPACIOS DEPENDIENTES DE DOCE PA-
RAMETROS.

3.5.1. E1 + EZ + E3 + E4.

Tomando

De (7), E1 permanece fijo si

0, wZ3 0,

EZ permanece fijo si

W10 = 0, wZO 0,

E3 permanece fijo si

Wo 1 = 0, Wz 1 = 0, w31 0 ,

E4 permanece fijo si

WOZ = 0, w1Z = 0, w3Z = O.
Entonces

es la densidad de E1 + EZ + E3 + E4 si 5610 si dn = O.
Veamos, de (8)

dn = 0

El espac io dual P1 + Pz + P3 + P4 t amb ien tiene densidad inva-
riante respecto del grupo proyectivo (ver [4J).
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3.5.Z. E1+EZ+E3+P.
Tomando

De (7), E1 permanece fijo si

0,

EZ permanece fijo si

0,

E3 permanece fijo si

0,

P permanece fijo si

Luego

n = W03W13WZ3WOZW1ZW3ZW01WZ1W31 (wl0+wZO+w30) (wZZ-wll) (w33-w 11)

es 1a densidad de P + E1 + EZ + E3 si solo si dn = O.
Llamando

y

por (Z.l), dfl1 0, y si n = III 1\ liZ

Luego, dn = 0 si 5610 si III 1\ dllZ = O. Pero de (8) III dnZ
2fl h (wOO+w33) i 0, por tanto 1a densidad d(P+E1+EZ+E3) no

existe.
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3.5.3. P1+PZ+P3+E.
Tomando

Por (7), E permanece fijo si

W03 = 0, w13

P1 permanece fijo si

w30 = 0, w31

Pz permanece fijo si

wOl = 0, wOZ

0, wZ3 0,

0, w3Z 0,

P3 permanece fijo si

Luego, E + P1 + Pz + P3 permanece fijo si

w03 0, w13 0, wZ3 0, w30 = 0, w31 = 0

w3Z 0, wOl 0, wOZ 0, w33 - wOO = 0, wl0 0

w1Z 0, w33 - wll = O.

Llamando
III d(P3+E) = wl0wlZ(w33-wll)w03w13wZ3

y
IlZ w30w31wOlwOZ(w33-wOO)w3Z d(P1+PZ)

Il d(P1+PZ+P3+E) = IlZA Ill'

Puesto que por (Z.l) dill = 0, entonces Il
sidad si solo si

IlZA IIIes una den-

S8



De (8)
dOZ An1 = ~2(w33-w11) + (w33-wOO) + Z(wOO-wZZ)] AnZ An1

= Z(wOO-wZZ) An" o.
Luego, P1 + Pz + P3 + G no t iene dens idad invariante.

3.6. FAMILIA ~E SUBESPACIOS DEPENDIENTES DE TRECE PA-
RAMETROS.

3.6.1. P1+PZ+P3+G.
Tomando

De (7), P1 permanece fijo si

wOl = 0, wOZ = 0, w03 0,

Pz permanece fijo si

0, w13 0,

P3 permanece fijo si

wZ3 0,

G permanece fija si

wZO = 0, wZ1 O.

Llamando
n1 = dP1 = w01wOZw03

nZ = d(PZ+P3+G)= w10w1Zw13wZ3(w11-wOO)(wZZ-wOO)wZOwZ1w30w31
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Por (2.3) d0'2 0, luego 0, es una densidad si 5610 si

De (8)

y Pl + P2 + P3 + G no tiene densidad invariante.

3.6.2. E1+E2+E3+G.

Tomando

De (7), E1 permanece fijo si

W03 = 0, w13 = 0, wZ3 0,

EZ permanece fij0 s.i

woz = 0, wlZ
E3 permanece fijo si

wl0 = 0, wzo
G permanece fijo si

0, w32 0,

0, w30 0,

O.

Llamando
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por (Z. 5), dQZ = 0 Y Q = 0, II 0z = deE, +EZ+E3+G) es una den-
sidad si s610 si

De (8)
d", II "Z = IwOO - 3w33 + w" + wzzl fI 0, fI QZ = -4w33 fI" 1 o.

Luego, 1a densidad d(E,+EZ+E3+G) no existe.

3.6.3. P,+PZ+G+E.

Tomando

De (7), P, permanece fijo si

Pz permanece fijo si
0,

G permanece fija si
0, w3Z = 0,

E permanece fijo si
o.

Llamando
0z = d(P,+PZ+G) = wOZ(wo,+w3,) (w33-wOO)wZO(wZ'+w3') (w33-wZZ)

0, = deE) = w03w'3wZ3
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por (Z.3), dflZ '"0 y por tanto

es,una densidad si s610 si

0z "dOl '" o.

Comparando con e1 caso anterior

y por tanto 1a densidad invariante para Pl + Pz + G + E no exis-
teo

3.6.4. El+EZ+G+P.

L1amando

De (7), El permanese fijo si

EZ permanece fijo si

0,

G permanece fija si

0, w3Z '"0,

P permanece fijo si

0, wZO O.

L1amando
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por (Z.6), dl11 = 0, por tanto 11 = 111" I1Z
una densidad si s610 si

Veamos:

Luego, 1a densidad invariante para E1 + EZ + G + P no existe.

3.7. FAMILIAS DE SUBESPACIOS DEPENDIENTES DE CATORCE
PARAMETRO S.

3.7.1. P1+PZ+G1+GZ'
Tomando

Pz a.1 + a.Z

De (7), P1 permanece fijo si

Pz permanece fijo si

0, wZ3 0,

G1 permanece fijo si

Woz 0, w03 0, w1Z 0, w13 0,

GZ permanece fijo si

wzo = 0, wZ1 0, w30 0, w31 O.

L1amando
111= d(P1+PZ+G1) = w01~Z(w33-wOO)w10wZ3(w2Z-w11)wOZw03w1Zw13
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por (Z.3), dn1 0, por tanto n
una densidad, si s610 si

Veamos, de (8)

Con 10 cua1 1a densidad invariante para P1 + Pz + G1 + GZ ex i s-
te y esta dada por

3.7.2. P + E + G1 + GZ
L1amando

n1 d(P+E)

nZ d(G1+GZ)

de (Z.1), dn1 = 0; de (Z.Z), dnZ = 0;
por tanto n = n1 A nZ = d(P+E+G1+GZ) es una densidad invarian-
te ya que

dn = O.

As i , P+ E+ G1 + GZ es medib1e bajo e1 grupo proyectivo G1S'

§4. Conclusion. Como resu1tado del estudio anterior podemos
enunciar los siguientes teoremas.

TEOREMA 1. En el e¢pac~o p~oyect~vo P3 la¢ ¢~gu~ente¢
6am~l~a¢ de ¢ube¢pac~o¢ que no ¢e pe~tenecen no adm~ten una
med~da ~nva~~ante ~e¢pecto del g~upo p~oyect~vo G1S'
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E, + EZ P+E,+EZ+E3

E, + EZ + P P, +PZ+P3+E

P, + Pz + E P, + Pz + P7 + G
..J

E, + EZ + E3 E, + EZ + E3 + G

P + E + G P, +PZ+G+ E

G, + GZ + P E, + EZ + G + P

G, + GZ + E.

TEOREMA 2. En el e~pa~~o p~oye~t~vo P3 la~ ~~gu~ente~
6am~l~a~ de ~ube~pa~~o~, Que no ~e pe~tene~en, tienen den~~-
dad ~nva~~ante ~e~pe~to del g~upo p~oye~t~vo G,S.

§5. Familias de Subespac10s con alguna relacion de pertenen-
cia.

Los resultados de esta seccion se hasan en el siguiente
teorema de Luecioni (Teorema Z en [4]), al eual nos referire-
mas en adelante simplemente como "Luccioni":

TEOREMA (Luccioni). Sea H un elemento geom~t~~~o del e!
pac~o p~oyect~vo P3 tal que el ~ubg~upo que deja 6~jo a H de-
6~ne el ~~~tema n:

entonce~ H adm~te una med~da ~nva~~ante, ~~ y ~6lo ~~, ~~empte
que W~j e~tl en n tamb~~n Wj~ e~td.
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5.1. FAMILIAS DEPENDIENTES DE CINCO PARAMETROS.
5. 1. 1. E + P, con PEE.

Tornarnos
E /10/11/13

P /10

De (7), E perrnanece fijo si
O·,

P perrnanece fijo si

Luego P + E perrnanece fijo si:

y n = w03w13wZ3wOlwOZ. Por Luccioni, dfl:l 0, y E + P no adrnite
medida invariante.

5. 1.2. P + G con peG •

Tomamos G

P

Por (7) G permanece fijo si:
wZO = 0,

P permanece fijo si:
w30 = 0,

0, = 0

Luego G + P permanece fijo si:
wZO = 0, wZ1 = 0, w30 = 0, w31 = 0, w3Z = 0

y n = wZOwZ1w30w31w3Z. Por Luccioni, dO ,. 0 y P + G no es me-
dible.

5. 1.3. G + E con G c: E .
Tomamos

G

E
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G permanece fija si:

o

E permanece fija si:

Luego, G + E permanece fij0 si:

n = wOZw03wlZw13wZ3 es la densidad para G + E si Y s6lo si
dn = o. Pero

dn :I- 0 por (8),

tambiSn por Luccioni, E + G no admite una medida invariante.

5.2. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE SEIS PARAMETROS.
5.2.1. P+G+E, Pe=G y GeE

Tomamos para

ASl definidos estos subespacios se tiene segun (7):
P permanece fijo si

0,

G permanece fijo si

0, w13 0,

E permanece fijo si

Luego P + G + E permanece fij0 si:
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W01 = 0, wOZ = 0, w03 = 0, w1Z = 0, w13 = 0, wZ3 = °
si n = wO,wOZw03w'Zw'3wZ3' por Luccioni P+G+E no admite una
medida invariante.

5.3. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE SIETE PARAMETROS.
5 . 3 . 1. P1 + PZ + E con P1 e:: E, PZ e:: E.

Tomamos

De (7), P1 permanece fijo si

Pz permanece fijo si

° ,
E permanece fijo si

Luego P1 + Pz + E permanece fijo si:

Por Luccioni dn I 0, y P, +PZ +E no admite densidad invariante.

5.4. FAMILIAS DE SUBESPACIOS DE OCHO PARAMETROS.
5.4. , . P + G + E con P e:: G y G ¢ E

Tomamos
P: aO

G: aOa,

E: a,aZa3

De (7) , P permanece fijo si

wo, = ° , wOZ = ° , w03 0,
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G permanece fija si

0, wlZ 0,

E permanece fijo si

Wl0 = 0, wZO = 0, w30 O.

As f , P+G+E permanece fijo si:

WOl 0, wOZ 0, w03 0, wlZ 0, w13 0,

IUl0 0, wzo = 0, w30 = O.

rl wOlwOZw03wlZw13wl0wZOw30'
Por Luccioni P + E + G no tiene densidad invariante.

5 .4.Z. P + G + E con G c:: E, P ¢ E.
Tomamos

De (7), P permanece fijo si

wOl = 0, wOZ = 0, w03
G permanece fijo si

w10 = 0, w13 = 0, wzo
E permanece fijo si

0,

0, wZ3 0,

w10 = 0, wZO = 0, w30 = O.

Luego P + G + E con G c:: E permanece fijo si:

wOl 0, woz = 0, w03 0, wl0 0, w13 0,

wZO 0, wZ3 0, w30 O.
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Por tanto:

Por Luccioni P + G + E con GeE no tiene densidad invariante.

5.4.3. P+ E1 + EZ con P e::: E1, P ¢ EZ'
Tomamos

De (7), P permanece fijo si

Wo 1 = 0, wOZ 0, w03 0,

E1 permanece fijo si

0,

EZ permanece fijo si

W10 = 0, wZO = 0, w30 O.

Lue go , P + E1 + EZ permanece fijo si

W01 0, wOZ 0, w03 0, w13 0, wZ3 0,

w10 0, wZO 0, w30 0,
y

n = wOlwOZw03wl0wZOw30w13wZ3'

Por Luccioni P+E1 +Ez no tiene densidad invariante.

5.4.4. P1 + PZ + E con PZ e::: E, P1 ¢ E.

Tomando

P1 + ": + E permanece fijo si
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0, woz 0, w03 0, w,Z 0,

w13 = 0, wZO 0, w30 - O.

Por Luccioni P, + Pz + E no tiene densidad invariante.

5.4.5. G+E1+EZ' GeE1.
Tomamos

G : aOa1' E1 : aOa1 aZ' EZ: a1 aZa3 con GeE" G ¢ EZ·

G permanece fija si

woz = 0, w03 0, w1Z 0, w13 0,

E1 permanece fijo si

w03 0, w13 0, wZ3 0,

EZ permanece fijo si

w10 0, wZO = 0, w30 O.

Luego G + E1 + EZ permanece fijo si

0, w1Z 0, w13 0, wZ3 0,

0, wZO o
y

Pero por Luccioni G + E1 + EZ no tiene densidad invariante.

5.4.6. P1 + PZ + G con PZ e: G, P1 ¢ G.

Tomamos

P1 permanece fijo si

0,

Pz permanece fijo si
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Wl0 = 0, wlZ 0, w13 0,

E permanece fijo si

wl0 = 0, w13 = 0, wZO 0, wZ3 O.

P 1 + Pz + G permanece fijo si

wOl 0, wOZ 0, w03 0, wl0 0, wlZ 0,

w13 0, wZO 0, wZ3 O.
Luego:

n = wOlwOZw03wl0wlZw13wZOwZ3'

Por Luccioni P 1 + P Z + G no tiene densidad invariante.

5.5. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE NUEVE PARAMETROS.
5.5.1. G, + GZ + E con GZ c E.

Tomamos
Gl : £lOa, ; GZ : aZa3; E a,aZa3,

G, permanece fija si

woz 0, w03 0, wlZ 0, w13 0,

GZ permanece fija si

wzo = 0, wZl 0, w30 0, w3l 0,

E permanece fijo si

w,o 0, wZO = 0, w30 = O.

Por Luccioni Gl + GZ + E no tiene densidad invariante.

5.5 .Z. P + E + G con P e:: E.
Tomamos

P : al; E aOal aZ; G aOa3,

P permanece fijo si
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W10 = 0, w12
E permanece fijo si

w03 = 0, w13
G permanece fijo si

0, w13 ='0,

0, w23 0,

n = il101wOZw03w1Zw13w23w10w31w3Z es la densidad invariante
para P+ E+ G, si 5610 si, dn = O.
Por Luccioni P E G no tiene medida invariante.

5.5.3. P1 +PZ+G+ E, 'p e: G, G c: E.Z
Tomamos

P1 : 110; Pz : 111 ; G 11111Z; E 11111Z113·

P1 permanece fijo si
w01 = ° , wOZ

Pz permanece fijo si

w10 = 0, w1Z
G permanece fij a si

w10 = 0, w13

E permanece fijo si

0, w13 0,

0, wZO 0, wZ3 O.

w10 0, wZO = 0, w30 = 0 .

Por Luccioni n" 0, luegoladensidaddeP1+PZ+G+E no existe.

5 .5 .4. P1 + G1 + PZ + GZ con P1 e: G l' PZ e: G Z' G 1 n G Z " O.
Tomamos

P1 + G1 + Pz + GZ pe rmane ce fijo si:
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0, w02 0,

0, w 23 0, w 21 0, w 20 O.

Par Luecioni P1 + G1 + P2 + G2 no tiene medida invariante res-

peeto a G15•

5 .5 .5. P + G, + G2 can P e:: G l' G1 n G 2 0 .
Tomamos

P + G, + G2 permaneee fijo si:

0, w02 0, w03 0, w, 2 0,

w20 = 0, w21 O.

Por el mismo easo anterior P + G1 + G2 no admite medida invariante.

5.6. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE DIEZ PARAMETROS.
5.6.1. G1+E+P+G2, G, c: E, pe::G2, G1nG2 = O.

Tomamos

E

P

G, + G2 + E + P permaneee fijo si:

0, w03 0, w20 0,

w21 0, w23 O.

Luego:

Par Lueeioni dn = 0, luego la densidad para G1 + G2 + E + P

existe, y es
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n = wOZw03w13wlZwZOwZlw30w31w3ZwZ3'
5.6. Z . P1 + E1 +PZ+EZ con P1 e::: El, Pz e::: EZ'

Tomando
P1 : aO; E1 : aOa1aZ

Pz : a 3 ; EZ : alaZa3

P1 permanece fijo si

w01 = 0, woz

E1 permanece fijo si

w03 = 0, w13

Pz permanece fijo si

w30 = 0, w31

EZ permanece fijo si

wl0 = 0, wZO
Luego:

0, w03 0,

0, wZ3 0,

0, w3Z 0,

0, w30 O.

Por Luccioni P1 + E1 + Pz + EZ adm-ite una medida invariante, es
ta dada por el producto exterior

5.6.3. P1 + E+ Pz + G, P1 e: E, Pz e: G.
Tomamos

Pz a3 ; G: aZa3

P1 permanece fijo si

w01 = 0, w02 = 0, w03 = 0,

E permanece fijo si

75



0003 = 0, 0013

Pz permanece fijo si

0030 = 0, 0031

G permanece fija si

ooZO 0, ooZ1

0, ooZ3 0,

0, oo3Z 0,

o.
Luego:

Por Luccioni la densidad para P1 + E + Pz + G no existe.

5.6.4. G1 + E1 +GZ+ EZ con G1 c:E1, GZ c: EZ'
Tomamos

G1 aOa3; E1 aOa1a3

GZ a1aZ; EZ aOa1aZ'

G1 permanece fija si

0001 = 0, ooOZ 0, 0031 0, oo3Z 0,

GZ permanece fija si

0010 = 0, ooZO 0, 0013 0, ooZ3 0,

..-. -.. E1. !'ermanece fijo si

oooz = 0, oo1Z 0, oo3Z 0,

EZ permanece fijo si

0003 0, 0013 = 0, ooZ3 = O.

Po r Luccioni la densidad invariante para G1 + E1 + EZ + GZ con

.. G.1.c £1' GZ c: EZ no existe.

Tomamos
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P, (to; Pz : (tz

G, (to(t3; GZ : (x, (tZ

Para que P, permanezca fijo se debe tener que:

OlO, = 0, OlOZ = 0, Ol03 = o·

G, permanece fija si

OlOl = 0, OlOZ 0, Ol31 0, Ol3Z 0

Pz permanece fijo si

OlZO = 0, OlZ1 0, OlZ3 0

Gz permanece fijo si

Luego, P1 + G, + Pz + GZ permanece fijo si:

OlOl 0, OlOZ 0, Ol03 0, Ol31 :: 0, Ol3Z 0,

OlZO = 0, OlZ1 0, OlZ3 0 Ol10 0, Ol13 = o.,

Entonces

n = Ol01OlOZOl03Ol3,Ol3ZOlZOOlZ1OlZ3Oll0Ol13'

Por Loccioni la densidad para P1 + G1 + Pz + GZ no existe.

5.7. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE ONCE PARAMETROS.
5 . 7 . 1. P, + PZ + E + G con P 1 -= E, PZ E: E.

Tomamos

P1 + Pz + G permanece fijo si

0, Ol'2 0,

Ol13 = 0, OlZO :: 0, OlZ1 0,

E permanece fijo si

OlOZ = 0, OllZ 0,
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1uego

Por Luccioni Pl + P Z + E + G no admi te una medida invariante.

5 . 7 . Z. P 1 + G + E1 + P Z + EZ con P 1 &: G, G C El' P Z &: EZ •

Tomamos

P 1 + G + El + Pz + EZ permanece fijo si:

WOl = 0, wOZ 0, w03 = 0, wl0 0, wZO = 0, w30 0,

0, wZ3 0,

Por Luccioni 1a densidad para p,+ G + E, + Pz + EZ' no existe.

5.7.3. P, +G,+E,+GZ+EZ con P, E Gl, G,cE" GZCEZ'

L1amando

P,+G,+E,+GZ+EZ permanece fijo si:

0, wOZ = 0, w03 = 0, w'Z = 0, w'3 0, wZ3 0,

wzo 0, wZl 0, w'O = 0.

Por Luccioni no existe 1a densidad invariante Dara este con-

junto.

5.7.4. G, + El + EZ+ E3 con Gl C El•

Tomamos

G, permanece fija si
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E1 permanece fijo si

w03 = 0, w13
EZ permanece fijo si

wl0 = 0, wzo

E3 permanece fijo si

0, wZ3 0,

WOl = 0, wZl = 0, w31 = O.

Por Luccioni la densidad invariante para G1 + E1 + GZ + E3
no existe.

5.8. FAHlllAS QUE DEPENDEN DE DOCE PARAME ROS.
5.8.1. G1 + E1 + GZ + Peon G1 c: E1·

Tomamos
II II • E . II II II01' 1· 01Z

G1 permanece fijo si

WOZ = 0, w03 0,

GZ permanece fijo si

0, wZl 0,

E1 permanece fijo si

0,

P permanece fijo si
O.

Llamando
o WOZW03W1ZW13WZOW30WZ1W31WZ3Wl0W3Z(W33-Wll)

01 d(G1+GZ) = wOZw03wlZw13wZOw30wZlw31
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se tiene n = n1 A nZ con dn1
5610 si n1 "dnZ = O.

Pero

o (ver (Z.Z)), luego dn o si

y por tanto la densidad para G1 + E1 + GZ + P no existe.

5.8.Z. P1 + E1 + Pz + G con P1 &: E1•
Tomamos

P1 permanece fijo si

WOl 0, wOZ 0, w03 0,

E1 permanece fij0 si

w03 = 0, w13 0, wZ3 0,

Pz permanece fijo si

wl0 + w30 0, wlZ + w3Z 0, w33 - wll 0,

G permanece fija si

wzo = 0, w30 = 0, wZ1 = 0, w31 = o.,

es la densidad de P1 + E1 + Pz + G, si 5610 si dn = O.

Llamando
n1 = d(P1+PZ+G) = W01WOZW03(W1Z+W3Z)(w33-wll)wl0wZOw30wZlw31

o (la densidad n1 existe, ver (Z.3)).

w13wZ3' n = Ill" nZ y dn = 0, si 5610 si, n1 "dIlZ= O.

Luego, la densidad para 5.8.Z no existe.
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5.8.3. P,+E,+G,+GZ con P, to: E" G, nGZ'; O.
Tomamos

P, permanece fijo si

E permanece fijo si

WO, = 0, WZ, 0, W3, 0,

G1 permanece fija si

woz = 0, w03 = 0, w'Z 0, w13 = 0,

GZ permanece fija si

w'o 0, wZO = 0, w'3 0, wZ3 O.

P, + E + G, + GZ permanece fijo si:

w30 0, w3' 0, w3Z 0, WO, 0, WZ, 0, wZ3 0,

wOZ = 0, w03 0, w'Z 0, w'3 0, w'o 0, wZO o.

n w30w3,w3ZwO,wZ,wZ3wOZw03w'Zw'3w,OwZO'

Por Luccioni.ladensidad para la famil ia P, + E, + G, + GZ con P,
to: E, G, n GZ ,; 0 existe, es

5.8.4. P, + G, + GZ + G3 con P, 4E G" GZ n G3 ,;O.
Tomando
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Pl + G1 permanece fijo si

0, 0033 - 0022 0,

0,

G2 + G3 permanece fij 0 5 i

Luego P1 + G1 + G2 + G3 permanece fijo si:

0020 = 0,0023 = 0, 0033 - 0022 = 0, 0011 - wOO = 0, 0003 = 0,0010 0,

0012 = 0, 0032 = 0, 0001 = 0, 0031 = 0, 0002 = 0, 0030 = 0,

Llamando

~ = 00200023(0033-0022)(0011-0000)00030010003000120032000100310002'

por (8), d~l = 0, y si

entonces ~ ~1 "°2 Y d~ = 0, si 5610 si, °1 "d~2 0, Vea-

mos:

luego ~1 "d02 0, Por tanto la densidad invariante para P1
+ G1 + G2 + G3 existe, e s t a dada po r

5 , 8 , 5, P1 + G1 + £ 1 + P2 + G2 + £2 con P1 e: G1 e: £1' P2 e: G2 e: £2'

Tomamos
P1 aO; G1 : aOa1 ; £1

P2 a3; G2 : a2a3; £2

P1+G1+£1 permanece fijo si

0001 = 0, 0002 = 0, 0003 .0, 0012 O. 0013 0, 0023 = 0,
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Pz + Gz + EZ permanece fijo si

0, w31 = 0, w3Z = 0, wZO = 0, w10 = 0, wZ1 O·,

Por Luccioni la densidad invariante para P1 + G1 + E1 + Pz + GZ +

EZ existe, es

5.'. FAHlllAS QUE DEPENDEN DE TRECE PARAMETROS.
5.9.1. P+E1+G+EZ+E3 con Pe:E" Ge: EZ' P¢G.

Tomamos

E3 permanece fijo si

wOl = 0, wZ1 0,

G+ EZ permanece fijo si

w10 = 0, w30 = 0, wlZ
P + E1 permanece fij 0 si

0, wZO 0,

wll -wOO = 0, wOZ + WZZ - wOO 0, w03 = 0, w13 = 0, wZ3 = O.
Luego:

g = w01wZ1w31wl0w30w1Zw3ZwZOw(wl1-wOO) (wOZ+wZZ-wOO)w03w13wZ 3

es la densidad de 5.9.1, si s6lo si, dO = O. Reordenando,

podemos escribir

El primer sumando tiene diferencial igual a cero por Luccioni,

luego dO = 0, si s6lo si
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Pero

Luego, la diferencial del segundo sumando de Q es cero, asi
dQ = 0, y esto asegura que la densidad invariante para

Pl + E1 + G+ E2 + E3 existe, y es Q.

5.9.2. G1 + G2 + P + E con G1 n G2 # 0, P ¢ E.

Tomamos

G1 + G2 permanece fijo s i

P permanece fijo si

0, wOO 0,

E permanece fijo si

w10 = 0, w20 = 0, w30 = O.

sera la densidad para 5.9.2, si 5610 si, dQ = O. Llamando
Q1 = wOlw02w03wl0w20w30w21w12w13w31w23w32 por (8) se tiene
dQ1 = O. Luego dQ = 0, s i 5610 s i , Q1 "dn2 = 0 con n2 =
(w33 -wOO) y pue sto que por (8) Q1 " dn2 = 0, la densidad pa-
ra G1 + G2 + P1 + E ex i st e , es:

5.9.3. G1 + G2 + G3 + E, G3 c: E.

Tomando
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G, : 4043; G2 : 40 + 4, , 42 + 43

G3 : 4,42; f : 40a,42

G, permanece fijo si

000' 0, 0002 0, 003' 0, 0032 0,

G2 permanece fija si

OOz,- 0030 = 0, ~3 - OOzZ = 0, 00" - 0000 = 0, 0003- oo'z = 0,

G3 + E permanece fijo si

0003 = 0, 00'3 = 0, OOZ3 = 0, 00'0 = 0, OOZO= 0;

sera la densidad de 5.9.3, si solo si, do = o. Veamos: lla-
mando

= d(G,+GZ+G3) con G.(.nGj = 0, c., = ',Z,3 dO, = O. Por
tanto dO = 0, si solo si,

Pero

Luego, la densidad para 5.S.3 no existe.

5.9.4. G, + f, + GZ + fZ + 'P, G, c= f" GZ c= fZ"

Tomando
G, 4043 ; f, 404,43; P : 42 + 43

G2 4,4Z; fZ 404,4Z

G, + E, permanece fijo si
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G2 + E2 permanece fij 0 si

0013 z 0, 0023 = 0, 0010 = 0, 0020 z 0, 0003 0,

P permanece fijo si

0030 = 0, 0021 = 0, 0033 - 0022 = 0;-

ser~ la densidad para 5.9.4, si y s610 si,

dO = o.
Llamando

de (8) Y [4], dOl = 0, y tambien

01 I\d(w33-w'22) = O.

Luego dO = 0 y la densidad para 5.9.4 existe:

5.10. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE CATORCE PARAMETROS.
5.10. 1. G1 + E1 + G2 + E2 + G3, G1 c: E1, G2 c: E2•

G1 : aOa3; E1 : aOa2a3

G1 + E1 permanece fijo si

W~l = 0, 0002 = 0, 0031 = 0, ~32 = 0, w21 = 0,

G2 + E2 permanece fijo si

G3 permanece fijo si
l.IlZl - 0030 z 0, 1&)33- ooZ2 :.: 0, 0011 - wOO • 0, 0003 - 0012 = 0;



n = W01W02w31~2wZ1w10w20w13W03w30w12wZ3(w33-w2Z)(w11-WOO)'
Llamando

por (8) Y [4], dn1 = 0
- wOO)] = O. Pero esto

dad para 5.10.1 existe

y dn = 0 si solo si n1 ftd[(w33-wZZ)(w11
se cumple. Luego, dn = 0 y la densi-

5.10.2. P1+G1+P2+GZ+G3' P1 &:G1, P2&:GZ'
Tomamos

P1 + G1 permanece fijo si

w30 = 0, w02 = 0, w01
Pz + G2 permanece fijo si

w10 = 0, w12 = 0, w13

G3 permanec;.:efijo si

0,

0, wZO 0,

sera la densidad de 5.10.2, si s610 si, dn = O. Llamando

y comparando en 5.8.5 tenemos que dn1 = O. Luego dn = 0, si
s6lo si, n1 ft d[(w~3-w2Z)(w11-WOO)] = 0, pero esto se tiene al
aparecer en la diferencial de wii siempre uno de los termi-
nos n1. Luego dn = 0 y la densidad de 5.10.2 existe. es:
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5.'0.3. G, + f, + Pz + GZ + fZ +P, con G, c f" PZE: GZ c fZ
Tomando

G, aOa,; E, aOa,aZ; Pz a3

GZ aZa3; EZ a,aZa3; P, aO + aZ + a3
se tiene:
G, + E, permanece fijo si

woz = 0, w'Z = 0, w03 = 0, w'3 0, wZ3 0,

PZ+GZ+EZ permanece fijo si

w30 = 0, w3, = 0, w3Z = 0, wZO 0, wZ, 0, w,O 0,

P, permanece fij0 si

serA 1a densidad de 5.'0.3, si s610 si, dn =0. L1amando

se tiene e1 mismo caso que en 5.8.5, 1uego dn = 0, y esta
densidad existe, esta dada por:

§6. Conclusi6n. Como resumen de 10 anterior podemos enunciar
los teoremas siguientes,

TEOREMA 3. En et e~pac~o p~oyectivo P3 ta~ ~iguiente~
6amitia~ de ~ube~pacio~ con atguna ~etaci6n de pe~tenencia
no tienen medida inva~iante ~e6pecto det g~upo p~oyectivo:



P + E COlt P e: E

P .. G COn. P e: G

G + E COn. G c: E

P + G + E CO n. P e: G c: E

P1 + PZ + E co n. P1 e: E, Pz e: E

P+G+E can. pe: G, G¢ E

P+G+E can. G c: E, P ¢ E

P+E1+EZ
can. P e: E

1

P1+PZ+E can. PZ e: E

G+E1+EZ
can. G c: E

1

P1 + G1 + PZ + GZ can. P1
e: G1, PZ e: GZ

P1 + Pz + E can. Pl e: E

G1 + GZ + E co n. G1
c: E

P + E + G can. P e: E

P1+PZ+G+E can. Pz e: G c: E

P1 + G1 + P2 + GZ can. P1 e: G1, PZ e: GZ

P + G1 + GZ can. P e: G1

P
1

+ E + P
z

+ G can. P1 e: E, Pz e: G

G
1

+ E
1

+ G
Z

+ EZ can. G1 c: E1, GZ c: EZ

P
1

+ P
z

+ E + G1 can. P1 e: E, P2 e: E

P
1
+G+E

1
+PZ+EZ can. P1 e:Gc:E, PZe:EZ

P1 + G1 + E1 + GZ + EZ co n. P1 e: G1 c: E l' GZ c: EZ

G
1

+ E1+ EZ + E3 can. G1 c: E1

G
1
+E.

1
+GZ+P can. G1 c: E1
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P1 + E 1 + P2 + G c o n P 1 e:: E 1

TEOREMA 4. En ei e~pae.io p~oyee.tivo P3 ia~ ~i9uiente~
6amiiia~ de ~ube~pae.io~ e.on punto~ e.omune~ tienen den~idad
inva~iante ~e~pee.to dei 9~uPO p~oyeetivo:

G1 + E + P + G2 eon G1 c E, P e: G2

Para subespacios eon puntos comunes no se han encon-
trado condiciones que determinen su medibilidad 0 no respec-
to del grupo proyectivo. El estudio de algunos casos aisla-
dos, hace pensar que no existen estas condiciones generales.
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