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DETERMINACION DE LA MEDIBILIDAD DE ALGUNAS FAMILIAS
DE SUBESPACIOS DEL ESPACIO PROYECTIVO P,
RESPECTO DEL GRUPO PROYECTIVO

por

A.B. GUERRERO G.

§1. Introduccion. La Geometria Integral en el espacio proyec-
tivo P, ha sido estudiada por L.A. Santald en [6] y [8], por
M. Stoka en [9] y [10] y por I. Maniscalco y A. Potolano en
[5]. E11os han determinado 1a medibilidad de algunas familias de
subespacios del espacio proyectivo P3. En este trabajo se es-
tudia la medibilidad de otras familias del espacio proyecti-

Vo Ps, no contempladas en los articulos mencionados.

L.A. Santald en [6] demuestra dos teoremas importantes
sobre la medibilidad de subespacios respecto del grupo pro-

yectivo, ellos son:

TEOREMA 1. Los subespacios Lineales no tienen densidad
invarniante nespecto delf grupo proyectdivo.

TEOREMA 2. Dado un conjunto de m subespacios Lineales
44in puntos comunes, Sp,,Sh,«--Shpy» de dimensiones h1, hZ'“"
h, nespectivamente, con hy+hy+hg+...+h +m < n+l1 , en el es-
pacio proyectivo Pn' una condicibn necesaria y sugicdiente
para que La familia Sp,+Sh,*...+Sh, fenga una densidad inva-

niante nespecto def grupo proyectivo es que
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h1+h2+.“+hm+n|=rw1.

Por el Teorema 1 los siguientes subespacios del espa-
cio proyectivo P; no son medibles.
1.1) Conjunto de Puntos (P)
1.2) Conjunto de Planos (E)
1.3) Conjunto de Rectas (G).
Por el Teorema 2 no son medibles los siguientes subespacios
del espacio proyectivo Pz
1.4) Punto + Recta (P+G),P & G
1.5) Punto + Punto (P1+P2)
1.6) Punto + Punto + Punto (P1+P2+P3).
Mientras que por el Teorema 2 son medibfes los siguientes
subespacios sin puntos comunes de P3
2.1) Plano + Punto (E+P)
2.2) Recta + Recta (G1+GZ)
2.3) Punto + Punto + Recta (P1+P2+G)
2.4) Punto + Punto + Punto + Punto (P1+P2+P3+P4).

Mariscalco y Potolano prueban en [5] que los siguien-
tes subespacios que no se pertenecen de P3 son medibles
2.5) Plano + Plano + Recta (E1+E2+G)

2.6) Plano + Plano + Recta + Recta (E1+E2+G1+Gz)
2.7) Recta + Recta + Recta (G1+GZ+63).

M. Stoka prueba en [10] que las siguientes familias en
P3 no admiten medida invariante
1.7 Pares de rectas concurrentes (G1+GZ) con G1ﬂ G2 # 0.
1.8 Triplas de rectas concurrentes (GI+GZ*G3) con(a nGzﬂG3 # 0.

1.9 Recta mids plano (G+E).
Aqui se estudiarid la medibilidad de algunos subespa-

cios con y sin puntos comunes respecto del grupo proyectivo,
clasificados segfin el nlimero de pardmetros del cual dependen.
A continuacidén resumimos la teoria necesaria para nuestro

propdsito.

§2. Preliminares. Sea Pz el espacio proyectivo 3-dimensional
de coordenadas homogéneas X; o El grupo proyectdivo G1S esta
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dado por las ecuaciones:

3
(x)" = '):Oaﬁxi con'k = 0,1,2,3 (5)
A=

con la condicidn
Ry _
Iail =] 05 (6)

El determinante |aE[ lo podemos expresar en la formalawﬁazaﬂ

donde cada a 4 =0,1,2,3 es un punto analitico de coordenadas

f
ag,al,ai,ai.LEsto significa que cada transformacidén proyecti-
va de G15 estid determinada por 4 puntos analiticos ap,aq,a,,
a; que cumplen |aja,ajaz| = 1.
Las componentes relativas del grupo proyectivo G15 es-
tdn dadas por las ecuaciones

3
da, = kZONLkak con { = 0,1,2,3 (7)

(ver Cartan [1]), con la condicién ‘i w;; = 0 obtenida al di-
ferenciar el determinante (6). gl

Las ecuaciones de estructura del grupo Gyg se obtienen
derivando exteriormente las ecuaciones (7). Resulta:

dej 3 kz: w»(',kl\wkj i,§ = 0,1,2,3. (8)

Si H es un subespacio del espacio proyectivo P5, el

cual determina el sistema:

=0, 056 s adiy (9

0L,y = 0 0iy, ™ Oeeeeainin = 00 Lpodp =
L.A. Santalé prueba en [6] que @ = Wi j N Nugyj, s 1a
densidad de H respecto del grupo proyectivo, si sélo si,
dQ = 0.

Si H tiene densidad invariante decimos que H es med4i-
bLe, su medida estid dada por J dqQ.

Utilizamos para la determinacidn de las familias a es-

tudiar los puntos analiticos ag,aq,ay,0ag antes mencionados.
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§3. Familias de Subespacios que no se pertenecen.

3.1. FAMILIAS DEPENDIENTES DE SEIS PARAMETROS.

3.1.1. Plano mids plano E1+ E,.
Tomamos el plano E1 generado por los puntos ag,aq,a,, Y el
plano EZ generado por los puntos ap,ay,asz. Por (7) para que
E; permanezca fijo se debe tener que w;z = 0, wyg = 0, wyz = 0.

Por (7) para que E, permanezca fijo se debe tener que wyq = 0,
Wy = 0, wgq = 0. Luego 2 = wpzwyzw,yzWgqyqWsy (*) es la den-
sidad de Eq+ Ey, si sb6lo si d@ = 0.
Por (8)

d@ = Z(wpg-wzz-wyqteyy) AR

Puesto que wgg+ wqq *wyy * w3z = 0 resulta

de donde d2 # 0, y por lo tanto la densidad invariante para
el subespacio E1+ EZ no existe respecto del grupo proyectivo.
Es decir, el subespacio E1+ E, no tiene medida invariante

respecto de ese grupo.

3.2. FAMIL!AS DE SUBESPACIOS DEPENDIENTES DE NUEVE PA-

RAMETROS.
3.2.1. E1+ E2+ P.
(**)
Tomando
E1 4 a0a1a2
EZ: apgarasz
P: a1+ az

E, permanece fijo si (ver (7))

(*) Aqui hemos suprimido el simbolo del producto exterior (A) para faci-
litar la escritura, entendiendo que se trata de productos de 1-formas.
Se continuard en este capitulo con esta notacidn.

(**) En lo que sigue esta notacidn significa espacio 51 generado por los
puntos analiticos ao,a ,a2; espacio 52 generado por los puntos ao,a2,a3;
punto P generado por e1 punto a1+-a3 .
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woz = 0, wy3 = 0, w3 =0,
E2 permanece fijo si (por (7))
wgy = Ostezq = 05%05y = 0,
P permanece fijo si (por (7))
wyg*w3p = 0s wyp*wgy = 0, wzz-wgq = 0.

Llamamos Q, = d61 = wozwqzyz Y QZ la densidad para P+ E,,
Ry = d(Eg*P) = woquzquzq (wig*uzg) (wyruzy) (wyzmwqq)

Por ser el espacio P+ E,) medible (ver (2.1)) se tiene:

de, = 0.
Si Q = 2,00, = d(E1+EZ+P) entonces
dQ@ = 0, si sb6lo si, dQ1A 92- QA dQZ =0,
esto es

de = 0, si sdlo si, dS‘t1 I\Q2 = 0.
Veamos, de (8)
dQ

d(wpz Awyz Awyz) A O,

(wgg3wzztuwyq*uwyy) ARy AR,

-4(4\)3:,:‘1\91 I\QZ = -4m33I\ﬂ .

Luego d? # 0 y por tanto el subespacio E1+ E2+ P no tiene
medida invariante respecto del grupo proyectivo.

822 Py® Vst Bs

1 2
Tomando
g s apaqa,
P1: asz
PZ: a,+as

“Por (7), E permanece fijo si
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woz = 0, w3 = 0, wy3 = 0,

P1 permanece fijo si
wzo = 0s w3zq = 05 w3y =

Pz permanece fijo si
wip = 0 wpq =0, wgz-wy, =

Llamando
9 = d(Py*E) = wyguy (w3z-uzz)wpzuyzuys

9 = dPy = wzguzquwz;
entonces si
Q

d(P1+P2+E) = QZAQ‘] 3

0, si sb6lo si

dQ

Por (2.1), d91 = 0. Luego, la densidad d(P1+P2+E) existe si
s6lo si,
dQZA 91 = 0.
Pero de (8)
dity A Q) = d(wgguzqwgy) A [(wyguyqupz0y3wp5(wg5-ws)))]

= - (wgptwyJuggugqwg, A2y # 0.

Luego d(P1+P2+E) no existe, y el subespacio Py*Pp+ Eno es
medible.

3.2.3. E1 tEytEg

Tomando
Eq: agaqaz
Ey : apazaz
Ez : apaqa,

De (7) el subespacio E, + E, + E; permanece fijo si
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woy = 0, wyy; = 0, w3y =0, wyy =0, wyy =0, wgy =0,
woz = 0, wy3 = 0, wyz = 0.
Llamando Q = Wy W1 W3 W Wy W31 W)W W 3> la densidad inva-
riante para E,*+Ey+ Eq existe si s6lo si d@ = 0.
Pero de (8)
dQ = (3(1)00‘0)11'0)22'(033) A Q - 4(1)00 A Q # 0-

Luego, el subespacio E,+E,*+ Eg no es medible respecto del
grupo proyectivo.

3.3. FAMILIAS DEPENDIENTES DE DIEZ PARAMETROS.
3.3.1. P+ E+G.

Tomando
E: apaqa,
G: aaz
P:a0+(13

De (7), E permanece fijo si

woz = 0, w3 = 0, w3 =0,
G permanece fijo si
wgg = 0y wpy = 05 wgg = 0, wzy = 0,
P permanece fijo si
wgy = 0s wop * w3y = 05 w3z~ wgg = 0

Llamando QZ = dG = w20m21w30w31 b 4
2y = d(P+E) = wgq (wgptusy) (ug3-wgp)wg3wy3wzs

por (2.1), dQ1 = 0 y puesto que
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Q= @, AQ, = d(P+E+G)

la densidad d(P+E+G) existe si s6lo si Q4 Adnz = 0.

Pero
Q Ad, = QA [-20; qupqwz w3 qW3q* 202202042 193093 1]

= -29, A(m11-w22) AQ, # 0.
Luego la densidad d(P+E+G) no existe.

3.4. FAMILIAS DEPENDIENTES DE ONCE PARAMETROS.
3.4.1. G1 + G2 + P.

Tomando
G1: apaz
GZ: aa,
P: aj;+ag

De (7), G1 permanece fija si
wgy = 0, wgy = 0, wgq =0, w3y =

G, permanece fija si

"

wip = 0, wyz = 0, wyg = 0, w3 =0,

P permanece fijo si
wzg = 0, wypy = 0, wzz-wyq =
Llamando
Q) = d(6G1+6;) = wgyqwppw3zqW3W1gWy3920%923>

por (2.2), dQ1 =0 (G1+ G2 admite una medida invariante)
llamando, Q, = dP = w30m12(w33-w11) resulta

Q= Q.8 0, = d(61+6,+P),

luego la densidad d(GI+G2+P) existe, si sblo si,

i AdQZ = 0.
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Pero
91 A dﬂz

@ A [20 40355 - (wgg+wy;) (w3-wyq) Jugguq;

91 A (20)11(.033) + ((D00+U)22) AQ # 0.
Por tanto la densidad para G4+ G, + P no existe.

3.4.2. G1+ Gz+ E.
Tomando

De (7) G1 permanece fija si
woq = 0, wgy = 0, w3y =0, w3y =0,

G2 permanece fija si

wigtwgg = 0, wyzmwyg @y = 0, wyp*uwgg = 0, wyz-wyy-wyy =0,
E permanece fija si

woz = 0, wyz = 0, w3 = 0.
Llamando

Q, = d(G1+GZ)

1
= Wy Wo2w31w32 (W1 0*wzg) (W337wy1-wyy) (Wygtuzg) (w351 7wp;)

y 2, = dE = wo3wq3wy3, entonces Q=Qq.MQ, = d(G1+Gz+E) es
una densidad, si sd6lo si

dQ = dQ1A Q, - 91 Asz = 0.

2

Por (2.2), dQ1 = 0, luego 2 es una densidad si sdlo si

Pero

Qy AdR,y = 2 A (-3wgg+wg+ey+0y))Wo 30 30)3

= 2911\(»33/\92 = stsl\ﬂ # 0.
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Luego, la densidad d(G1+G2+E) no existe.

3.5. FAMILIAS DE SUBESPACIOS DEPENDIENTES DE DOCE PA-

RAMETROS.
3.5.1. E1 + EZ + E3 + E4.

Tomando
Eq: ayaqa,
EZ: a,a,as
E3: apa,as
E4: apa, az

De (7), E1 permanece fijo si

woz = 0, w3 = 0, w5 =0,
EZ permanece fijo si

w1g = 05 wyg = 0, wgg = 0,
E; permanece fijo si

wgy = 0, wyq =0, w3y =0,
E, permanece fijo si

wpy = 0, wyy = 0, wg, = 0.
Entonces
= wyzWyzWy3zWy gy Wy W3 00201203

es la densidad de E1+ E2+ E3+ E4 si sbdlo si dQ = 0.

Veamos, de (8)
dg = 0

luego la densidad d(E1+E2+E3+E4) existe, estd dada por
= 9530y3925910%20 5001 *24®31%02%12%32 "

El espacio dual P1+ Py+ Pyt P, también tiene densidad inva-
riante respecto del grupo proyectivo (ver [4]).
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3.5.2. E1+ EZ+ E3+ P.

Tomando
Ey:agaqa,
EZ: agaqaz
g aga by

De (7), E, permanece fijo si

woz = 0, wy3 =0, w5 =0,
EZ permanece fijo si

woz = 0, Wy =0, wgy =0,
53 permanece fijo si

WYy =y = Ay gy = T

P permanece fijo si

wyg*wppt gy = 0, wyy-wyq = 0, wzz-wyy = 0.
Luego
Q= wyzly g0, 30071 W30 1W1w3 1 (W1 gt Fgg) (Wyp-wyq) (w3z-wyq)

es la densidad de P+ E1+ E2+ E3 si sdlo si dQ = 0.

Llamando
Q) = d(P+Eq) = wyzwqzwyz(wygtwygresg) (wyp-wyq) (wzz-wyy)
; = WoowqpW3WWy W3

por (2.1), dQ1 =0, ysiQ=28AQ

Luego, dQ = 0 si s6lo si Q Ad@, = 0. Pero de (8) @, d@,
2Q A (w00+w33) # 0, por tanto la densidad d(P+E1+EZ+ES) no

existe.
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3.5.3. P1 + P+ PS + E.

Tomando
E:ajgaqa,
PI: as
P2 ap+ az
P3 a;*asz

Por (7), E permanece fijo si
woz = 0, wyz = 0, wy3 =0,

P, permanece fijo si

- R

P, permanece fijo si

[}
o
-

wgr = 0, wpy = 0, w3z~ wyg
P; permanece fijo si
wig = 0 wyp = 0, w3z -wyq =

Luego, E+ P, +P,+ P; permanece fijo si

wgz = 0, wyg = 0, wyz = 0, wgg =0, wgy =0
wgy = 0, wgy = 0, wg, = 0, wzz-wgg = 0, wyg =0
wyp = 0, wgz-wyq = 0.
Llamando
Q, = d(P3+E) = wyguqy(w3z-wyq)wgzwyzwys
y
R, = wgquzq0gqWgp (W33 wgglwgy = d(Py*Py)

Q= d(P1+P2+P3+E) = Q, AQ,.

Puesto que por (2.1) d@2, = 0, entonces Q=Q,A0 es una den-

sidad si sdlo si
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dQZI\Q1 = 0.

De (8)

d, Ay = [2(wgg-wqq) + (w33-wg0) + 2(wgg-wy,)] AR, ARy

Luego, P1+ P, +Pz+G no tiene densidad invariante.

3.6. FAMILIA DE SUBESPACIOS DEPENDIENTES DE TRECE PA-
RAMETROS.
3.6.1. Py+Py+Ps+G.

Tomando
P1: a
PZ: a
4

3:4ptapta
G: ajaz
De (7), P1 permanece fijo si

wgp = 05 wpy = 0, wg3 =

P2 permanece fijo si
wyg = 05 wyp = 05 w3 =0,
Pz permanece fijo si
w3z = 0, (wyq-wgg) = 0, (wpp-wgg) = 0,
G permanece fija si
=0 =0

=0, = 0.

w20 w21 » W3p » W3y
Llamando
Q = dPy = wgqW2@03

Q, = d(Py+P3+G) = )y wq3wp3(w11-wpg) (Wyp-wpp)WagW21W30¥31
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Q = 91 AR, = d(P1+P2+P3+G).
Por (2.3) dQZ = 0, luego 9 es una densidad si s6lo si
d91 I\Q2 = 0.

De (8)
day Ay = |- (wgq-wgg) = (wppmwgg) - (w33-ugg) |

wp1®o2%03 A 9
= (w33-w00) AQ #0
y Py +P,+Ps+G no tiene densidad invariante.

3.6.2. Eq ¢ EZ+ E3+ G.

Tomando
E1: apaqa,
EZ: a0a1a3
E3: aja,as

G:a0+a3, a,+as.

De (7), E1 permanece fijo si

|
o

woz = 0, wyz = 0, wy5 =
E, permanece fijo si
woy = 0, wyy = 0, wzp =0,

E3 permanece fijo si

=0

Wig-T ¥ ¥ag *.Y39."

G permanece fijo si
woq *wzq = 0, wzz-wy, = 0, wyy+wgy =0, wgz-wyy =
Llamando

Q) = dEy = wya0y50yg
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D
I

, = d(E,+E5+6)

= Wy 2030 0W5030 (W1 *wsq) (Wg3-wpp) (W usy) (Wg3-wgp)
por (2.5), dQZ =0 y Q@=2Q,AQ, = d(E,+E2+E3+G) es una den-
sidad si sdélo si
dQ1 AQZ = 0.
De (8)
dy ARy = Jwgg - Swgz*wyq ¥ wyy| ARy ARy = -4wgz AQ # 0.
Luego, la densidad d(E1+E2+E3+G) no existe.

3.6.3. P1+ P2+ G+E.

Tomando
P

y * &g * &3
Pyia,+ag
G: aaz
E:ajaqa,
pe (7), P1 permanece fijo si

wyy = 0, (wgq*wgq) =0, (wzz-wgg) = 0,

P, permanece fijo si

wyg = 05 (wpyregy) = 0, (wz3-wz) =

-

G permanece fija si
wyg = 0, wyp =0, wgg =0, wgy =0,

E permanece fijo si

wyz = 0, wyg = 0, wyg = 0.

Llamando
Q, = d(P+Py+C) = wgp (W1 *usq) (w33wogugg (w1 *uzg) (W337w)
@, = d(E) = wgzwy3033
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por (2.3), d2, = 0 y por tanto
Q= QzAQ.‘ = d(P1+P2+G+E)
es, una densidad si sélo si
92 A d91 = 0.
Comparando con el caso anterior
92 I\dﬂ1 # 0

y por tanto la densidad invariante para P1+ P,+ G+ E no exis-
te.

3.6.4. E1+ EZ*-G+ P.
Llamando
E1: apsaqa,
EZ: agaraz
G: a,az

P:a1+a2+a3
De (7), E, permanese fijo si
wo3 = 0, wyy =0, wpy =0,
E, permanece fijo si

wop = 0, wyq =0, wgy =0,

w0 = 0, Wy =0, wzg = 0, wgy = 0,
P permanece fijo si
(wyp-wyq) =0, (wg3-wyq) = 0, wy4 = 0.
Llamando
Uy = d(Eq+Ep*6) = w3 30)301W) 0510000y 05005,
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R = d(P) = (wyy-wqy) (wgz-wyqlugg »
por (2.6), d@; = 0, por tanto @ = QA Q, = d(E1+E2+G+P) es
una densidad si sblo si
Q1I\d92 = 0.
Veamos:
QN dy = g A | (wgpmwyp) (wg3-wyp) (g wgedugg =~ QA (wyzugg) 7 0-
Luego, la densidad invariante para E;+ E,+ G+ P no existe.

3.7. FAMILIAS DE SUBESPACIOS DEPENDIENTES DE CATORCE
PARAMETROS.

3741 P1 + P2 + G1 + GZ’

Tomando
P1: ag*az
Pyiagta;
Gy apay
GZ: ajaz

De (7), P1 permanece fijo si
woy = 0» w3z = 0, (wzz-ugg) = 0
P, permanece fijo si
wig = 05 wpz = 05 (wgzmugy) = 0,
G1 permanece fijo si
=0

=0’

wp2 ) » Wy3 T

G2 permanece fijo si
wyg = 05 wyq = 05 wgg = 0, w3y = 0.
Llamando
Q) = d(Py+P,*6;) = wpquzy (w33-6np)wy @23 (027911) 02403412913
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2, = d6; = wypupqu3q3y
por (2.3), d91 = 0, por tanto Q = Q AQy = d(P1+P2+G1+GZ) es

una densidad, si sélo si
91 I\dﬂz = 0.

Veamos, de (8)

Con lo cual la densidad invariante para P1+ Py + Gy + G,y exis-

te y estid dada por

Q= a0
Q= wyqwsy (wgz-wygwyguys (wy w1 )wpwp 3wy 2w 3w 1W3W3

3.7.2. P+E+ G1+ G,

Llamando

Qy = d(P+E)

2, = d(6,+6,)

de (2.1), dQ1 = 0; de (2.2), dQZ = 0;
por tanto Q = 91 AQ, = d(P+E+G1+GZ) es una densidad invarian-
te ya que

dQ = 0.

Asi, P+ E+ Gy *+G, es medible bajo el grupo proyectivo Gqig-

§4. Conclusion. Como resultado del estudio anterior podemos

enunciar los siguientes teoremas.

TEOREMA 1. En el espacio proyecitivo P3 Las sigudentes
gamilias de subespacics que no se pertenecen no admiten una
medida invariante nrespecto delf grupo proyectivo 615.
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Ey + Ep

P+ E1 + Ez + E3

E,+E,+ 7P P1+ Py P3+ E
P1 + PZ + E P1 + PZ + P3 +G
E1 + E2 + E3 E,+E, ¢+ E3 +G
P+E+G P1+ P2+ G+ E
GT+GZ+P E1+E2+G+P
G1+GZ+E.

TEOREMA 2. En el espacdio proyectdivo P3 Las sigudentes
gamilias de subespacios, que no se pentenecen, tieren densi-
dad invanriante respecto del grupo proyectivo G15.

E)+Ep+Ex+ Ey

P1+ P+ G+ G,

P+ E+ G1+ GZ’

§5. Familias de Subespacios con alguna relacidn de pertenen-
cia.

Los resultados de esta seccidon se basan en el siguiente
teorema de Luccioni (Teorema 2 en [4]), al cual nos referire-
mos en adelante simplemente como "Luccioni':

TEOREMA (Luccioni). Sea H un elemento geométrico del es
pacio proyectivo Pz tal que el subgrupo que deja f4ijo a H de-
fine el sistema Q:

Q Wiygy, T 0, Wiafa © 0""’wibfé =0,
entonces H admite una medida invariante, 84 y s6Lo 84, siempre

que w; esté en Q también wig esta.
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5.1. FAMILIAS DEPENDIENTES DE CINCO PARAMETROS.
5.1.1. E+P, con P = E.

Tomamos
E : apaqay

P : a,
De (7), E permanece fijo si

wpz = 0, wyg = o, Wyz = 0;

P permanece fijo si

w01 = 0, woz = 0, 0)03 = 0.

Luego P +E permanece fijo si:

w3 = 0, wyg = 0, Wyg = 0, wyq = 0, Wy = 0

Y @ = wyzwysW,zWgq@o,. POT Luccioni, d@# 0, y E+P no admite

medida invariante.

5.1.2. P+G con P= G .

Tomamos :
G : aza3

P : as
Por (7) G permanece fijo si:

B0 Do sitglp Ty rabgp Digs2 gy w10

P permanece fijo si:
wzg = 0, wgq = o, Wiy = 0.
Luego G + P permanece fijo si:

wyo = 0, wyq =0, w3g =0, gy =0, wg, =0

Yy Q= wygw,qWzowzqWwz,. Por Luccioni, d2 # 0 y P+G no es me-
dible.

5.1.3. G + E con G= E .

Tomamos
G : apay

E : agaqia,
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G permanece fija si:

Woz = 05 wp3 =0, wyy =0, w;3=0, wyz=0

Q = WoaWo3Wq W 3w,y ©s la densidad para G +E si y sélo si
dQ = 0. Pero

d2 # 0 por (8),

tambi&n por Luccioni, E +G no admite una medida invariante.

5.2. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE SEIS PARAMETROS.
5.2.1. P+G+E, P=G y GCcE

Tomamos para

P: a
G: apaq
Et apaqa,

Asi definidos estos subespacios se tiene segin (7):

P permanece fijo si

G permanece fijo si

=0, wyz = 0, wyy =0, wyz =0,

o )

tE permanece fijo si

Luego P+ G+ E permanece fijo si:
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Wy = 0, wgy; =0, wgg =0, wyy =0, wyg =0, wy5 =0

si Q= Wy wy,W3WyW 3W,3s POT Luccioni P +G +E no admite una
medida invariante.

5.3. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE SIETE PARAMETROS.
5.3.1. P1+ P2+ E con P1 € E, PZ € E.

Tomamos
P1: ags PZ: a, E? apaqia,
De (7), P, permanece fijo si
Wy = o, Wop = 0, w3z = 0,
Pz permanece fijo si
wip = 0, wyp = 0, wyg = 0,
E permanece fijo si

wo3 e

Luego P1+ P2+ E permanece fijo si:
W = 0, Wy = 0, w3 = 0, Wy = 0, Wyp = 0, Wyg = 0, Wyz = 0

Q= wyqwpaWo3WigWy2@13¥23"

Por Luccioni d2 # 0, y P, +P, +E no admite densidad invariante.

5.4. FAMILIAS DE SUBESPACIOS DE OCHO PARAMETROS.
5.4.1. P+G+EconPe G y G&E

Tomamos
P: a,
G: agaq
E: aja,az

De (7), P permanece fijo si

woq = 0, Wop = 0, woz = 0,
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G permanece fija si

woz = 0, woz = 0, wy, =
t permanece fijo si
wig = 05 wpg = 0, wgg =
Asi, P+ G+ E permanece fijo si:
oy Ju Wo2 % Uy ugg =%
wig = 05 wyg = 0, wgg = 0.
Q:

Por Luccioni

0400 gu=: 0
0.
wi2 = 05 wyz =0,

Wo1@p2Wp3W12W13W10%20%30"

P+E +G no tiene densidad invariante.

5.4.2. P+G+Econ G E, P& E,
Tomamos
P:ao
G: aja,
E: ajazaz
De (7), P permanece fijo si
wor = 0, wgz = 9, wgz = 0,
G permanece fijo si
Big * Us Wiy T Dy Vap = N, Wy =1,
t permanece fijo si
wyg = 05 wyg = 0, wzg = 0.
Luego P+ G+ E con G =« E permanece fijo si:
o1 = 0» wgy =0 mgs: % Oyu099°° On g = 0,
ey = 8> Gpy ™ U, mgg = 0,
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Por tanto:

£ = wyqWpaWe3W1oW20W30W13%23 -

Por Luccioni P +G +E con G « E no tiene densidad invariante.

5.4.3. P+ E,+E, con P & Eqs PEE,.

Tomamos
P ag
E1: apaqa,
EZ: a1a2a3

De (7), P permanece fijo si

wgy = 0, wgp = 05 wo3 =
E, permanece fijo si

woz = 0» w3 = 0,055 = 0,
Ez permanece fijo si

Wi = 0, wyg = 0, wgg = 0.

Luego, P+ E1+ Ez permanece fijo si

wgr = 05 wpp = 0, wgz = 0, w3 =0, w5 =0,

wig = 0, wyg = 0, wzg = 0.

= wpqwgaWp3WoW2¥30W13W23"

Por Luccioni P +E1 +E2 no tiene densidad invariante.

5.4.4. P, +P,+Econ P, =E, P, &E.
Tomando
1% 49> PZ: a,, E: aja,as
P1+ P2+ E permanece fijo si
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wor = 0 woz = 05 wg3 = 05 wyg = 0, wyy = 0,
w13 = 0, wyg = 0, wzg = 0.

Por Luccioni P1 +P2 +E no tiene densidad invariante.

5.4.5. G+ E1+ Ez, G < E1.
Tomamos

G:apay, Eqagaqa,, E;:ajazaz con G < Ey, G & E,-

G permanece fija si

woz = 05 woz = 05 wyp =0, wyz =0,
E, permanece fijo si
woz = 0, wyz = 0, wy3 =0,

E2 permanece fijo si
wig = 05 wzg = 05 w3g = 0.
Luego G+ E1+ E, permanece fijo si

©g2 = 05 wgz =0, wyp = 0, wyg =0, wyz =0,

[}

wig = 0, wyg = 0, w3g =0

I = wypwpzgwzWy3W gWW3"

Pero por Luccioni G-+E1 +E2 no tiene densidad invariante.

5.4,6. P
Tomamos

1*P,+Gcon P, =G, P1¢G.

P1: as; PZ: as G: aja,
P, permanece fijo si

wgq = 05 wpp = 0, wgy =0,

P, permanece fijo si
71



wig = 0, wyp = 0, wy3 =0,
E permanece fijo si
wyg = 0, wyz = 0, wyg = 0, wyz = 0.
P1+ P, + G permanece fijo si
wo1 = 0» wgz = 0y woz = 0y wyg = 05wy = 0,

wyz = 0, wyp = 0, wp3 =
Luego:
2 = wpqwpaWp3WoW12W13W2 QW23 "

Por Luccioni P1 +P2 +G no tiene densidad invariante.

5.5. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE NUEVE PARAMETROS.
5.5.1. G1+ GZ+ E con G2 c E.

Tomamos
G1: apay s GZ: aasz; E ajaasz,

G1 permanece fija si

wo, = 0, woz = 0, wyp = 0, w93 =0,
G2 permanece fija si

wyo = 0s wpy = 0y wzg = 0, wzy =0,
E permanece fijo si

wyg = 05 wyg = 0, wgqg =

= wyowp3w2w13920%21930%31%10"

Por Luccioni G1 +G2 +E no tiene densidad invariante.

5.5.2. P+E+G con P e E.
Tomamos
P: a; E apaqias; G : apdsz,
P permanece fijo si
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E permanece fijo si

woz = 0, wyg = 0, w5 =0,
G permanece fijo si
Wy = 0, wgy = o, Wzq = 0, wgy = 0,

Q= W Wo3W12W 3W23W W3 W3 es la densidad invariante
para P+ E+ G, si s6lo si, d@ = 0.

Por Luccioni P E G no tiene medida invariante.

5.5.3. P

Tomamos

1+P2+G+E,P2<-:G,G<:E.

P1: ags PZ: as G: a;a,; E i aja,asz.

P, permanece fijo si

wgy = 0, wgy = 0, wyz = 0,
P, permanece fijo si
wig = 0, wyy = 0, w93 =0,
G permanece fija si
Wy = 0, wyz = 0, wyg = 0, wyg = 0.

E permanece fijo si

w10 0, Woo = 0, Wzg = 0

Q = wgqLWo3W1gW20%30%12%13%23 "
Por Luccioni Q # 0, luego la densidad de P, +P,+G+E no existe.
5.5.4. Py +G + Py G, con P1 = 64, PZ = 6y, 6, nGZ # 0.
Tomamos
G1 Pagays G2 Paqa,

P +Gy+ P2+G2 permanece fijo si:
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wgr = 05 wgy = 05 w3z = 0y wgg = 0y wgp =0,

=0 =0, wyg = 0.

wyz = 05 wps3 » W
Por Luccioni P1 +G1 +P2 +G2 no tiene medida invariante res-
pecto a G]S‘

5.:5 5« P+G1+G2 con P <= Gy, G1I'IG2 = 0.

Tomamos
P:ao
Gq tapay
G, :ajaz

P+G,+G, permanece fijo si:

=0 =0 =0, wyp; =0, w5 =0,

1 " B2 + Bo3

wyo = 0s wzy = 05wz = 05 w3q = 0

Por el mismo caso anterior P +G1 +62 no admite medida invariante.

5.6. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE DIEZ PARAMETROS.
5:6.1. G1+ E+ P*-GZ, G1 < E, P = Gy, G1n G2 =0,
Tomamos
G1 . a0a1
GZ: aasz
E Pagaqa,
P: asz
Gy * G, + E+ P permanece fijo si:

=0, wyy =0, wyz3 =0, vy =0,

woz = 0s wp3

wyp = 0, wgg = 05 wzq = 0, w3y = 0, wyg =

Luego:
Q= wpawozwyaw13W2oW21w30%31932923"
Por Luccioni d@ = 0, luego la densidad para G; +G, +E +P

existe, y es
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2 = wpowpzwqzWqWyW21W3 W3 1W32W 23"

5.6.2. P1+ E1+ P2+ E2 con P1 = E1, P2 < Ez.
Tomando

P-‘ H aO; E1 . a0a1a2
PZ: azs EZ: ajarasz
P1 permanece fijo si
w1 = 05 wpz = 05 wy3 = 0,

E, permanece fijo si

woz = 0, wyz = 0, w3 =0,
P, permanece fijo si

wzp = 0> w3 = 0, wzy = 0,
E, permanece fijo si

wig 0, Wy = 0, wzg = 0.

Luego:

Q = w1wo2We3W1YW20%30W31932%13923"
Por Luccioni Py +E4 +P, +E, admite una medida invariante, es
td dada por el producto exterior

Q = wgqwWe3W W20Y30W3 1932913923

5:6.3. P1+ E+ P2+ G, P1 € E, P2 e G.
Tomamos
P1: ags ET apgaqa,
PZ: az; G: a,az
P1 permanece fijo si
wpy = 05 woz = 05 w3 = 0,

E permanece fijo si
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wo3 = 0, w3 = 0, w3 =0,
P, permanece fijo si
wzg = 05 w3y = 0, wg; =0,
G permanece fija si
wzo = 0 wpy = 05 wgg = 0, wgy = 0.

Luego:

f = wgqLgawaW21Wo3W13W23Y3 Y3193 2

Por Luccioni la densidad para Py +E +P2 +G no existe.

5.6.4.

Tomamos
G1 :a0a3;
GZ: a1a2;

G1 permanece fija si

wpq = 0, wgy = 0,
G2 permanece fija si

wyg = 05 wyo = 0,
-E; permanece fijo si

g2 %70y gy Oy
E, permanece fijo si

wpz = 05 wy3 = 0,

G1+ E1+ G2+ E2 con G1 C-E1, G2 = Ez.

EI: agaq dz

EZ: apaqa;,-

Wy Bl dyF 34
wyz = 0, w3 = 0,
#5900

#251" .9

= Wy q0gWwzqW3W W00 3W3Y %03

Por Luccioni la densidad invariante para G, +E, +E, +G, con

6=

51, G2 c EZ no existe.
5.05-
Tomamos
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PI: aps PZ: a,
G1 H aoas; Gz H a-la.z
Para que P1 permanezca fijo se debe tener que:
Wy 2105 Bpy 3.0 wgy = 0

G, permanece fija si

wgy = 0, wgp = 0, wgy =0, wgy =0
P, permanece fijo si
=0 =0

w20

G, permanece fijo si

wig = 0, wyz =0, wyg =0, wy5 =0

Luego, P14-G1+ P, + G, permanece fijo si:

wg1 = 0, wgy = 0, wyz = 0, wgy =0, vz, =0,
Wy = 0, Wyq = 0, Wyz = 0, Wip = 0, wyg = 0.
Entonces
Q =

®01%02%03%31%932%20%21%23%10%13 -
Por Luccioni la densidad para Py +G,+P,+G, no existe.

5.7. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE ONCE PARAMETROS.
5.%1.P1+P2+E+Gcm1ﬁ-=E,P2=E.
Tomamos

P!: ags; PZ: a; E: apaiaz; G: aasz.
P, + P, + G permanece fijo si

wyq = 0, wgy = 0, wyz =0, wyy =0, wyy =0,

wiz = 0, wyg = 0, wyy =0, wgg =0, wgy =0,
E permanece fijo si
NOZ 0, w«‘z 0, m32 = 0,



luego
Q = Wy WgWzW3 W] W 3W21W31W32W10W20"

Por Luccioni P1+ PZ+ E+G no admite una medida invariante.

5.7.2. P1+-G+ E1+ P2+ E2 con P1 € G, G = E1, PZ = EZ.
Tomamos
P1: ags G: apgdqs E1: apaqa;

Pyiag; Byia,a,d,

P1#-G+ Eq+ P, + E, permanece fijo si:

woy = 0s wgy = 05 w3 = 0y wyg = 0 wye = 0s w3g = 0

wyz = 0y w3y = 05 wpz = 0y wgy = 05 wyp =

Q = wpqwoawp3woW20W30W13W31W23W32912"
Por Luccioni la densidad para P, + G+E +Py+Ey. nO existe.

§5.7.3. P
Llamando

1+G1+E1+GZ+E2 con Py < Gy, G1¢:E1,GZCE2.

P1: ao; G1: a0a1; E1: apgaqa,

GZ: aasz; EZ: apga,az
Pi*+Gy+E+ G, + E, permanece fijo si:

wor = s woy = 05 w3 = 0s wyp = 05 w3 = 0, w3 = 0,

wyg = 05 w3g = 0, wyy = 05 w3y = 0, wyg =

Por Luccioni no existe la densidad invariante para este con-

junto.

5.7.4. G

Tomamos

1 tE +Ey* E5 con 6y = Eye

G1: apaqs E1: agaqasy; £, a1a243; 53: apa,asz.
G, permanece fija si

=0 = 0 = ( -0’

o2 » Wo3 » Wq2 » W13
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E1 permanece fijo si

woz = 0» w93 = 0, w3 = 0,

E, permanece fijo si

wyg = 05 wyg = 05 w3 = 0,
E; permanece fijo si
w01 - 0, u)21 = 0, u)31 = 0.

Por Luccioni la densidad invariante para G1 +E1 +G2 +E3
no existe.

5.8. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE DOCE PARAMETROS.
5.8.1. G1+ E1+ GZ+ P con G1 c E1.

Tomamos
G E a
17 %% 51t %M
GZ: aas; P ay +asg.
G1 permanece fijo si
woz = 0» w3 = 05 wyp = 05 w3 =0,
G, permanece fijo si
wyp = 0 wgg = 05 wyq = 05wz = 0,
E, permanece fijo si
Wz = 0, wyg = 0, wyg = 0,
P permanece fijo si
Wyg* Wgg = 0, Wyp*ugy =0, Ggg-wyq = 0.

Llamando

o'y “02“03”12“13“20“30”21“31“23“10“32(“33'“11)

QD
|

1 = d(61+6;) = wypwg3012913920%30%2131

L]
I

5 = Uy3WioWgp(W337019)



se tiene Q = 91 AQZ con dQ1 =0 (ver (2.2)), luego df = 0 si
sb6lo si Q, AdQZ = 0.

Pero

y por tanto la densidad para G1+ E1+ G2+ P no existe.

5.8.2. ﬂ+£1+P2+Gcmxm EEV

Tomamos
P

17 %95 E1: apaqa,
PZ: ay;+as; G: a,as-
P, permanece fijo si
wpy = 0
E1 permanece fijo si
woz = 0» wyz = 0, w3 = 0,
P2 permanece fijo si
wio*twzg = 0 wyp*twgy = 0, wgg-wyq =0,
G permanece fija si
0, Wz = 0, wyq = 0, wzq = 0;
2= wyqWpaWo301 3823910 (W12*+w32) (W33-w g )wyguzgw,qug,
es la densidad de P1+ E,+ P+, si s6lo si df = 0.

Llamando
Q) = d(Py+Py+6) = 1wy g3 (Wy*g,) (Wgg-t0y4) Wy gynWzgw) 1ty

d91 = 0 (la densidad 91 existe, ver (2.3)).
Si Q, = wyzw,yz, Q=QAQ y do =0, si sb6lo si, Q1I\d’ﬂ2 = 0.
Q, A dQ, = QA (wyq-20g3+w)) AR, = - QA (wg3-w,,) # 0.

Luego, la densidad para 5.8.2 no existe.
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5.8.3. P + Ej+ G, +G, con P, = E,, Gy NG, # 0.
Tomamos

P1iags By iagazag
6y :apgay; Gy :aqa,

P1 permanece fijo si

wzp = 05 wgq = 0, wgy =0,
E permanece fijo si
woy = 05 wyg = 0, wgy =0,
G1 permanece fija si
w PRl e Tt BT

G, permanece fija si

w10 = s wzp = 05 wyz = 0, w5 = 0.
P1+ E+ G1+ G, permanece fijo si:
wgp = 0» w3y = 05 wzy = 0, wgq = 05wy = 0, wpg = 0,
wo2 "0y WMoy P Qgumygu® Wyliey gl Ogingy, % 05 wyg = 0.

Q= w33z 3wy Wy3WYW3W W 3W W0 "

Por Luccioni ladensidad para la familia Pyt E;+ G, +G, con P,
< E, 6,06, # 0 existe, es

Q= wyqwpawo3Wy W3 Wy 2W13W2 W3 1023032

5.8.4. P, +G,+G,+G; con P, = Gy, Gzlle # 0.

Tomando
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P1+ G1 permanece fijo si

wyp ~ w3y = 0, wyztwzy = 0, w3z -wy, T
wyq ~wgg = 0s wpz - wyp =
G, + G3 permanece fijo si

1o = 0, wgg = 05 wip = 05 wgy = 0, wpy = 0, wgq = 0, wgp = 0

Luego P, + G, + G, + G; permanece fijo si:

wpo = 05 wp3 = 0, wyg-wpy = 05 wyq-wgg = 0 w3 = 0, wy =0,
wiz = 05 w3y = 05 wpq = 05 wgq = 05 wpp = 0, wgg = 0
Llamando

2 = wygwyz(wgz-wyy) (wyq-wpglwpzwigwzgwyw3We1w31w2"
2= wpqwpwo3W1oW20¥30
por (8), do, =0, y si
2, = (w33-wyy) (wyg-wpglwywzqwzawys

entonces Q = Q; AQ, vy d2 = 0, si sdlo si, 91 AdQ, = 0. Vea-

mos:

luego Q, Asz = 0. Por tanto la densidad invariante para P,

+6,+6,+ G; existe, estd dada por

Q = wgqwoaw3wyowzew3g (W33 wyy) (Wyq-wgplwypwzqwzwys:

5.8.5. P1 +G1 + E1 + P2+GZ+E2 con P1 €=G1 €=E1, PZE GZE EZ’
Tomamos
P1: ays G1: apaqs E1: agaqa,

Py i az; G, :ajaz; Ep:aqajzaz.
P, *+ G, *+ E; permanece fijo si

=0, wgp = 05 w3 = 05 wyp = 0, wy3 = 0, w5 = 0,

“o1
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P2+ GZ+ E, permanece fijo si

wgg = 0, wgq = 0, wzy =0, wyg =0, wyg =0, wyy = 03

© = wyWpwp3We2Wy3Wy3W30W31W32W20W QW21
Por Luccioni la densidad invariante para P1+ Gy +Eq+Py+Gy+
E2 existe, es
d(P1+G1+E1+P2+Gz+E2) = Q.
5.9. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE TRECE PARAMETROS.

5.9.1. P+E, +G+ E2+ E3 con P = E1, G = £,y P & G.

Tomamos

1
P: a0+-a1+ as G: aza,

E1: apaqiay; EZ: ajayazg

E3: apa,az
E; permanece fijo si

=0

“o1 » 923

G+ E, permanece fijo si

wig = 05 w3p = 05 wyp = 0, wzy =0, wyg =0,

P+ E, permanece fijo si

w =0, Woz = 0, Wiz = 0, wyz = 0.

11 " @00 = 05 Wpp* @y~ Wo
Luego:
Q= W) w390 gWa oW pW3Woaw (Wg1-wg) (Woptwyp-tigg) w3383

es la densidad de 5.9.1, si sblo si, d2 = 0. Reordenando,

podemos escribir
Q = (wy1-000)®g29300 19209309 10%12%21%13931923932
+ (wg179g0) (95579000300 1W30%01012921913%31923932%20

El primer sumando tiene diferencial igual a cero por Luccioni,

luego dQ = 0, si sdlo si
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d[ (w4 -wpg) (wp-wgp)wy 3t 1W30ly g1 2010 3031 W23W5wz0] = O-
Pero
d[(wyq-wgg) (wyp-wpg)wgswg Wz W2 101303 1823032920]
= (wyq7wpg) (wyz-wpp)wn3tn1W300q 0¥ 292191 3931923932820 (W00 ™w22) -

Luego, la diferencial del segundo sumando de @ es cero, asi
dQ = 0, y esto asegura que la densidad invariante para

Py +E{+G+Ey+ Eg existe, y es Q.

5.9.2. G,+G,+P+E con G, nG, # 0, P&E.

Tomamos
G1: agasys P: ag*az

GZ . a0a1; E* a1a2a3
Gl+ G, permanece fijo si
woy = 05 woz = 05 wpq = 0, wp3 = 0, wyy = 05 w5 = 0, wy3 =0,
P permanece fijo si
wgq = 0, w3y = 0, w3z =0, wgg =0,
E permanece fijo si

=0

wig = 0, wyy » W30 =

2 7 w(qW)W03L1R20W30Y2 1129 3Y3 1923032 (W33 Wgo)
serd la densidad para 5.9.2, si s6lo si, dQ = 0. Llamando
29 = wgqgaw3010W20R30W21W1 201303102303, POT (8) se tiene
dQ1 = 0. Luego d2 = 0, si sb6lo si, 91A dﬂz = 0 con 92 =

(wss-moo) y puesto que por (8) Q1A dQZ = 0, la densidad pa-
ra G1+ GZ+ P1+ E existe, es:

d(G+G+P+E) = wpqupo30qgWa0W3eW21W1 201 3W31wp3ws2 (W33~ wgp) -

5.9.3. G

Tomando

it G2+ GS+ E, G3 =,
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G1: apasz; GZ: ap*taq, ap*az

63: ajay; E: apaqa,

G1 permanece fijo si

wgr = 0, wgz = 0, wzy =0, w3y =0,

G, permanece fija si

wyr - wgg = 0, wzz-wypy = 05 wyg-wpg = 05 wyz-wyp = 0,

GS+ E permanece fijo si

woz = 0, wyz = 0, wyz = 0, wyg = 0, wyg = 03

Q = wpqugaW5103201 0201 3823003012 (21 7w30) (W3w)p) (w7 wgp)

seri la densidad de 5.9.3, si sélo si, d2 = 0. Veamos: lla-
mando

Q1 = wg1W02W37 03207 oW1 3023 (g1 ~wsg) (w33-wg;) (g4 -wpg) (wy3-wy;)

d(G1+GZ+G3) con Gir]Gj =0, i,/ = 1,2,3 d?; = 0. Por
tanto dQ = 0, si sdlo si,

Q4 I\dmo3 = 0.

Pero

Q) Mduwgz = 29 A (wgp-w33lwgs

Luego, la densidad para 5.5.3 no existe.

5.9.4. G1+ E1+ GZ+ EZ+ P, G1 c El’ G2 c EZ.
Tomando

G1: agas; E1: apgaqds; Pz a,+ as

GZ: a,ay; EZ: agaqa,

G, + E, permanece fijo si

wgy = 0, wyp = 0, w3zq =0, wgy =0, wy; =0,
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GZ+ E, permanece fijo si
wyz = 0, wyz = 0, wyg = 0, wyg = 0, wp3 = 0,
P permanece fijo si
wgg = 0, wyq = 0, wgz-uwy, = 05
Q= “01“02“31“32“12“13“23“10“20“03“30“21(mss‘wzz)
serd la densidad para 5.9.4, si y sb6lo si,
dQ = 0.

Llamando
R = w1W2We3W10%W20%30%912W21%13%31%23%32

de (8) y [4], da, = 0, y también
91 Ad(wss‘wzz) = 0.
Luego dQ = 0 y la densidad para 5.9.4 existe:
d(G+E1+G,+Ex*P) = up1upug30 gWa0W30W1 202191 3051923052 (W337Wp0) -
5.10. FAMILIAS QUE DEPENDEN DE CATORCE PARAMETROS.
5.10.1. G, + g +6,+E;+Gg, Gy = Eyq, G, = E,.
GI: apgas; E1: apa,az
2 P aqay; EZ: agaqa,
GS:a0+a1, a2+a3
G, + E, permanece fijo si
wqy = 0, wyp = 0, wyy =0, wgy =0, wyy =0,

G, + E, permanece fijo si

2

=0 =0,

wyg = 0, wyg = 0, wyy =0, wyg =0, wyg
G; permanece fijo si
wyq - g = 0, Wgz-wyy = 0, wyy-wgg = 0, wyz-wy; = 03
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2 = wpqwpoiz Wiy gy 3wn3w3w 2w23 (W33 ~wp2) (wy1wgp) -
Llamando
9 T wpqwpw3W Wy W3W W3 W 2W21W23W32,

por (8) y [4], d2; = 0 y d@ = 0 si sélo si @, Ad[(wgz-wy,) (W,
- “00)] = 0. Pero ésto se cumple. Luego, dQ = 0 y la densi-
dad para 5.10.1 existe

d(G1+E1+G2+EZ+E3)
= W)z 301 0W20W30%1 291382302 1931w32 (W33 71wa2) (W1 -tgq) -

5.10.2. P1+G1+P2+GZ+63, P1 EGI’ P2= GZ'
Tomamos

P1+ G, permanece fijo si

=0

w3 » Wop = 0, woq =0, wgy

P, + G, permanece fijo si
wig = 0, wyp = 0, wyg =0, wyg =0, wyz =0,
63 permanece fijo si
wyq - gy = 05 wgz-wy, = 0, wyy-wyg = 0, wpz-wyp = 03
Q = Wy W53t g 209 30200530513 (w336 7) (1 1~wpq)
seri 1a densidad de 5.10.2, si sblo si, dQ = 0. Llamando
1 = Wz W31W320 9% 12%913%20%23Y21%03
y comparando en 5.8.5 tenemos que dQ, = 0. Luego dQ = 0, si

s6lo si, QA d[(wxs-wzz)(w11-modﬂ = 0, pero esto se tiene al

aparecer en la diferencial de Wi siempre uno de los térmi-

nos Q,. Luego dQ = 0 y la densidad de 5.10.2 existe, es:
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d(P1 +G, + P, + G2 + GS)

1 2

= W4 W0aW03Wy 020301 291 3W23W21 W3 1Ws (W33w)5) (W14 -wpg) -

5.10.3. G1+E1+P2+GZ+EZ+P1 con G1<:E1, P GZ<:I:'2
Tomando

G1: apgaqs E1: apaqidys PZ: as

GZ: a,as; EZ: ajajaz; P1: ag+a,+azg
se tiene:

G1+ E, permanece fijo si
woz = 0s wyp = 0, w3 = 0, wyg =0, wy5 =0,
P2+ GZ+ E, permanece fijo si

w3p = 05 wgq = 0, wzp = 0, wyg = 0, wyy = 05 wyp =0,

P, permanece fijo si
wgq = 0, wyp - wyg = 0, wzz-wyg = 0;
Q= wppWq 307 30303z 1W3Wx0wp 11 W01 (Wpwpg) (Wa3-wgg) 5

seria la densidad de 5.10.3, si sblo si, d? = 0. Llamando

1] = W W3Wy3zWyzW3 W3 W3Wy oW 1w W0

se tiene el mismo caso que en 5.8.5, luego d? = 0, y esta

densidad existe, estd dada por:

Q = d(G1+EI+P2+GZ+E2+P1).

§6. Conclusién. Como resumen de lo anterior podemos enunciar

los teoremas siguientes,

TEOREMA 3. En el espacio proyectivo Pq Las sigudlentes
familias de subespacios con alguna relacibn de pertenencia
no tienen medida invariante nespecto def grupo proyectivo:
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P+E con PEE
P+G con P=E G
G+E con G= E
P+G+E con PeGeE

P1+P2+E con P1€E, PZEE

P+G+E con PeE G, GELE
P+G+E con G E, P&«E

P+E, +E

1 zconPEE

1
P1+P2+E con P2<—=E

G+E +E2 con G <= E

1 1

P1+G1+P2+G2 con P1eG1, ch—:G2

P1+P2+E con P1€E

G +G2+E con G1CE

1
P+E+G con PeEE

P, + P +G+EconP2€GCE

1 2

P1+G1+PZ+GZ con P1€G1, PZEG2

P+G,+G, con F’EG1

1 2
P1+E+P2+G con P1 e E, PzeG
G1+I:'1+G2+E2 con G1CE1, GZCE2

P1+P2+x‘E+G1 con P1 =E, PZE:E

P +G+E1+PZ+E2 con P1€GCE, PZEE2

P +G1+E1+G2+E2 con P1 €G1 =E1, GZCt‘E2

(9]
+

E,+E,+E

1tErEyrEgcon Gy S Ey

G +E.I+G +P con G1C'-'E1

2
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P1+E1+P2+G con P1€!:'1
G1+ Gz+ Gs+ E con G3 < E.

TEOREMA 4. En el espacio proyectdivo PS Las sdigudentes
familias de subespacios con puntos comunes tienen densidad

Ainvaniante nrespecto del grupo proyectivo:

G,+E+P+6G

1 , con G1 CE PeE G2

P1+E1+PZ+E2 con P1 =E1, PZEEZ

P1+E1+G1+G2 con P1 9"-'51, G1ﬂG2 #0

P1+G1+GZ+G3 con P1 eG1, GznG3 #0

P1+G1+E1+P2+G2+E2 con 171'561 C!:“, P24‘=‘GZCE2

P+ E1+-G+ EZ+ E3 con P = E1, G <= EZ

G]+62+P+E con (31062 #0, PEE

G1+ E1+ G2+ EZ+ P con G1 < E1, G2 = E2

61+E1+GZ+E2+G‘.5 con G1 CEI’ GZCE2

P1-1-G1+P2+G2+G3 con P1 CG1, PZC-'GZ

G1+E1+P2+GZ+E2+P1 con G1 CE1, PZEGZCEZ.
Para subespacios con puntos comunes no se han encon-
trado condiciones que determinen su medibilidad o no respec-
to del grupo proyectivo. El estudio de algunos casos aisla-
dos, hace pensar que no existen estas condiciones generales.
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