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ALGUNAS OBSERVACIONES ACERCA DE
MATRICES TRIANGULARES SOBRE ANILLOS

por

Oswaldo LEZAMA

Resu.en. Para un anillo asociativo A. c0E.lunf dad , se de-
termina el centralizador en GLn(A) del grupo urn(A) de matrices
triangulares con m-l diagonales consecutivas nul as por encima
de la diagonal principal. Para anillos finitos se determina el
orden del centro de ~(A). Ademas. se da un ejemplo de una ma-
triz triangular invertible cuya inversa no es triangular.

Abstract.For thegroup ~(A) of triangular matrices over an
associative ring A. with ~1 consecutive zero diagonals up the
principal diagonal we determine its centralizer in GLn(A). This
fact is then used to compute the order of the center of ~(A).
when A is finite. Moreover. we give an example of an invertible
triangular matrix whose inverse is not triangular.

§l. Una proposici6n sobre matrices triangulares y un contra-
eje.plo.

1.1. Sean A un anillo asociativo con unidad 1 Cno ne-
cesariamente conmutativo). A· el grupo de sus elementos in-
vertibles, MnCA) el anillo de matrices de orden n sobre A,
Y GLnCA) el grupo lineal general de matrices invertibles.
Sea ademas TnCA) c MnCA) el conjunto de matrices triangula-
res Csuperiores); es decir,
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si a.., = 0 para ,£> j
-<.}

En 10 que sigue sera conveniente considerar la estruc-
tura de A-modulo libre de M (A) con base canorn ca {E .. }~ . 1n -<.} -<',}=
donde E,£j es la matriz con todos sus elementos nulos salvo
en la intersecci6n de la '£-esima fila y 1a j-esima columna
donde esta 1. Cada matriz A = (a.,£j) E Mn(A) puede entonces
escribirse en la forma

n
,£,1=la.,£j E,£j

y el producto de matrices puede calcularse utilizando la dis-
tributividad y las relaciones

A (1 )

Necesitaremos tambien de las matrices invertibles ele-
mentales

T .. (a.) = E+a.·E .. ,
-<.} -<.}

donde E es la matriz identidad de orden n, y de las llamadas
matrices diagonales invertibles:

*a . EA.
-<.

Es muy posible que la siguiente proposici6n forme par-
te del 6otkto~e, perc ante la imposibilidad de dar una refe-
rencia adecuada nos permitimos presentar una demostracion.

1.2. PROPOSICION. (a) Sea. A = (a.,£j) C T~(A) tat que
a. .. E A* pa.~a. c.a.da. 1 , ,£, n, Entonc.u A u '£nve~t'£bte.

-<.}
(b) S,£A e6 un a.n,£tto 6'£n '£nve~o6 po~ un 6oto ta.do,

u dec.'£~6'£

¥x.,y t!!: A: xy = 1 -> yx. "" 1, (1)

entonc.e6 et ~e~~p~oc.o de (a) e6 c.'£e~to,en c.uyo C.a.60
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*T (A) = {A = (a .. ) e: T' (A) I a .. e: A • 1 ~ 1. , ttln ,(.} n ,(.,(.

e~ un ~ubg~upo de GLn(A).
Demostraci6n. (a) La matriz

B -1= AV (all ' 1 , ••• , 1 )

es triangular con b11 = 1, b .. = a .. para ,L ~ Z, Multipli-
,(.,(. ,(.,(.

cando B a 1a derecha por T1Z(-blZ).,.T1M(-btn) resu1ta 1a ma-
triz

c=~

donde C es triangular de orden n-l con elementos diagona1es
aZZ'" .,ann, Uti1izando inducci6n, C resu1ta invertible,
por 10 cua1 A es invertible.

(b) Sea ahora A = (a,Lj) una matriz triangular inver-
tible, con inversa A-1 = (a~.). De A-1A = E = (e .. ) resu1ta,(.J ,(.}

{ si ,L = 1,
I

a,Llal1 =
0 si ,L ~ 1.

1 I cy, por tanto, ai.l = 0 para > 1.
IDe (Z) resu1ta a11a11

Tambi~n

{
lsi i.= Z,

Osii.~Z.

b * I •Se 0 tiene entonces aZZ£ A y ai.~ = 0 para ,(.> Z. De mane-
* I tra recurrente encontramos ai.i. e: A , ai.i. = ai.i. para cada

1 , i., n, y, a'.. = 0 para i. > j. Esto, en particular, prue-
1 ,(.}ba que A- £ Tn(A), y puesto que este ultimo es cerrado para

el producto, esto concluye la demostraci6n. ,

1.3. CORTRAEJEMPLO. Si A no cumple (Z) una matriz
triangular puede ser invertible sin que sus elementos dla'"
gonales sean invertibles; ademas su inversa no tiene porque
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ser triangular. En efecto: en [1] se sugiere el siguiente
ejemplo de anillo que no satisface (2): Sea K un campo y V
un K-espacio con base enumerable infinita {e~}:=l. Sea
II= EndK(V) el anillo de K-endomorfismo de V, y sean 6,g 4i: II
definidas por

He.) = e . 1 si ~ ;;,.,<. ,<.+

{
e. 1 si c ~ 2,

g(e.) = ,<.-

,<. 0 si ~ 1.

Entonces g06 = lv' perc 60g -I
hEll esta definida por

ya que (6og)(e1) = O. Si

si ~ 1,

si ~ ~ 2,

entonces la matriz

es triangular invertible y su inversa est' dada por

- 1 [9A =
h

como 10 comprueban unos rapidos calculos
{e~}~=l' Claramente ni 6 ni 9 pertenecen
h -I o.

sobre 1a base
*a II y, adem's,

§2. E1 central1zador de ur~(II).

2.1. Para cada 1 ~ m ~ n, sea ur:{A) el conjunto de
matrices triangulares tales que todos los elementos de la
diagonal principal sean iguales a 1, y los elementos de las
m-l diagonales consecutivas por encima de la principal sean
nulos, es decir:
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{

o,
~ a .. = 1,

-<'j
0,

.£ > j

.£ j

.£ < j < .£+m
( 3)

Es bien conocido ([2]) que UT~(A) es un subgrupo de GLn(A),
generado por las matrices e1ementa1es de 1a forma

T ., (a), j-.£ >;. m,
-<'j

a &: A.

2.2. TEOREMA. Sea 1 ~ m ~ n-l. Entonee~:
(a) A = (a.£j) E GLn(A) e~t~ en el eent~al.£zado~ de UT~(A)
~.£'IJ~6lo .6.£,
(4.1) alj = ° pa~a .£ 1 j, 1 ~ j ~n-mj
(4.2) a.£j = ° pa~a .£ , j, m+l ~ .£ ~ nj
(4.3) ajj = all pe~teneee al eent~o Z(A) pa~a eada 1 ~ j

~ n-m, 0, m+l ~ j ~ n.
(b) fl eent~al.£zado~ de UT:(A) eo.£ne.£de eon LGn(A).

Demostraci6n. La parte (b) es trivial pues UT:(A)
{fl. P~ra demostrar 1a parte (a) empecemos por suponer que
A = (alj) pertenece a1 centra1izador de UT~(A), 1 ~ m ~ n-l.
Como 1a matriz elemental Tj,j+m(1) pertenece a UT~(A) si
1 ~ j ~ n-m, debemos tener AT. '+ (1) = T. '+ (1)A. De aqufj,j m j,j m
usando 1a representacion

obtenemos faci1mente
n
I a .·f .

~=1 ~j ~,j+m
nLa. • f .

.6=1 j+m,~ j.6

y a .. =
jj

1 ~ j ~

De esta ultima igua1dad surgen inmediatamente (4.1), (4.2)
a. . para 1 ~ j ~ n-m. Puesto que para cadaj+m,j+m
n-m y cada a so: A, T1 . (a) c: UTm(A), entonces,j+m n

AT1,j+m(a) = T1,j+m(a)A, y de aqul a11d = ddj+m,j+m' para
cada j,como ya se indico. Tomando inicia1mente a = 1 y 1ue-
go d cua1quiera, comp1etamos 1a prueba de (4.3).

Reciprocamente, supongamos que A = (d.£j)E

tisface (4.1), (4.2) y (4.3). Para demostrar que
GLn(A) sa-
A pertene-
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ce a1 centra1izador de UT:(A), basta probar que conmuta con
cada generador Tij(a) , j-i ~ m, a E A. Obs~rvese que en es·
tas circunstancias se tiene 1 ~ i ~ n-m y m+1 ~ j ~ n. Con-
siederemos dos casos:

Pri.er caso: m > n-m. Ca1cu1emos:

= a .. a.oE .• ,
.<..<. -<'j

De manera anaLoga tenemos (a E ..)A = aa ..oE •.• Por con-
-<'j j j -<'j

siguiente, AT ..(a) = T ..(a)A.
-<'j -<'j

Segundo caso: m ~ n-m. E1 procedimiento es semejante
a1 anterior, descomponiendo esta vez A en 1a forma

Fn 1a figura 1 presentamos e1 aspecto de las matrices
del centra1izador de UT:(A) en los dos casos que hemos dis-
tinguido en 1a demostraci6n anterior

Primer caso: m > n-m

(a)

a1,n-rn+1

a a11 n-m,n-rn+1 an-m,n

~.n:-rn+1"·~ m
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Segundo caso: m < n-m

(b)

a.1,n-m+l • • • a.
n

a.m.n-mtl

Figura 1 - (a),(b)

E1 teorema 2.2 permite intentar una descripci6n del
centro de ur:(A), como su intersecci6n can e1 centra1izador.
En efecto, si m > n-m entonces Ur:(A) coincide con su cen-
tro, es decir, Ur:(A) es abe1iano. Si m ~ n-m, 1a descrip-
ci6n ya no es tan nitida. Par ejemp10, si n-m ~ 2m-l,
Ur:(A) contiene a su centra1izador, que es entonces su cen-
tro, y esta descrito por las matrices de 1a forma (b) en 1a
Figura 1, para las cua1es a.11 = 1. En efecto, si ~ > j ~ m
entonces ~ > m+ 1 y por (4.2), a... = O. Si .i.> j y m > j en-

-<.}
tonces j < 2m-l ~ n-m y por (4. 1), a.~j = O. Si ~ < j < ~+m,
consideremos dos casos.

Primer caso: m+l ~ ~, que por (4.2) imp1ica a..i.j= O.
Segundo caso: ~ ~ m que exige .i.+m~ 2m y puesto que

j < ~+m, resu1ta j ~ ~+m-l ~ 2m-l ~ n-m. Luego par (4.1),
a.~j = O. Fina1mente, como A E Ar:(A), tenemos a.~~ = 1 para
todo ~ =l, ••• ,n. Podemos pues enunciar e1 siguiente

2.3. COROLARIO. Sea. ur:(A). En~once~:
(a) Pa.~a. m > nl2 , et 9~upo ur:(A) e~ a.bet~a.no.
(b) Pa.~a. m E (n+l)/3, et cen~~o de ur:(A) co.i.nc~de con ~u
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eent~at~zado~ y ~u~ etemento~ v~enen de~e~~to~ po~ (4),

eon a .. = 1, 1 ~ ~ ~ n , En pa~t~euta~ et eent~o de~~ ,
UTnCA) = UT~CA) e~ UT~-1(A). {T1n(a) lae:AL ,

Graficamente, las matrices del caso (b) en el corola-
rio anterior difieren de la matriz identidad en un bloque
superior derecho de orden m:

m
m

Los resultados anteriores permiten calcular el numero
de elementos del centro Z = Z(Urm(A)) cuando A es un anillon
finito. En efecto, tenemos el siguiente

IA I -6U

mento~

Ca) S~

(b) S~

( c) S~

2.4. COROLARIO. Sea A un an~tto 6~n~to y denotamo~ eon

nume~o de etemento~. S~ I z I des ~gna at numeM de et.e-

de Z, ento nee~:
m > n / 2 , I z I = I A I (n - m+1) (n - m) /2 .

2
m ~ (n+1)/,3, IZI = IAlm•
(n+1)/3 < m ~ n/2, IZI = IAlt, do nde.

t = [ 2 m 2 - (3m - n - 1) (3m - n) ] / 2 •

Dernostraci6n. (a) y (b) son consecuencias de las res-
pectivas partes (a) y (b) del corolario anterior. Puesto que
Z es la interseccion de UT:(A) con su centralizador, enton-
ces para probar (c) basta contar el numero de puntos t, del
reticulo conformado por la interseccion del reticulo trian-
gular de UT:(A), y el reticulo cuadrado del centralizador
(ver Figura 1,(b)). La Figura 2 nos ayuda en el calculo de
t. El triangulo mayor representa a UT:(A), el cuadrado mas
grande a su centralizador y la region sombreada al centro Z:

La hipotenusa del triangulo mayor de la Figura 2 co-
rresponde a la primera diagonal no nula (no principal) de
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1

1

Figura 2

UT~(A). Segun (3), la diferencia entre los indices de colum-
na y fila de esta diagonal es m. Con ayuda de esto, y de la
Figura 1 (b), obtenemos el valor de i (y de ~) en la Figura
2: Puesto que j = n-m+1, entonces i = n-2m+1 (analogamente,
como ~ = m entonces ~ = 2m). Considerese por ultimo el cua-
drado pequeno de tamano t = m-i = 3m-n-1. Entonces, el nlime-
ro de puntos t del ret1culo de la region sombreada es

2 t2-t 2t: = m -(-2-+t) = [2m -(3m-n-1)(3m-n)]/2. ,

Finalmente, el autor quiere expresar sus agradecimien-
tos al revisor cientifico por sus acertadas sugerencias.
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