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SOBRE LA TRANSFORMACION INTEGRAL DE
HANKEL -SCHWARTZ DE FUNCIONES GENERALIZADAS

por

Jorge J. BETANCOR

Abstract. In this paper we study the Hankel-Schwartz trans-
formations on certain spaces of testing functions denoted by
T(A,1). Moreover, we define the generalized Hankel-Schwartz
transforms on the spaces T'(A,H) (duals of T(A,u)) of distri-
butions.

§1. Introduccidon. La transformacién de Hankel-Schwartz, tam-
bién llamada de Bessel, estd definida por

By 1 () (9) = szv+1bv(x§/)6(x)dx, s ik (1)
donde bv(:) = z'vJV(z), siendo Jv la funcidén de Bessel de

primera especie y de orden v. Una primera férmula de inver-

sidén para esta transformacidén integral se debe a A.L.Schwartz
[10]. la cual ha sido recientemente modificada por J.M. Mén-
dez [6].

Al parecer los primeros que estudiaron la transforma-

Palabras claves: Transformacidn integral de Hankel-Schwartz, Bessel,
funciones generalizadas, igualdad de Parseval.
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cidn B\)’1 en un espacio de distribuciones fueron L.S. Dube y
J.N. Pandey [3]. Mis tarde, W.Y. Lee [4] definié la transfor-
macidn B¢,1 generalizada empleando un procedimiento esencial-
mente diferente al seguido por Dube y Pandey [3]. Los resul-
tados de Lee han sido considerablemente mejorados por A.
Schuitman [8], G. Altenburg [1], J.M. Méndez [5] y A.M. San-
chez [7].

En este trabajo consideramos los espacios T(A,u) de
funciones prueba de naturaleza similar a los introducidos
por B.L.J. Braaksma y A. Schuitman [2], siendo estudiada la
transformacioén B, 4 sobre tales espacios. Se prueba, entre
otros resultados,,que si A < v+-l, v+—% < pHy v >-'%, Bv 1
es un isomorfismo de T(A,u) en T(2+2v-u,2+2v-1). ’

Siguiendo las ideas desarrolladas por Méndez en [5] y
con objeto de definir las correspondientes transformaciones

generalizadas de Bessel, la transformacidn B, > definida por

8, (4) (v) = g2V+1Lva(xg)5(x)dx (2)

es, asi mismo, estudiada sobre los espacios T(A,n).
Tras probar que las transformaciones Bv 1y Bv 2 satis-
’ ’

facen la igualdad mixta de Parseval
| 8008, st 00dx = [ 8, (0 sty (3)

siempre que § = T(A,u), g € T(A-2v-1,u-2v-1) con A <\)+% < U,
la transformacidén generalizada BQ 16 de 4§ =eT'"(1-p,1-1) es

definida como la adjunta de la transformacién Bv 25 esto es
<By, 16,9> = <§,By 20>, ¥6 = T(A-2v-1,u-2v-1) (4)

Por otra parte, la transformacién generalizada BQ 26 de
§ = T'(2v+2-u,2v+2-1) se define por

By 26,97 = <,B, (6>, ¥o =T(,W (5)

Nétese que las definiciones (4) y (5) representan extensio-
nes de la igualdad de Parseval (3)
Serd de interés en el desarrollo posterior la siguien-

te propiedad de la funcidn bv(z),
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2v-1

é%(zvbv(xy)) = z bv_1(xy) : (6)

Asi mismo, resultan Gtiles los comportamientos de la funcidn

bv(z) cerca del origen y del infinito que siguen

bv(z) 01, cuando z > 0 (7)

,~v-(1/2)

n

bv(z) cuando z » « . (8)

§2. E1 espacio de funciones T(A,u) y su dual. Sean Ay ueR,
con X < py (AJ,_q ¥ (u), -
les que satisfacen las siguientes condiciones

dos sucesiones de nameros rea-

a) (An):=1 es mondtona decreciente y converge a A\,

cuando n » ®,

o 2 .
b) (“n)n=1 es mondtona creciente y converge a u, cuan-

do n » .
€) X\, <y, , para cada n =N.

Una funcién ¢ definida sobre el intervalo 1 = (0,«)

estda en T(X,u) si
n k() = sup 1x%5 ko) |
ce(Xy,up)

existe para cada n,k = N. Aqui, Gx denota el operador xé% ;
Este conjunto dotado con la topologia generada por la fami-
lia de seminormas {nz:z}n,hEN es un espacio vectorial topo-
16gico localmente convexo y Hausdorff. Ademds, argumentos
usuales permiten probar que T(),u) es un espacio de Fréchet
que contiene al conjunto D(1)([9]) de funciones de soporte
compacto contenido en I, siendo esta inclusidén continua. Con-
viene, asi mismo, sefialar que la topologia del espacio T(A,u)
es independiente de las sucesiones (AH):=1 y (UH):=1 escogi-
das, siempre que estas satisfagan las condiciones (a),(b) vy
(c).

Como es usual, T'(X,u) denota el espacio dual de T(A\,W,

el cual estd dotado con la topologia débil.
Espacios de funciones de similar estructura a T(x,u)
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pueden ser encontrados en los trabajos de Braaksma y Schuit-
man [2], Schuitman [8] y Zemanian [13], entre otros.

§3. E1 espacio T(A,p) y las transformaciones de Hankel-
Schwartz. La transformacién integral Bv,1 de Hankel-Schwartz
viene dada por (1). En virtud de (7) y (8) cabe garantizar
que la integral que define (1) es absolutamente convergente
cuando ¢ « T(A,u), siempre que v+~% < M, A < 2v+2 y XA <y
Por otra parte, haciendo uso de la propiedad (6) y
aplicando la regla de integracidn por partes, se sigue

b 2v+1
J %<V bv(xy)¢(x)dx
a
b
- (xy)zv*zbv+1(xy)y‘zv‘2¢(x)]3-y'zv'zll(xg)zv*zbv+1(xy)v¢(x)dx

para cada 0 < a < b < ». De aqui se deduce que si v+-% <,

A< 2v+2 y XA <y,
® 2
B, 1(0)(y) = 'pr oL (xy) 86 (x) dx

para cada ¢ = T(A,u).
Reiterando el proceso puede probarse que si ¢ T(A,n),

Bv’1(¢)(y) = (-1)"L)x2v+1bv+n(xy)(6-2n—2)...(6-2)6¢(x)dx (9)

para cada n = N, siempre que X <p, A < 2v+2 y pu > v 5o
Sea, entonces, ¢ « T(A,u) donde v + % < u < 2v+2 y

A <y . En virtud de (9) se tiene que

[ L2V

Jo

_ n_2v+2 ©

= (D0, (k) (8-20-2) ... (8-2) 86 ()]

M (_1)n+1J 2V
o

68,1 @)W = (-N" 8 (b, (X)) (8-20-2) ... (8-2) 86 (1) dx

v+n(xg)(6+2v+1)(5-2n-2)...(6-2)6¢(x)dx

Por tanto, atendiendo a las restricciones impuestas a los

parametros,

5,B,.1(®) (0) = (-1)”+1L)x2v+1bv+n(xg)(6+2v+1)(6-2n-2)...(6-2)6¢(x)dx

Yy, en general, para cada n,k = N,
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FLOIOE (—1)n+k£)x2v+1bv+n(xy)(6+2v+1)k(6-2n-2)...(6-2)6¢(x)dx.

Consideremos ahora ¢ = (Z-pm+2v,2—xm+2v), para cierto

me N. Se tiene,

ySs 8. () (9)

y Vv,1
= (—1)n+thx2v+1_c(xy)cbv+n(xy)(5+2v+1)k(5-2n-2)...(6-2)6¢(x)dx
o
Recordando, de nuevo, (7) y (8), puede deducirse que existe
una constante K = K(n,m) > 0, tal que
lzcb (z)| <K, para 0 < z < oy ¢ = (Z-up*2v,2-2,+2V)

v+n

Si tomamos ¢y = (xm+2,xm+1) y ¢y (”m+1’“m+2) y escribimos,

}ycﬁkav L) ()] < Kf 2V (se2ve1)R(5-2n-2) .. . 66 (1)|dx
% 0

Cl k
X x | (8+2v+1)°(8-2n-2)...68¢(x)|dx
(o]
[e o) 2 - )
+Kj VT, C2 ) save1) B(6-2n-2) .. 80 (x) |dx
1

<

<

1 2v+l-c-¢,
J

teniendo en cuenta que

2v+1—c—c1 > -1+Am—x Zv+1-c-c2 < -1+um-um+1

me1 Y

se infiere:

n2+2v-u,2+2V'>\(3\)’1(¢)) < M(n,m) i ()

m, k

n+2 ol

Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente

TEOREMA 1. La ftransformacidn B 1 es una aplicacdibn Li-
neal y continua de T(r,u) en T(2+2v- u 2+2v- ), sdempre que

X< 2v+2, v > - % Yy u > v+ % .

Méndez [6] establecié el siguiente teorema de inversidn

para la transformacidn Bv 1
’

s¢ "Dy < 10,2, en-

0] —

TEOREMA 2. Sea v 2 -
tonces:

A ©
lim f u2v+1bv(xu)duf g b (un) § () dy = F(4(x+0)+4(x-0))
Ao 0 o) =
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en todo punto y = x en ef que f(y)seadevariacibn acotada.

En virtud de este resultado cabe asegurar que si A < v
+ % <uyv>- % , la fé6rmula de inversidn recogida en el
Teorema 2 es valida para § = T(A,u). Ademds, puede ser dedu-

cido del Teorema 1, el siguiente

TEOREMA 3. S{ ) < v*-%, v+—% <uYyv >- % , La trhans-
gormacidn Bv ] ¢4 un Lsomongismo de T(A,p) en T(2+42v-p,2+2v-1),
siendo B! < B
v, 1 v, 1
Por otra parte, dado que la transformacidn Bv 2 satis-
’

face la relacidn
_2v+1 -2v-1
B,,2(0)(y) = y=" B, 4(x ¢) ()

es posible deducir de los teoremas 1 y 3 relativos a la trans-
formacidén Bv 1 » el que sigue.

TEOREMA 4. a) Bv , €4 una aplicacibn Lineal y continua
de T(A-2v-1,u-2v-1) en T(1-u,1-1) sdempre que A< 2v+2, v >- =,
o> \)+% Y A< yu

b) La transformacién Bv es un Lsomongismo de T(A-2v-1,

,2
p-2v-1) en T(1-pu,1-1) sLempre que X < v+-l, v+—% < u Y

. o B ==
Vo>, siendo B\)’2 B\)’2

§4. Las transformaciones generalizadas de Hankel-Schwartz.
Esta seccidn estd dedicada al estudio de las transformacio-
nes generalizadas de Hankel-Schwartz sobre los espacios
T'(A,u) de funciones generalizadas.

Una igualdad mixta de Parseval en la que se fundamen-
tan las definiciones adoptadas para las transformaciones ge-

neralizadas en cuestidén es la que a continuacién se prueba.

TEOREMA 5. S{ 4 « T(A\,u) y g « T(A-2v-1,u-2v-1), en-

tonces
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[ee]

[(§008, 5@ 00dx = [ B, (6 (sy)dy (10)
o 6.

sdlemphe que X < v+ % < U

Para probar (10) es suficiente tener en cuenta que, si
§ =« T(A,u) y g € T(A-2v-1,u-2v-1) entonces xV+(1/2)6(x) y
x_v-(1/2)g(x) pertenecen a L;(0,®), bajo las condiciones im-
puestas a los parametros.

Motivados por la igualdad (10) definimos la transfor-
macion BQ 1 generalizada sobre T'(1-u,1-1) como la adjunta

de B, 2 eﬁ T(A-2v-1,u-2v-1), esto es:
<B\'),16)¢> = <6,B\)’2¢> (1

para cada § = T'(1-u,1-1) y ¢ = T(A-2v-1,u-2v-1)

Nétese que (11) es una extensidn de (10) a funciones
generalizadas.

En virtud del Teorema 4, haciendo uso de conocidas pro-
piedades de los operadores en espacios de Fréchet, es posi-

ble establecer el siguiente

TEOREMA 6. S{ A < v+ %, Vv o+ % <puyv>- %, entonces
B! es un Lsomonfismo de T'(1-p,1-1) en T'(X-2v-1,u-2v-1)

v, 1
Porn otra parnte, 84 § = T(\,n), entonces § define una distrdi-

bucién regularn en T'(1-u,1-1), mediante La expresibn:

<f,0> = J §(x)d(x)dx, para cada ¢ « T(1-u,1-1)
En efecto, basta observar que existe una constante
M > 0 tal que
’ 1',
| <§,0>1 < Mn)’B(In,.h”

1Me), new

En este sentido, T(A,u) = T'(1-u,1-X).

Por tanto, si § = T(A,u) podemos definir para 4 dos
transformaciones distintas, una clasica, por (1), y otra ge-
neralizada, por (11). En adecuadas condiciones (las impues-
tas en el Teorema (6)) cabe establecer la coincidencia de am-
bas definiciones en el sentido de la igualdad en T'(A-2v-1,
=N
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(10),

Ciertamente, atendiendo a la igualdad mixta de Parseval

se tiene:

JOBV,1(6)(y)¢(y)dy = <B, 16,0,

para cada ¢ = T(A-2v-1,u-2v-1)

De forma andloga, la transformacidén generalizada B¢ 265
’

de § = T'(2v+2-u,2v+2-1), se define por

<B¢’26,¢> = <6’Bv,1¢>’ para cada ¢ « T(X,u)

Pueden establecerse para B, 2 propiedades similares a las

presentadas para la transformacidn Bb 1

(1]
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