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AXTOMATIZACION DE LOGICAS MONADICAS
CON VARIOS CUANTIFICADORES CARDINALES

por

Xavier CAICEDO y Juan M. LESMES

Resumen: Se axiomatizan las 1dgicas que resultan de afia-
dir a la 16gica monddica de primer orden varios cuantificadores
cardinales Qy (existen al menos Wy...). La completitud de los
sistemas se obtiene via formas normales, las cuales permiten tam-
bién dar sencillas demostraciones de propiedades ya conocidas de
dichas 1égicas como decibilidad, interpolacidén y un teorema de

dandnen sobre eliminacidn de cuantificadores de segundo orden.

Abstract: We axiomatize all logics which result from ad-
joining to first order monadic logic any family of cardinality
quantifiers @y (there are at least Wy many...). Completeness
is shown using normal forms, from which we obtain also very sim-
ple proofs of previously known properties of these logics, as de-

mination of second order quantifiers.

Introducci6n. Dada la imposibilidad de distinguir cardinales
infinitos en la 16gica de primer orden, L ,, demostrada por
los teoremas de Lowenheim y Skolem, Mostowski (1957) intro-
dujo nuevos cuantificadores Q, con sintaxis andloga a la del

cuantificador existencial y con el significado intuitivo:

"

""existen al menos Wy e 5
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donde Wy denota el a-&simo cardinal infinito. Asi, Q°x¢(x) significa
"existen infinitos elementos que cumplen ¢(x)", Q1x¢(x)
significa "existe una cantidad no enumerable de individuos
que satisfacen ¢(x)", etc. Estos cuantificadores son 1lla-
mados cuantificadores cardinales. A la 16gica que resulta
de afiadir a Ly, el cuantificador Q, se la denota L,,(2,), ¥
en general L,,(Q, |4 1) a la que extiende L,, con los
cuantificadores Qai, 4 1. E1 propb6sito del presente tra-
bajo es describir sistemas axiomidticos completos para los
fragmentos monddicos de estas 16gicas, los cuales denota-
Temos por Mww(Qa¢ | < « 1). E1 fragmento moniddico de una 16-
gica es aquel que ademas de la igualdad solo admite simbo-
los de predicado monadico.

Son escasas las l6gicas para las cuales se conocen
sistemas axiomdticos explicitos. Keisler (1971) did um sis-
tema muy elegante para L, (2¢). Por el contrario, no puede
haber un sistema completo para L, ,(2;), ni en general para
wa(Qo:Qa1»---sQan) por el teorema de incompletitud de Go-
del; y para wa(QQI,...,Qan) cona; > 1, n > 2, no se ha
podido demostrar que existan, a no ser en ciertos casos o
bajo suposiciones sobre cardinales como la Hipdtesis del
Continuo.

El caso moniddico es diferente. El sistema de Keisler
da eviddentemente una axiomatizacidn para Mwm(Q1), y no es
dificil ver que substituyendo Q; por Q, esta axiomatiza-
cidén sirve para cualquier M, ,(2,), incluyendo a = 0. En
Fajardo (1980) se demuestra que las 1l6gicas Mww(Qa1’-~:Qan)
son decidibles para ordinales arbitrarios a;, lo cual im-
plica su axiomatibilidad en un sentido generalizado. Sin
embargo no se desprende de la prueba ahi dada un sistema
axiomdtico explicito. Obtenemos en este articulo sistemas
muy sencillos y naturales, afines al de Slomnson (1968) pa-
ra el cuantificador de Chang.

Para demostrar la completitud del sistema axiomdtico
propuesto utilizamos la existencia de formas normales a las
cuales cualquier férmula puede ser reducida deductivamente.
Estas formas normales cuya existencia a nivel semdntico es
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bastante clara, han sido utilizadas por Flum (1985) para
estudiar el problema de la compacidad de las 1ldégicas dis-
cutidas.

§1. E1 sistema axiomdtico. Por simplicidad trabajaremos con
todos los cuantificadores cardinales a la vez y supondremos
que ademds de los simbolos 1ldgicos de primer orden: =, =1,
vV, A, >, =, ¥, 3, tenemos un simbolo de cuantificador Q,
para cada ordinal a. Referimos al lector a Bell y Slomnson
(1969) o alglin otro texto similar para los detalles de la
definicién del lenguaje y la semdntica de My, (Q,] o =0n) .
En particular, las {§6amulas atémicas son de la forma x=w O
p(x), donde x y w son variables y p es simbolo de predicado
monadico; si ¢ es fdrmula, x variable y o ordinal, entonces
9,x¢ es una férmula. Trabajaremos con un conjunto finito
{p1,...,p4} de predicados monddicos.

Las nociones de vandiable f£ibre o f£igada en una férmu-

la son andlogas a las de L asi x estd ligada en Q,x¢. La

ww?
expresién ¢(xqy,...,x,) se usard para indicar que las varia-
bles libres de la formula ¢ estan entre Xq5.005X,, ¥ €N tal
contexto, ¢(g1,...,yn) denota el resultado de substituir en

¢ las ocurrencias libres de x; por y, . Siempre que realice-
mos tal substitucidén supondremos sin mencionarlo que cada
y; es libre para éﬁ en i; féormula ¢(x],...,xn).

Si 0= (A,py,...,0, ) es una estructura monadica, es
decir A # @, 2y < A, la definicidén de verdad en @ para for-
mulas cuyos predicados estdn entre pg,...,pP, estda dada por
las reglas semdnticas usuales para Ly, mds la siguiente:

Dada ¢(X,yq,..-,4,), @& Qux¢[ay,...,a,] siy sélo
si {a A |0 E ¢)[a,a1,...,an]} tiene cardinal mayor oigual
a wy. Una fdérmula ¢(x],...,xn) es vdlida si para toda es-

tructura monadica O se tiene Ol Vx1...¥xn¢.

Nuestro sistema axiomatico (MI) para M (2, la = 1),

donde I es una clase de ordinales, constard de:

83



I. Axiomas y reglas completas para L,, ampliadas de manera
que incluyan las nuevas férmulas (véase, por ejemplo, Bell
y Slomnson (1969)).

IT. Para cada a,B = I los esquemas adicionales:

Al. Q. x¢(x,..) = Quyé(y,..), si y no ocurre en ¢(x,..)
AZ. ¥x(¢ = ¥) = (x¢ » 2 x¥)

A3. -~ Q,x(x=v), si x y v son variables distintas

A4, Qux (¢ vU) = (24x0 v Qyx¥)

AS. Q8x¢- an¢,si o < B.

La validez de los axiomas y por tanto del sistema MI
para la interpretacidén cardinal de los cuantificadores es
evidente. En seguida desarrollaremos algunas consecuencias
formales del sistema que necesitaremos mds adelante. La no-
tacidn ¢ indicard que ¢ se deduce en MI. Escribiremos CP
para indicar que un paso en una deduccidén se justifica por
las reglas deductivas de 1la l6gica de primer orden, las
cuales utilizaremos libremente y sin entrar en detalles.
También utilizaremos las convenciones y abreviaciones sin-
tidcticas corrientes en el cdlculo de predicados, en parti-
cular la siguiente:

3”"x¢(x) abreviard xq.3x,(Aex) A A (xl;;‘xj)),
ig<n i<fgn
3>1x¢ es entonces lo mismo que 3x¢. Los resultados del lema
siguiente son muy sencillos pero los demostramos en cierto

detalle para beneficio del lector.

LEMA 1. S{ o = I entonces:
a) F¥x(¢ = y) > (2x¢ = 2xy).
b) F Qux(99V...Vd,) = (Qxéqv...vQaxd,).
c) FQux¢+3Ixd.
d) FQux(dAY) = ¢AQux¥, 54 x no ocurnre Libre en ¢.
e) F 1Qux(9 A x#x).
f) +Qux(dAx=v), 84 x y v son vardiables disitintas.

g)  FQux(6 AxFvqA. .. axFy,) = QuXxé, 84 Vy,...,V s0n varia-
bles distintas de x.
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Demostracién. a) Por el Axioma A2 y CP.

b) Para n = 2 una direccién es el Axioma A4.

tenemos consecutivamente:

I—'V'X(d)‘-' o ¢1 V¢2) - (anq)] > an(¢1 V¢2))

Q. x¢, > 2,x(0, v,)

(2 x0y v x0)) > Q. x(¢; ve,),

el resto se sigue por induccidén en n.
c) F3xd> ¥x(¢ + x=v), v distinta de x

30 > (2 x¢ > 2 x(x=v))
3¢ +‘1qu¢
}.—an¢ >3Ax¢ .

Para la otra

d) Veamos primero la implicacidn de izquierda a

FQ x(6A W) » Q x¢AQ Xy
2 x(0A ) »3xdpaQxp

Q. x(oA¥) > oA Q Xy,
ahora

o > ¥ (¥ > oA vy)

o > (¥ + 9ux (0 A ¥))
(o AQx¥) > 2 x(6AY) .
e) —¥x(o A x#x > x=v), v distinta de x,
2, x(¢ A xFx) > Q x(x=v)
2, x(¢ A x7x) .

f) S-—an(d) AX=V) - an(x=v)
(- —|an(¢ AX=V) .

g) Q. x¢ = Qx(¢A (xfvq vx=vy))
= Qx(oAxfvy) v x(dA x=vq)
= Q x(¢Axfvyg),

el resto sigue por induccib6n en x. A

A2 4L = 1,2
CP £ = 1,2
CcpP
CP
A2 y CP
A3 y CP
CP

derecha
A2 y CP
(c) y CP
cp
CP
A2 y CP
CP
CP
A2 y CP
A3 y CP
A2 y CP
A3 y CP
CP y (a)
CP y (b)
CP y (f)
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LEMA 2.I-an¢ > Hznx¢, para toda n en’.

Demostracién. Por induccidén en n. Para n = 1 es el
Lema 1(c). Supongamos que vale para n > 1, entonces toman-
do una variable v que no ocurra en 3>nx¢(x) tenemos:

FQ xo(x) » 3"x¢(x) A Q,vé(v) Al y CP
> (36 (x) A 6 (V) Lema 1(d) y CP
> Qv k(6 (x) A 6(v)) CP y Lema 1(a)
> Qv x(¢(x) A ¢ (V) A vx) Lema 1(g) y CP
> FuIMx (¢ (X) A $ (V) A vFX) . Lema 1(c) y CP

Es decir,l—an¢(x) > 3)"+1x¢(x). A

El siguiente esquema es vdlido en el cdlculo de pre-

dicados y por lo tanto deducible en MI.

LEMA 3, S<{ v es una vardiable distinta de x, y nel':
F 3" (0(x) A x#v) = 32 ke (x) v (30 () A A6 (v)).

COROLARIO. SL V{,Vp,...,V, 40n distintas de x, enton-
ces

3" (6 (%) A X FUgAX F Ugh e n X Fv,)

es equivalente en MI a una disyuncidn de confunciones de

33n+kx¢(x),‘ﬂ¢(vi), (VR Uj’ con

g6amulas de La gorma: ‘

0O khsm 1< 4§ < 4Lgm.
Demostracién. Por induccién en m (para toda n),

utilizando el Lema 3 y CP. A

§2. Formas normales. En adelante supondremos por simplici-
dad que el lenguaje contiene por lo menos un simbolo de pre-
dicado monidico P1s Y trabajaremos con un lenguaje fijo
PiseeesPy- Daremos el nombre de regiones (con respecto a
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p1,...,p4,x) a las formulas de la forma tp](x)A...Aipé(x),
donde ipi(x) significa que p;(x) puede aparecer afirmada o
negada en la conjuncidén. Las expresiones R(x),R1(x),R2(x),."
denotaradn siempre regiones. Introducimos también la nota-
cidn unificada:

2Wq
3 x¢ por Q.x¢, a = I

2

3’OX¢ por 3x(¢ «¢).

De esta manera la expresidn B?Kx¢ queda bien definida para
todo cardinal k.

TEOREMA 1. Toda f{6rmula ¢ de My, (2, |o « 1), con pre-
dicados entne PiseeesP,, eb equivalente en MI a una disyun-
edbn 04 V... VO , con sus variables Libres contenidas en Las
de ¢, donde cada en es una conjuncién de La forma:

A =2r.0a NR(x)a N o2y, =w)p) (*)
jeJ s i e B Nty s ey 5

y donde Kj® o U {w, lwa ocurne en ¢}.

Llamaremos f§oama nomal cardinafl de ¢ a la foérmula
garantizada por el teorema. Por supuesto, los conjuntos de
indices J,K, L son finitos y pueden ser vacios algunos de
ellos. La misma regidén puede aparecer varias veces, afecta-
da por varios cuantificadores.

Demostracién. La prueba se hard por induccidén en la
complejidad de las férmulas con respecto a los simbolos v,

N, 0 Vo3

1. Si v, w son variables, entonces la férmula atdmica

pi(v) se puede llevar en CP a su forma normal disyuntiva ple-

na, es decir:
= p;(v) =VEp (A Atp (AP (V) Atp (VA LA 2p (V)

donde la disyuncién recorre todas las posibles combinaciones

de signos, y ésta es una forma normal cardinal.
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2. El1 paso inductivo para v es trivial. Ahora suponga
que ¢ es equivalente en MI a una forma normal cardinal B4A. ..
A6, , entonces por el calculo de proposiciones: p—"1¢ =
e’v...ve;, pasando a forma normal disyuntiva, donde cada e;

1
tiene la forma:

>
Q +3 KARb(x)/\ Q T RL(x)A ﬁ t(v, =w,).

Como 1 Rt(x,) es equivalente en CP a la disyuncidn de las
regiones R(x;) distintas de Rt(xt)’ substltuyendo y dlstrl
buyendo, tenemos: — "1 ¢ = e1v oo V et donde cada 6 tiene
la forma exigida.

3. Sea ahora y una variable cualquiera, entonces bajo

la hipdtesis inductiva para ¢ tenemos

2,9

Q,y(8qV...ve) Lema 1(a)

Yo, v ... vQ yb Lema 1(b),
1 o’ n

sin pérdida de generalidad podemos suponer que R(y) aparece
en cada 6, como parte de la conjuncién para alguna regidn R,
de 1lo contrarlo utilizamos la equivalencia 96, _(XR(y))AB
donde la disyuncién recorre todas las regiones, que es dedu-
cible en CP, y distribuimos para obtener nuevamente una for-
ma normal cardinal. Bajo esta suposicidn y por el Lema 1(d),
2,40, es equivalente en MI a una férmula de la forma:

G}LAQOy(/‘\ZRq(y) As(y=u) M

donde ek es la parte de 6, que no contiene y libre. Ahora,

la subférmula de la derecha en (1) es equivalente en MI se-
gin los siguientes casos exhaustivos a:

i) Una fdrmula inconsistente, si aparecen dos R;A‘distintas
o la desigualdad -(y =y), por el Lema 1(e) y el hecho de
que dos regiones distintas son inconsistentes; o tambié&n en
el caso en que aparece una igualdad +(y =w6) con w, distin-
ta de y, por el Lema 1(f). En este caso Qayea es equivalen-
te entonces a una férmula inconsistente cualquiera y para

tal efecto podemos tomar
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= >0
"Qayen = =3 qu(x).

ii) La férmula Qaqu(y), si aparece una sola regidn y a lo
sumo aparecen desigualdades - (y =wA) con w, distinta de y,
por el Lema 1(g). En este caso, por el Axioma 1:

2,08, = 8,0 QxR (x).

En cualquier caso, obtenemos una férmula de la forma (*) pa-

ra cada Qayen y asi Qay¢ resulta equivalente a una forma
normal cardinal.

4. Consideremos ahora 3y¢. Con las mismas hipdtesis
de 3, tenemos por CP:

F3y¢ =3ybq v... v3yen
donde

'
3y, 9,L'\3y(/(}Rq(y)A /}i(wwé))-
La férmula después de 6; es equivalente seglin los siguien-
tes casos eshaustivos a:
i) _13>0qu(x), si aparecen dos regiones distintas o apare-
ce -(y =y), pues resulta inconsistente en CP.
ii) ARq(Wo)A 540t(w0 =w,), si aparece +(y =wy) con w, dis-
tinto de y, por CP.
iii) PP Ve Vo, cada p; una conjuncidn de férmulas de

la forma:

3R (y), R (W), (W, =wp),

por el corolario al Lema 3, si solamente aparece una regidn

Rq y a lo sumo aparecen desigualdades -(y =ws) con Wy dis-

tinto de y, o la igualdad (y =y). Expresando cada Rq(wt)
como la disyuncidn de las demds regiones R(wt) distintas

de Rq(wé)’ Py V... Vo, resulta equivalente por CP a'unafbr—
ma norma cardinal. Evidentemente la conjuncidn de 6, con
(i), (ii) o (iii) es también equivalente a una forma nornal
cardinal (distribuyendo), por lo tanto lo mismo es cierto

de 3ye, y de la disyuncidn 3ybyv... vaye, .
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Con lo anterior hemos terminado la demostracidn in-
ductiva. Es fdcil ver que en ninglin paso se han introduci-
do nuevas variables libres; por el contrario algunas varia-
bles libres pueden desaparecer en el proceso de hallar 1la

forma normal cardinal. A

Si ¢ es una sentencia (férmula sin variables libres),
la forma normal cardinal de ¢ dada por el Teorema 1 tendréd
la forma:

A+ 3Ky R.(x) .

5 )
Diremos que una tal forma normal cardinal By v... ven es
plena si: (i) en cada 6, aparecen todas las regiones una
o dos veces, (ii) si en alguna 6, aparece dos veces una

regidén R, estd aparicidn serda de la forma
'
> >
37 %R () A 137K xR (%)

!
con K<k .,

TEOREMA 2. Toda sentencia consistente en MI esd equdi-
valente en MI a una forma normal cardinal plena, cuyos cuan-
tificadores candinales estdn entrne Los de La sentencda on4i-
ginal .

Demostracién. Supongamos que 6, v... V6, es una forma
normal cardinal de ¢. Agregamos la férmula deducible
aaoxR(x) en cada conjuncidén 6, en la que la regién R no apa-
rezca. En esta forma todas las regiones aparecen en cada 6, afec-
tadas por cuantificadores de la forma L (aparniciones po-
sitivas) o 32! (apaniciones negativas). Ahora, si K' < K,

entonces

3% > 3% xp

esto se sigue de A5 y el Lema 2 para Kk > w y por CP para
K < w. Por lo tanto las apariciones positivas (si existen)
pueden reducirse a la de cardinal mdximo, y las negativas
(si existen) pueden reducirse a la de cardinal minimo. Ca-
da 6, es entonces equivalente a 9; donde cada R aparece en
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una y solo una de las formas:

1. 3>KxR(x)

2. 73R (x)

3. BZKXR(x)A -132K'xR(x) K < k!
4. 3>KXR(X)A '133K'xR(x) K Ug oKy

La cuarta forma es inconsistente en MI y en tal caso 6 pue-
de eliminarse de la disyuncién por CP. Como ¢ es consisten-
te, no todas las 6; serdn eliminadas, y la disyuncién de las
que quedan es la forma buscada. 4

§3. Completitud de MI. Introducimos la siguiente convenien-

te notacidn donde kK < k':

3 [K'K')X(b

K !
37 %0 133 x4

2

3 [K"”)x(p =375,

>k

en particular tenemos: F-B[O’x)x¢ = 137 x¢.

LEMA 4. Dados kg <k, <., <K mon KL e Card U {=},

a) F3lF0 Ry = o 3 (€6 Ky,

) [k k1)
b) SA ‘C1 =0 y K'n = o, | 1\<¥<n3 < X.

Demostracién. a) Por CP, el Lema 2 y AS
kK zZK K k >K >K
F 37 a0 g = (3% A03” ) a3 2k v 23 244)
>k 3K sk >K
=@ "x¢ A3 2xg) v3T 2xpr 137 Me),

. F A . 2Kn
el resto sigue por induccién (si K, = @, 73 X no apare-

ce). b) Como F—3[0’m)x¢, se sigue de (a). A

Con la anterior notacidén el Teorema 2 dice que toda
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sentencia consistente en MI es equivalente a una de la for-
ma 6, v... v6, donde cada 6, es una conjuncidn:
[x¢ K
A 3liesid g, (2)
1¢4<2%

con Ky < KLA s Y R1,R2,...,R24 una enumeracidn de todas

las regiones con respecto a pg,...,p,.

TEOREMA 3 (COMPLETITUD). Toda sentencia vélida de
My (2 o = I) es deducible en MI.

Demostracién. Si ¢ es vdlida entonces es consistente
por la validez de MI. Sea 6, V... Vv@, una forma normal car-
dinal plena de ¢ con cada 6, de la forma (2). Para cada re-
gién R; ordenamos el conjunto de 1los cardinales que apare-
cen en los extremos de los intervalos cuantificacionales
que afectan a R; en dada una de las 6,, digamos:

SM g <.au €MEL, m,.. e Card U{=}. (3)

m. 2
L ing Lf

L1

Por la validez de ¢, meq debe ser 0, de lo contrario toman-
do un modelo OL con R% = @, tendriamos Ol H# ¢. Por un razona-
miento andlogo, mg, . = @. Ahora, introducimos en cada 6,
- ]
mediante el Lema 4 (a) los mij tales que K;, < mij < Kine
Si hacemos esto para cada R;, ¢ resulta equivalente a una
* * * *

formula 64V...v6, que llamaremos ¢ , donde cada 6, es una
conjuncién:

Z‘6 my:. m;: ) )

A 3[ Lf 2 7AS 4] xR ; (%)
£=1

con mg;., mg;.+1 consecutivos en la sucesidén (3). Por otra
'(‘jL' LJ«(,
parte, por el Lema 4 (b):
2% -1 me;,m:ieq)
V A { 3[ Aq /(,j+1 XR'("(X)}
=1 4=1

PRy

que por CP nos da:
2 Mo (&) Mio (£)+1)
b b At xR (%)}
A=
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donde o recorre todas las funciones o = U[O n;). Llamemos
V 9 a esta foérmula; por construccidn los ec, son mutuamente
1ncon51stentes ya que deben contener intervalos distintos
[ij'ij-l'])' ['"dz' ik+1) Para algﬁn 4, los cuales deben ser
disyuntos. Evidentemente, cada 9 debe coincidir (mddulo
conmutatividad) con algln 9 . Mostraremos que también vale
el converso. Supongamos que 60 no coincide con ningfin 6”_ y
sea Ol una estructura tal que

a a
CIRY e b IR3 D) = T.T[mi_o(i.) Mg (i) +1)

entonces O v-ec, y como cada en co1nc1de con alguna e in-
consistente con 90, entonces OL I/-B;L y asi O |/=¢ Por lo
tanto O ¥ ¢ contradiciendo la validez de ¢. De la discusién
anterior se desprende:

" By o

2y
o
De la deducibilidad de V ;
to la de ¢. A )

resulta la de ¢ y por lo tan-

N6tese que la transformacidén de una férmula ¢ a su
formal normal cardinal y todas las demds que se utilizaron
en la prueba anterior se pueden realizar algoritmicamente,
en especial la verificacidn de si ¢* contiene todas las ec',,
lo cual nos di come corolario una prueba de la decidibili-

dad de Myy(21q5---,%,) demostrada en Fajardo (1980).

§4. Aplicaciones. La existencia de formas normales cardina-
les nos permite dar nuevas pruebas, bastante sencillas, de
resultados ya conocidos. Por ejemplo, los teoremas descen-
dente y ascendente de Lowenheim-Skofem resultan trivialmen-
te. Sea ¢ ':Mww(Qa1:---’Qan) una sentencia satisfactible,
entonces los extremos izquierdos de los intervalos cuanti-
ficacionales 3x k'K')R(x) que afectan cada regidén en la for-
ma normal cardinal plena de ¢ s6lo pueden ser K =mew &
Wgqse-esWq,. Esto significa que existe un modelo de ¢ de
cardinal menor o igual que w, = Wyq*...*0q, = max{wg ;}.
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Anilogamente, los extremos derechos solo pueden ser nimeros
naturales o k'= WogsesWapys @3 lo cual significa que si ¢
tiene un modelo de cardinal mayor o igual que wy, algunode
los extremos derechos debe ser =, es decir la forma normal
debe contener 3x[K'm)R(x) para alguna regidn R, garantizan-
do la existencia de modelos de cualquier tamafio mayor o

igual que w,.

Como nueva aplicacidn, demostraremos un teorema de
eliminacidén de cuantificadores de segundo orden, del cual
se sigue el teorema de interpolacién para Mww(Qa |a = 1)
de una manera mds directa que en Caicedo (1985, Theorem 4.1)
proporciondndonos interpolantes explicitas. Como corolario
obtenemos también un teorema de Viidndnen (1977).

Denotemos por MII(Qa | = I) a la 16gica de segundo
orden que resulta de adjuntar a My, (2, | o = I) cuantifica-
dores 3S, ¥S, donde S es una variable de predicado monéadi-

Cco.

1
TEOREMA 4. MIT(Q o € T) = My, (g |a = D).
Demostracién. Por induccidn, es suficiente mostrar
que si ¢(S)= My, (2, |a = I), donde S es un predicado monadi-
co, entonces 3S¢(S) es equivalente a una férmula de
Mow (2o |o &1). Si ¢ es insatisfactible el resultado es tri-
vial. Supongamos entonces que ¢ es satisfactible y sea V,Le,l
una forma cardinal plena de ¢. Si p1,...,pn,3 son los predi-
cados que ocurren en ¢ entonces cada 6, puede escribirse en
la forma:
25n 1 Lifgss ) [%:,82)
A ax R.(x)AS(x)]A3x R.(x)r 2S(x)]
£i=1 b <
donde R1""’Rn son las regiones con respecto a pq,...,P,.
En caso de que S sea el Gnico predicado en ¢, tomamos '"x=x"
como R1(x). Evidentemente, HSOA(S) es equivalente semidnti-
camente a la férmula de M, (2, |a = 1I):
2% [ 9t Bisn 8%)
T e Al R (x).
£=1
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Por lo tanto 3S¢(S), que es equivalente aV,LlSG,L(S), resulta
equivalente a una férmula de M, (¢, |a<=1). A

COROLARIO 1. Sean ¢ y ¥ sentencias de M (2, |a = I)
tales que ¢ + Y, entonces existe o en esta L6gica, cuyos
predicados estdn entre Los comunes a ¢ y a ¢, tal que
¢ Foky. Ademds o puede escogense de manera que todos Los
cuantificadores cardinales que en ella ocurren estén en
¢ (respectivamente, en ¥).

Demostracién. Si Pqs+++sP, son los predicados de ¢
que no ocurren en ¥, y qq,...,q, los de ¥ que no ocurrenen
¢, ¥ ¢(p1,...,pn) k—w(q1,...,qm) entonces

¢kE3p...3p 0Py, .0sp,) F¥G ¥ U(qq,.00,0q,) FY.

Si eliminamos los cuantificadores de segundo orden de la
formula 3p1..3pn¢(p1,...,pn) de acuerdo a la prueba del Teo-
rema 4, obtenemos una interpolante cuyos cuantificadores car-
dinales estan entre los de ¢. Si hacemos la eliminacidn en
la formula ¥q1..¥qmw(q1,...,qm), obtenemos una interpolante
con sus cuantificadores entre los de y. A

En el resultado anterior no es posible pedir que los
cuantificadores cardinales de la interpolante ocurran al
tiempo en ¢ y y, como lo ilustra el ejemplo:

QZXP(x) - Q1x3(x) vQ1xﬂ S(x)

que tiene como posibles interpolantes sz(x=x) o Q]x(x=x),
pero obviamente no puede tener interpolantes de primer or-
den.
i i djunt 1
Sea ahora M_ " 1la 16gica que resulta de adjuntar a la
ol e a a
1l6gica monadica de primer orden cuantificadores 38, ¥S7,
donde las variables S® representan predicados monddicos de

cardinal menor que Wy -

¢
COROLARIO 2 (Viininen (1977)). M "~ = M, (2,).
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Demostracién. an¢(x) es definible por '133u¥x(¢(x) >
Sa(x)), luego la segunda 16gica estd incluida en la prime-
ra. Ademis 33a¢(3a) es equivalente a 3S(¢(S) A 1 QyxS(x)),

11 11 4
luego Ma <M (Qa) = Mww(Qa)' A
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