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AXIOMATIZACION DE LOGICAS MONADICAS
CON VARIOS CUANTIFICADORES CARDINALES

par

Xavier CAICEDO y Juan M. LESMES

Resumen: Se axiomatizan las logicas que result an de afia-
dir a la logic a monadic a de primer orden varios cuantificaJores
cardinales Qa (existen al menos Wu .•. ). La completitud de los
sistemas se obtiene via formas normales, las cuales permit en tam-
bien dar sencillas demostraciones de propiedades ya conocidas de
dichas logicas como decibilidad, interpolacion y un teorema de
Vaananen sobre eliminacion de cuantificadores de segundo orden.

Abstract: We axiomatize all logics which result from ad-
joining to first order monadic logic any family of cardinality
quantifiers Qa (there are at least Wu many ... ). Completeness
is shown using normal forms, from which we obtain also very sim-
ple proofs of previously known properties of these logics, as de-
cidability, interpolation, and a theorem of Vaananen on the eli-
mination of second order quantifiers.

Introducci6n. Dada la imposibilidad de distinguir cardinales
infinitos en la l6gica de primer orden, Lww' demostrada por
los teorernas de Lowenheim y Skolem, Mostowski (1957) intro-
dujo nuevos cuantificadores I2a con sintaxis analoga a la del
cuantificador existencial y con el significado intuitivo:

"existen al menos Wa ... n
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donde wa denota el a-esim:>cardinal infinito.Asi, I2oxep(x) significa
"existen infinitos elementos que cumplen ¢ (x )?", Q1 x.¢( x)
significa "existe una cantidad no enumerable de individuos
que satisfacen <P(x)", etc. Estos cuantificadores son lla-
mado s cua.nt-<'6-<.cado!Le~ c.a!Ld-<.nale~. A la l6gica que resul ta
de afiadir a Lww el· cuantificador ~ se la denota Lww(~), Y
en general Lw~(Qa-<. 1-<.e: 1) a la que extiende L.ww con los
cuantificadores Qa-<., -<.e: 1. El prop6sito del presente tra-
bajo es describir sistemas axiom~ticos completos para los
fragmentos mon~dicos de estas 16gicas, los cuales denota-
remos por Mww(Qa-<. I -<.-= 1). El fragmen to monjidico de una 10-
gica es aquel que ademas de la igualdad solo admite simbo-
los de predicado mon~dico.

Son escasas las 16gicas para las cuales se conocen
sistemas axiomaticos explicitos. Keisler (197]) di6 un sis-
tema muy elegante para Lww(Q1)' Por el contrario, no puede
haber un sistema completo para Lww(~)' ni en general para
Lww(~,Qa1" •• ,Qan) por el teorema de incompletitud de Go-
del; y para Lww(Qa1, ••• ,Qan) con a-<.>.. 1, n >.. 2, no se ha
podido demostrar queexistan, a no ser en ciertos casos 0
bajo suposiciones sobre cardinales como la Hipotesis del
Continuo.

IEl caso monadico es diferente. El sistema de Keisler
da ev~dentemente una axiomatizaci6n para Mww(Q1)' y no es
dificil ver que substituyendo Q1 por ~ esta axiomatiza-
ci6n sirve para cualquier Mww(~)' -<.ncluyendo a =0. En
Fajardo (1980) se demuestra que las logicas Mww(Qal'oo.,Qan)
son decidibles para ordinales arbitrarios a-<.,10 cual im-
plica su axiomatibilidad en un sentido generalizado. Sin
embargo no se desprende de la prueba ahi dada un sistema
axiomatico explicito. Obtene~os en este articulo sistemas
muy sencillos y naturales, afines al de Slomnson (1968) pa-
ra el cuantificador.de Chang.

Para demostrar la completitud del sistema axiomatico
propuesto utilizamos la existencia de formas normales a las
cuales cualquier formula puede ser reducida deductivamente.
Estas formas normales cuya existencia a nivel sem~ntico es
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bastante clara, han sido utilizadas pOl' Flum (1985) para
estudiar el problema de la compacidad de las logicas dis-
cutidas.

§1. £1 sistema axiomatico. POI' simplicidad trabajaremos con
todos los cuantificadores cardinales a la vez y supondremos
que adema s de los 5 imbolos Logi cos de primer orden: =, ."
V, A, +, =, ~, 3, tenemos un simbolo de cuantificador ~
para cada ordinal a. Referimos al lector a Bell y Slomnson
(1969) 0 algfrn otro texto similar para los detalles de la
definicion del lenguaje y la seman t i ca de Mww(Qa I a e: On) •

En particular, las 66~muia~ at6miQa~ son de la forma X=W a
p(x), donde x y w son variables y p es slmbolo depredicado
monadico; si ¢ es 66~muia, x variable y a ordinal, entonces
~x¢ es una formula. T'rabaj aremo s con un conjunto finito
{Pl," .,p~} de predicados monadicos.

Las nociones de va~iabie iib~e 0 ligada en una formu-
la son analogas a las de Lww' aSl x esta ligada en Qax¢, La
expresion ¢(x, ,... ,xn) se usara para indicar que las varia-
bles libres de la formula ¢ est an entre xl"'" xn' y en tal
contexto, ¢(Yl"" ,Yn) denota el resultado de substituir en
¢ las o~urrencias libres de xi pOl' Yi' Siempre que real ice-
mos tal substitucion supondremos sin mencionarlo que cada
Yi es libre para xi en la formula ¢(x" ... ,xn)·

a a ~d'Si (Jl = (A,p" ..• ,p~) es una estructura mona rca , es
decir A 1 0, P~ G A, la definicion de verdad en a para for-
mulas cuyos predicados estan entre Pl"" ,p~ esta dada pOl'
las reglas semanticas usuales para Lww mas la siguiente:

Dada ¢(x'Yl'''''Yn), aF Qax¢[a1, ... ,anJ si y solo
si {a E: A I Ol: ~ ¢ [a,a1, ... r an]} tiene cardinal mayor 0 igual
a wa. Una formula ¢(xl'" .,xn) es valida si para toda es-
tructura monad ica Ol se tiene o; F ~x, ... lJ-xn¢·

Nuestro sistema ax ioma t i co (Mr) para Mww(~ I a E: I),
donde I es una clase de ordinales, constara de:
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I. Axiomas y reglas completas para Lww ampliadas de manera
que incluyan las nuevas formulas (vease, por ejemplo, Bell
y Slomnson (1969)).
II. Para cada a,S E I los esquemas adicionales:
Al. Qax<t>(x, •. ) -= Qay<t>(y, •• ), si y no ocurre en <j>(x, .. )
AZ. .lJ.x(q. -+ lji) ..... (~xq. .... QaXlji)

A3. ..,Qax(X=v) , si x y v son variables distintas
A4. ~x(q. v lji) -+ (~xq. v ~xlji)
AS . QS x q...... ~ x q., 5 i a < S.

La validez de los axiomas y por tanto del sistema MI
para la interpretacion cardinal de los cuantificadores es
evidente. En seguida desarrollaremos algunas consecuencias
formales del sistema que necesitaremos mas adelante. La no-
tac i on f-q. Lndicara que q. se deduce en MI. Escribiremos CP
para indicar que un paso en una deduccion se justifica por
las reglas deductivas de la logica de primer orden, las
cuales utilizaremos libremente y sin entrar en detalles.
Tambien utilizaremos las convenciones y abreviaciones sin-
tacticas corrientes en el calculo de predicados, en parti-
cular la siguiente:

abreviara 3 xl .. ::1 x ( A <t>(x .) /I A (x. I x .) ) ,
n -i.-n .{. -i<j~n.(. j

3~lx¢ es entonces 10 mismo que 3x¢. Los resultados del lema
?iguiente son muy sencillos perc los demostramos en cierto
detalle para beneficio del lector.

LEMA 1. S-i a E I enton~e~:

a) l-.lJ.x(¢:: lji)-+ (Qax¢:: Qax1/J).

b) I-Qax(q.1v •.. v¢n):: (Qax¢lv ... vQax¢n).

c) I- Qa x ¢ .....3 x¢ .

d) I-Qax(¢/llji):: ¢/lQaxlji, s ; x no o~ultlte l-iblte en ¢.

e) 1-., Qax (¢ /I xix) .

f) I- 'Qax(¢ /I x=v), s ; x y v f.>on valt-iable.f.> d-if.>t-intM.

g) I- Qa. x (¢ /I X i v 1 /I ••• /I X i v 11) - Qa x q., ~ -i v 1 ' ... , V 11 ~ 0 n va It-i.a-
blef.> d-i~t-inta~ de x.
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Demostracion. a) Por el Axioma A2 y CPo
b) Para It = 2 una direeei6n es el Axioma A4. Para la otra
tenemos eonseeutivamente:
I-.lfx (ep. .... ep, v ep2) ....(Qaxep, .... Qax (ep, vep2)) A2 c ,,2

..(.

I-Q xep ..... Q x(ep, vep2) CP c ,,2a..(. a

I- (Qaxep, v Qaxep2) .... Qax(ep, v ep2) , CP
el resto se sigue por indueei6n en It.

c) ~ ...,3xep .... .lJ-x{ ep .... x=v) , v distinta de x CP
A2 Y CP
A3 Y CP
CP

izquierda a dereeha
A2 y CP
(e) y CP
CP

1-..,3Xcj>.... (Q xep .... Q x ( x-= v))a a
I-, 3Xep .... ..., I2.ax ep

~ Q xep ....3 xep •a
d) Veamos primero la implieaei6n de
I-Q x(ep II 1/1)a
I-Q x(ep II 1/1)a

I-Qax(ep II 1/1)

.... Qa xep II I2.ax:1jJ

....3 xep II ~x1/l

.... ep II Q x1/l ,a
ahora
I- ep .... .lJ-x (1/1 .... ep II 1jJ)

I-ep .... (l2.ax1jJ I2.ax (ep II 1jJ))

I- (ep II I2.ax 1/1) Qa x (ep II 1jJ)

e) l-.lJ-x(ep II xix .... x=v), v distinta de x,

I-Q x(ep II xix) .... Q x(x=v)a a
I-,Q x(ep II xix).a
f) I-Qax(ep II x=v) .... Qax(x=v)

I-...,Q x(ep II x=v) •a
g) I-Qaxep - I2.ax(ep II (x,lv, v x=v,))

- Qa x (ep II x,l v,) v Qa x (ep II X= v,)

- QaX(epllx,lv,),

el resto sigue por indueei6n en It. •

CP
A2 Y CP
CP
CP
A2 Y CP
A3 Y CP
AZ Y CP
A3 Y CP
CP Y (a)
CP y (b)

CP Y (f)
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>.n +
LEMA 2. I- Qaxlj> .....3'" x e , palLa co da It e: JJ •

Demostraci6n. Por induccion en n. Para n = 1 es el
Lema l(c). Supongamos que vale para n ~ 1, entonces toman-

>.ndo una variable v que no ocurra en 3~ xlj>(x) tenemos:
f-Q xc Ix) .....3~nxlj>(x) II Q vlj>(v)a a

..... ~v(3~nxlj>(x) II Ij>(v))

..... Q v3~nx(lj>(x) A Ij>(v))a

..... Qav3~nx(1j> (x) II Ij> (v) II vlx)

..... 3v3~nx(lj>(x) IIIj>(V) II v'x).

Es decir, I-Qaxlj>(x) .....3~n+lxlj>(x) ••

Al Y CP
Lema· 1(d) y CP
CP Y Lema 1(a)
Lema 1(g) y CP
Lema 1(c) Y CP

El siguiente esquema es valido en el calculo de pre-
dicados y por 10 tanto deducible en MI.

LEMA 3. Si v e.6 una vaILiable di.6tinta de x , tj n e: tt:
1-3~nx(lj>(x) II xiv) .:: 3~n+lxlj>(x) v (3~nxlj>(x) II .Ij>(v)).

COROLARIO. Si vl'vZ' ••• ,vm .6on di.6tinta.6 de x, enton-

e.6 equivalente en MI a una di.6tjunci6n de conjuncione.6 de
>'n+ k66ILmula.6 de la 60ILma: 3'" xlj>(x), ,Ij>(v.), v, = v

j
" can

, ~ ~
o ~ k ~ m, 1 ~ j < i ~ m ,

Demostraci6n. Por induccion en m (para toda n),
utilizando el Lema 3 y CPo •

§2. Formas normales. En adelante supondremos por simplici-
dad que el lenguaje contiene por 10 menos un simbolo de pre-
dicado monadico Pl' y trabajaremos con un lenguaje fijo
Pl'.·· ,P.6. Daremos el nombre de ILegione.6 (con respecto a
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P1"" ,P.6,x) a las formulas de la forma ±P1 (x) II ••• lI±p.6(x),
donde ±p~(x) significa que p~(x) puede aparecer afirmada 0

negada en la co n j unc i Sn , Las expresiones R(x),R1(x),RZ(x), ...

denotar5n siempre regiones. Introducimos tambi§n la nota-
cion unificada:

De est a manera la expresi on 3'~KX1> queda bien definida para
todo cardinal K.

TEOREMA 1. Toda 66~mula 1> de Mww(~ I a E I), Qon p~e-
d~Qado.6 en~~e P1""'P.6' e.6 equ~valen~e en MI a una d~.6yun-
Q~6n e1 v ... ven, co n .6U.6 va~~able.6 l~b~e.6 Qon~en~da.6 en laJ.>
de 1>, donde Qada e~ e.6 una QonjunQ~6n de la 6o~ma:

(*)

Llamaremos 6o~ma no~mal Qa~d~nai de 1> a la formula
garantizada por el teorema. Por supuesto, los conjuntos de
indices J,K, L son finitos y pueden ser vacios algunos de
ellos. La misma region puede aparecer varias veces, afecta-
da por varios cuantificadores.

Demostraci6n. La prueba se har5 por induccion en la
complejidad de las formulas con respecto a los simboios v,
, , ~ y:3.

1. Si v, w son variables, entonces la formula atomica
p~(v) se puede llevar en CP a su forma normal disyuntivaple-
na, es decir:

donde la disyunci6n recorre todas las posibles combinaciones
de signos, y §sta es una forma normal cardinal.
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2. El paso inductivo para v es trivial. Ahora suponga
que ~ es equivalente en MI a una forma normal cardinal 81A •••
A 8n, entonces por el calculo de proposiciones: r-' ~ :::

, 8'8iv ••• v8m' pasando a forma normal disyuntiva, donde cada r
tiene la forma:

Como , R~(x~) es equivalente en CP a la disyunci6n de las
regiones R(x~) distintas de R~(x~), substituyendo y distri

tt II ttbuyendo, tenemos: r-. , ~ :: 81 v ••• v 8 t donde cada 8 JL tiene
la forma exigida.

3. Sea ahora g una variable cualquiera, entonces bajo
la hipotesis inductiva para ~ tenemos

Lema 1(a)

Lema l(b),

sin perdida de generalidad podemos suponer que R(g) aparece
en cada 8JL como parte de la conjuncion para alguna region R,
de 10 contrario utilizamos la equivalencia r-.8JL:: (~R(y))A8Jt'
donde la disyuncion recorre todas las regiones, que es dedu-
cible en CP, y distribuimos para obtener nuevamente una for-
ma normal cardinal. Bajo esta suposicion y por el Lema 1(d),
~g8JL es equivalente en MI a una formula de la forma:

8~" ~g(I\R (g) /I. ±(y =w~))
q q ~

donde 8~ es la parte de 8JL que no contiene g libre. Ahora,
la subformula de 1a derecha en (1) es equiva1ente en MI se-
gGn los siguientes casas exhaustivos a:

, I

i) Una formula inconsistente, si aparecen dos Rq~\distintas
o 1a desigua1dad - (g = g). por el Lema 1 (e) y e1 hecho de
que dos regiones distintas son inconsistentes; 0 tambien en
e1 caso en que aparece una igua1dad + (g = w~) con w~ dist in-
ta de g, por e1 Lema 1 (f). En este caso ~g8JL es equivalen-
te entonces a una formula inconsistente cua1quiera y para

(1)

tal efecto podemos tomar



I- Qay61t :: "J~OXRq(X).

ii) La formula ~yRq(Y), si aparece una sola region y a 10
sumo aparecen desigualdades - (y = w-6) con w-6 distinta de y,

por el Lema 1 (g). En este caso, por el Axioma 1:

En cualquier caso, obtenemos una formula de la forma (*) pa-
ra cada ~y61t y asi QaY¢ resulta equivalente a una forma
normal cardinal.

4. Consideremos ahora Jy¢. Con las mismas h ipo t esi s
de 3, tenemos por CP:

donde
I- J y6 It

La formula despues de 6
1t

es equivalente segGn los siguien-
tes casos eshaustivos a:
i) .,3 ~OXRq (x), si aparecen dos regiones distintas 0 apare-
ce - (y = y), pues resulta inconsistente en CPo
ii) I\R (WO)A 1\ ±(w =w-6), si aparece +(y =wo) con Wo dis-q q -6 fO 0
tinto de y, por CPo
iii) P 1 v .•. v Pm '
la forma:

cada p. una conjuncion de formulas de
.{.

por el corolario al Lema 3, si solamente aparece una region
Rq y a 10 sumo aparecen desigualdades - (y = w,6) con w,6 dis-
tinto de y, 0 la igualdad (y = y). Expresando cada Rq (wt)
como la disyuncion de las demas regiones R(wt) distintas
de Rq(W,[), Pl v ••• vP

I1
resulta equivalente por CP a,una for-

ma norma cardinal. Evidentemente la conjunci6n de 61t con
(i), (ii) 0 (iii) es t amb i.en equivalente a una forma normal
cardinal (distribuyendo), por 10 tanto 10 mismo es cierto
de Jy6/t y de la di syunc iSn 3y6, v ... v3y611•
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Con 10 anterior hemos terminado la demo st raci dn in-
ductiva. Es facil ver que en ningGn paso se han introduci-
do nuevas variables libres; por el contrario algunas varia-
bles libres pueden desaparecer en el proceso de hallar la
forma normal cardinal. •

Si ¢ es una sentencia (formula sin variables libres),
la forma normal cardinal de ¢ dada por el Teorema 1 tendra
la forma:

>. •/\±:3 "KJX R .(x)
j J

Diremos que una tal forma normal cardinal 81 v ..• v 8 n es
plena si: (i) en cada 8Jt aparecen todas las regiones una
o dos veces, (ii) s i en a lguna 8Jt aparece dos veces una
region R, esta aparicion sera de la forma

I
>. K >K:3"xR(x)",3/ xR(x)

Icon K < K •

TEOREMA 2. Toda .6entenc.-i.a c.on.6-i..6tente en M1 es equ-i.-
valente en M1 a una 60Jtma noJtmal c.aJtd-i.nal plena, c.uyO.6 c.uan-
t-i.6-i.c.adoJte.6c.aJtd-i.nafe.6 e.6tan entJte fo.6 de la .6entenc.-i.a oJt-i.-
g-i.nal.

Demo at.r-aci.on, Supongamos que 81 v ... v 8n es una forma
normal cardinal de ¢. Agregamos la formula deducible

3.?oxR(x) en cada conjuncion 8Jt en la que la region R no apa-
rezca. En esta forma todas las regiones aparecen en cada 8Jt afec-
tadas por cuantificadores de la forma 3~K (apaJt,{c.-i.one.6 po-
.6-i.t-i.va.6)0 ,3>'-1l (apaJt-i.c.-i.one.6 negat,{va.6). Ahora, si K' < K,
entonces

1-3 <:K x¢ -+ 3 >"K' x¢

esto se sigue de AS y el Lerna Z para K ~ W Y porCP para
K < w. Por 10 tanto las apariciones positivas (si existen)
pueden reducirse a la de cardinal maximo, y las negativas
(si existen) pueden reducirse a la de cardinal minimo. Ca-
da 8Jt es entonces equivalente a 8~ donde cada R aparece en
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una y solo una de las formas:
1. 3~"'xR(x)

2. "'3~xR(x)
>./C >.1( I

3.3" xR(x)" ,3'" xR(x)
>. /C >. I( I

4.3"xR(x)"'3" xR(x)

La cuarta forma es inconsistente en MI y en tal caso 8~ pue-
de eliminarse de la disyunci6n por CPo Como ¢ es consisten-,
te, no todas las 8~ seran eliminadas, y la disyunci6n de las
que quedan es la forma buscada. &

§3. Campl etitud de MI. Introducimos la siguiente convenien-
te notaci6n donde IC < Ie':

:3 [Ie, IC' ) x¢ ._

3 [K,oo)X¢

>X >./C I
3 " x¢" ., 3' x¢

>.IC
3' x¢ ,

en particular tenemos: ~ 3 [0,Ie) x¢ _ >.IC
-, :3" x e .

LEMA 4 ~ VadO-6 ~1 < ICZ < ••• < ICYl C.OYl Ie;. E: Card U {oo},

Demostracion. a) Por CP, el Lema Z y AS :

?-"YleI resto sigue por inducci6n (si ICYl = 00, --,3 x no apare-
ce). b) Como ~3 [O,oo)x¢, se sigue de (a). &

Con la anterior notaci6n el Teorema Z dice que toda
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sentencia consistente en MI es equivalente a una de la for-
ma 81 v ••• v8n donde cada 8~ es una conjuncion:

1\ 3 [K-i~'<~) xR -(x) (2)
1~-i~2-6 ..(.

,con K-i~ < K-i~ , Y R1,R2, •.. ,R2-6 una enume racifinde todas
las regiones con respecto a Pl, ... ,P-6'

TEOREMA 3 (COMPLETITUD). Toda -6entene-ia val-ida de
Mww (Qa I a E: I) e-6dedue-ible en MI.

Demostracion. Si ~ es valida entonces es consistente
por la validez de MI. Sea 8; v ••• v 8n una forma normal car-
dinal plena de ~ con cada 8~ de la forma (2). Para cada re-
gion R-i ordenamos el conjunto de los cardinales que apare-
cen en los extremos de los intervalos cuantificacionales
que afectan a Ri en dada una de las a~, digamos:

mil < mi2 < ••• < min _,
..(.

m ,, e: Card U {oo} •
..(.]

(3 )

Por la validez de ~, m'l debe ser 0, de 10 contrario toman-a ..(.do un modelo at con R-i = 0, tendrlamos at 1+ ~. Por un razona-
miento analogo, m-ini = 00. Ahora, introducimos en cada 8~
mediante el Lema 4 (a) los m-ij tales que K-i~ < mij < Ki~.
Si ha~emos esto para cada R-i, ~ resulta equivalente a una
~ * * * *formula 81 v ••• V8n que llamaremos ~ , donde cada 8~ es una

conjuncion:

con miji' m-ij-i+1 consecutivos en la sucesion (3). Por otra
parte, por el Lema 4(b):

2-6 n--l [ )f-" { V 3 mij,mij+l xR-i(x)}
i=l j=l

que por CP nos da:
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donde a recorre todas las funciones a ~ TT[O,n.). Llamemos, ~ ~Vaeo a esta formula; por construccion los 6~ son mutuamente
inconsistentes ya que deben contener intervalos distintos
[mij,mij+1), [mik,mik+1) para alg6n i, los cuales debenser
disyuntos. Evidentemente, cada 6~ debe coincidir Cmodulo,
conmutatividad) con alg6n 6

0
, Mostraremos que tambien vale

el converso. Supongamos que 6~ no coincide con ning6n 6~ y
sea (Jl una estructura tal que

CIR~ 1, ... ,IRaz.sD e:1T[m. C"),m. C') 1)i .co ~ os ~ +

entonces a ~e~ y como cada 6~ coincide con alguna 6~ in-
" , ro IoC. IJI , *cons t sten te con 60, entonces VLo .,- 61L Y as i m 't/= <P • Por 10

tanto (Jl ~<P contradiciendo la validez de <P. De la discusi6n
anterior se desprende:

De 1a deducibilidad de
to la de <p. ,

= Va
V e'
a a

6'a .

resulta la de <p* y por 10 tan-

N6tese que la transformacion de una formula <p a su
formal normal cardinal y todas las demas que se utilizaron
en la prueba anterior se pueden realizar algoritmicamentel* ,en especial la verificaci6n de si <p contiene todas las 60,
10 cual nos d§ como corolario una prueba de la decidibili-
dad de MwwCQa1'··· ,Qan) demostrada en Fajardo (1980).

§4. Apliclc1ones. La existencia de formas normales cardina-
les nos permite dar nuevas pruebas, bastante sencillas, de
resultados ya conocidos. Por ejemplo, los teoremas de.seen-
d~nt~ y a.scendente de Lowenheim-Skoiem resultan trivialmen-
teo Sea <p E MwwC~l, ... ,Qan) una sentencia satisfactible,
entonce~ los extremos izquierdos de los intervalos cuanti-
ficacionales 3X[ic,K')RCx) que afectan cada region en la for-
ma normal cardinal plena de <p solo pueden ser K = m e: W 6
wa1, •.. ,wan. Esto significa que existe un modelo de <p de
cardinal Menor 0 igual que wa = wa1+·' ,+wan = max{wai}·



Analogamente, los extremos derechos solo pueden ser nfrmeros
naturales 0 K' = weq, ... ,wan' 00; 10 cual significa 'que si 4>
tiene un modelo de cardinal mayor 0 igual que wa' algunode
los extremos derechos debe ser 00, es decir la forma normal
debe contener ]x[K,oo)RCx) para alguna region R, garantizan-
do la existencia de modelos de cualquier tamano mayor 0

igual que wa'

Como nueva aplicacion, demostraremos un teorema de
eliminacion de cuantificadores de segundo orden, del cual
se sigue el teorema de interpolacion para MwwCQa I a e:: 1)

de una manera mas directa que en Caicedo (1985, Theorem 4.1)
proporcionandonos interpolantes expllcitas. ,Como corolario
obtenemos tambien un teorema 4e Vaananen (1977).

Denotemos por MIIC~ I a e:: I) a la logica de segundo
orden que resulta de adjuntar a MwwCQa I a e:: I) cuantifica-
dores JS, *S, donde S es una variable de predicado monadi-
co.

TBOREMA 4. M11CQa I a e::I) = MwwC~ I a E !).
Demostraci6n. Por induccion, es suficiente mostrar

que si 4>CS)e::MwwC~ I a e: I), donde S es un predicado mon adi-;
co,entonces 3S4>CS) es equivalente a una formula de
MwwCQa I a e: I). Si 4> es insatisfactible el result~do eS tri-
vial. Supongarnos entonces que 4> es satisfactible y sea V/le/l
una forma cardinal plena de 4>. Si Pl"" ,Pn,S son los predi-
.cados que ocurren en 4> entonces cada e/l puede escribirse en
la forma:

Zn [Ie. 0') [K '. 0 »1\ Jx c» -<'[R.(X)ASCX))AJx -<.' -<'[R.CX)A
i=l -<. -<.

.,SCx)]

donde R1, ... ,Rn son las regiones con respecto a Pl, ..• ,Pn·
En caso de que S sea el unico predicado en 4>, tomamos "x=x"
cbmo R1Cx). Evidentemente, 3SS/lCS) es equivalente semanti-
camente a la formula de MwwC~ I a E I):

Z n [K. +K '. o. +0 '. )1\ :3 x '-<. -<.' -<. -<. R . C x ) •
i= 1 -<.
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Por 10 tanto 3S<j>(S). que es equivalente a VJl.!S6ILCS),resulta
equivalente a una formula de MwwC~ I a E I). •

COROLARIO 1. Sean ~ y ~ 6en~ene~a6 de MwwCQa I a ~ I)
~ale6 que ~ I-~, en~onee6 eX~6te a en e6ta l6g~ea, euy06

pILed~ead06 e6tan entILe l06 eomune6 a ~ y a ~, ~al que
~ I-a~~. Adema6 a puede e6eoge!L6e de maneILa que xo do s La«

euan~~6~eadoILe6 eaILd~nale6 que en ella oeuILILen M~€n en
~ (ILe6peet~vamente, en ~) .

Demostracion. Si P, •...• Pn son los predicados de ~
que no ocurren en ~. y q1 ••••• qm los de ~ que no ocurrenen
~. y ¢(P1' .. ·.Pn) ~~(q1' ... 'qm) entonces

Si eliminamos los cuantificadores de segundo orden de la
formula3p,"~Pn¢(P1'''',Pn) de acuerdo a la prueba delTeo-
rema 4. obtenemos una interpolante cuyos cuantificadorescar-
dinales estan entre los de ~. Si hacemos la eliminacion en
la formula \Lq1 .• \Lqm~Cq1"'" qm)' obtenemos una interpolante
con sus cuantificadores entre los de ~ .•

En el resultado anterior nO es posible pedir que los
cuantificadores cardinales de la interpol ante ocurran al
tiemp6 en ~ y ~. como 10 ilustra el ejemplo:

que tiene como posibles interpolantes QZxCx=x) 0 Q,xCx=x).
pero obviamente no puede tener interpol antes de primer or-
den.

Sea ahora MIlIa logica que resulta de adjuntar a laa
l6gica monadica de primer orden cuantificadores 3S

a
, \LSa,

donde las variables Sa representan predicados monadicos de
cardinal menor que wa'

COROLARIO 2 CV~ananen (1977)). M~l - Mww(~)'
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Demostraci6n. o.ux4l(x)es definible por '3SuV-x(4'(x) ->-

SU(x)), luego la segunda logica esta incluida en la prime-
ra , Ademas 3Suep(Su) es equivalente a 3S(4'(S) f\ ..., !2axS(x)),

luego M~I. ~ MIl (12a) = Mww(~)' !
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