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1.-Introducci6n.

Sea una succsion (fr. "suite", ing. "sequence") de numeros reales
0, en general, de elementos que formen parte de un cuerpo,

(1,1 )

en la cual los u: siguen una ley, conocida 0 desconocida, de forma-
cion. Es costumbre definir las sucesioncs de primero, segundo, ...
p-esimo arden, como sigue,

... ,
Ll]up = UP-+-l - UP; .•.

constituyen la sucesi6n de diferencias de primer orden de (1,1).
Asimismo,

nos da en sus elementos Ll2u\, Ll2U~, Ll2U~, ... , Ll"up, ...
la sucesion de diierencias de segundo orden de (1,1).

1



En general, se define la suceston de diferencias de orden p}
relativas a la sucesi6n (1,1), a saber,

( 1,2)

como sigue,

2.-Expresi6n directa de las Diferencias por medio de los terminos
IIi.

A fin de obtenerla, procederemos inductivarnente, aSI:

Ll3ul = U4 - 2U3 + u~ - (us - 2U2 + ttl)

+ 3u~ - Ul;

U.I - 3U3 +

Llj ul = ~;:u~ - Ll;lUI = u,-, - 3U4 + 3U3 - U2 - (U4 - 3U3 +
+ 3U2 - Ul) = u" - 4U4 + 6U3 - 4U2 + Ul; •••

Para' generalizar, podemos expresar los resultados anteriores por
medio de la f6rmula simb6lica:

(2,1 )

que, aplicada al terrnino general viene a ser,

(2,2) Ll"Ui = (u - 1)(I1)Ui

Al efectuar el desarrollo simb6lieo deben reernplazarse u", UI'Ui) por
U", UI'+i, respectivamente, 10 eual equivale a cambiar los exponentes
por Indices, sometidos a la ley de adici6n causada por la multipli-

. ,
cacion.

Para demostrar la validez de la formula (2,2), apelaremos a la
inducci6n cornpleta. Aceptando su validez para un cierto p, demos-
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traremos que tarnbien es valida para p + 1. En efccto, aplicada la
(2,2) ados terminos consecutivos de la sucesi6n original, 0 sea al
escribir,

y subs traer ordenadamente estas ultimas, se tiene,

= (u -l)(l')(Ui-+-l- t1i) = (u - l)(l')(14 - l)lli

y, finalmente,

~P+'lUi = (u - l)(P-+-l).ui.

Como la inspecci6n directs nos ha hecho ver que la (2,2) es valiJa
hasta p = 4, queda demostrada su generalidad.

3.-Sucesion potencial de terminos en progresion aritmetica.

Sea la sucesi6n de terrninos en progresi6n aritmerica,

a, a + r, a + 21', a + 31', ... ,a + (i - 1)1', a + ir, ...

10s que seran designados, para mayor brevedad, 3.S1,

Considerernos las potencies indice J de la sucesion escrita, a saber,

(3,2)

Para sucesiones de esta naturaleza demostrarerno el siguiente

TEOREMA. - La succslon de Diicrencias de arden s + 1 de la su-
ccsion [ormada pOI' las potencias indice s de tcrminos que forman
progresion arltmetica, cs nula. Simb61icamente,

~s-+- 1 qiS = O.

Demostracion, -'-- Vearnos como se curnple el teorema para s = 1
y luego para J = 2.
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s 1.

qi a, a + 1', a -+- 21', ... , a + (i - 1)1', a + ir, ...

r , r, 1', ... , 1', ... ,

0, 0,

s = 2. La sucesi6n cuadratica da las Diferencias siguientes,

qi2 a2, (a + 1')2, (a + 2rr, ... , [a + (i _1)1']2, (a + i1')2, .
A1qi2 : 2ar + 1'2, Zar + 31'2, 2ar + 51'2, ... , 2a1' + (2i - 1)1'2, .

0, ... , 0, ... ,

2l, 21'2, .,.

0, ... ,

A2qi2

A;~qi2 . ,

7 2_I' , 7 ?_r-, ... ,

Pasamos ahara a demostrar que si el teorema es valido para un
cierto s (s, entero positivo) tarnbien es valido para s + 1. Es decir,
aceptarnos que se cumple la relaci6n,

y hacemos ver que, como consecuencia de la anterior, tam bien
debera cumpJirse,

S-+-l

As + 2 qi = 0.

El'f efecto, de acuerdo con Ja definici6n, podemos escribir,

Esto ultimo puesto que el teorema habia sid a aceptado para s y, par
consiguiente, hasta s. En la cadena de igualdades se ha tenido en

1



euenta que las eonstantes pueden disponerse fuera del signa u ope-
rador ~k.

Con 10 anterior el teorema queda demostrado puesto que su va-
lidez se habia hecho presente para s = 1, despues para s = 2.

Corolario. - Es interesant·e subrayar que, para la sucesi6n de
potencias de los nurneros naturales, a saber,

1', 2\ 3" 4', ... , p" ...
easo en el cual r = 1, el teorema general suministra laimportante
relaci6n,

~S-t-l p' = °
la que en palabras se puede enuneiar diciendo que la succston de
las diferencias de orden s + 1 de la suasion constituula por Las po
tencias s de los ntcmeros naturales, cs cero (0 mejor, es la suasion
nula, 0, 0, 0, ... ). Esta relaci6n implica el que las sucesiones de
orden mas alto que s + 1 tarnbien sean nulas, ya que son Diferen-
cias de la sucesion nula, En sirnbolos, la relaci6n,

~,+ I p' = 0 implica, ~'-t-l-t-I' p' = 0

para todo k entero positivo.

4.-Expresi6n de los terminos u. de la sucesion original 0 primitiva,
por medio de las Diferencias ~i.

De acuerdo con la definicion de Diferencias Finitas, tenemos,

U~ - u, = ~]tll de donde, tt~ = til + ~lUI = (1 + ~I )uI

= (1 + ~)(J)u1

UI, + 1 - W, = ~lU:" de donde, UI, + J = Uk + ~IUI' =

podemos, por consiguiente, escribir,

UI; = (1 + ~)(1)U1'-1, ... , u,: = (1 + ~)(l)U2'

112 = (l + ~)(l)Ul'
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Multiplicando entre si las relaciones anteriores y suprimiendo fac-
tares comunes, result a,

(4,1 )

la cual, para el rerrnino de rango k se modifica asi,

( 4,2)

SI considerarnos que UI es el primer termino de la SUceSiOl1, la for-
mula (4,2) conduce, finalmente, a

( 4,3) (1 ") ('<-1'UI<-t-i-j = -+- U JUi.

Resulta interesante observar que la (4,3) puede obtenerse de la
(4,2), multiplicando los dos miembros de esta ultima por Ui-1 a
derecha y sometiendo los indices a la misma ley sumatoria que el
algebra ordinaria aplica a los exponentes.

5.-Sumacion de los terrninos de una sucesion,
n

Con el proposito de calcular 1a suma :s us., proeederemos como
sigue, k=l

... pues se trata de la suma de terrninos de una progresi6n geometric a
-cuya razon es (1 + .6.)(1) = (1 + .6.1), El primer terrnino de di-
clia progresi6n, resulta ser

(1+.6.)(°)=1

£1 resu ltado anterior puede eseribirse:

'\ _ (1 + ~)(")- 11u» - u,
k=l .6.1

en Ia cual, al efectuar las operaeiones inclicaclas a la derecha del
signo =, se tiene,

(5,1 )
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n

"..... Ul< :=:
].;=1

de donde

(5,2)

en la cual hemos dividiclo por .6.1 segun las reglas ordinarias rela-
tivas a exponentes.

6.-Calculo numerico de polinomios,

Pasarnos ahora a aplicar la teoria anterior al calculo de una fun-
cion racional entera de la variable x (polinomio en z ). Suponernos
ell 10 que sigue que tanto los coeficientes como la variable x, per-
tenecen al cuerpo de los nurneros reales, Sea pues la funci6n ra-
cio 11 al entera,

(6,1) f(x)

s
2: a p x '-P.

I/=:O

Supongamos que a la variable x se le asignan valores en progresi6n
ari trnetica,

x, X .t, h, x -+- Zh, x -+- 3h, ro 0' X + (p-1)h, .0'

los val ores correspondientes de la funci6n f(x), seran designado
respectivarnen te aSI:

... ,

a de manera aun mas sucinta, par
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Vamos ahara a demostrar que, bajo las condiciones apuntadas, es
valida la siguiente relacion,

(6,2)

que puede ser considerada como Ia ecuaci6n en diferencias finitas
de la funci6n entera racional (poJinomio) de grade s.

Dernostracion. - Teniendo en cuenta que el operador ti posee
Lt propiedad distributiva, podemos escribir,

(6,3) + ...+

Ahora bien, las constantes a'v pueden ser escritas fuera del operador
tid- I en calidad de coeficientes, as!

s-I

(6,4) tiS+-I f{r:) = a" Lls+ I xt + al Lls+1 Xi + '" +
+ as-] tis+1 Xi + wsl1S+1 (1)

EI simbolo (1) indica la sucesi6n 1,1,1,1, ... Como, segun eI teore-
rna fundamental demostrado en el aparte 3, valen las relaciones,

~-]

= ... =0

to.los los terrninos del segundo miembro de la (6,4) resultan nulos.

En consecuencia,

tis +1 f{r:) = 0 0 tarnbie n, I1p+1 fi( X ) 0,

.para p ;? s.

Teniendo en cuenta que, segun la (4,2) se tiene,

si cambiamos en esta u por f y 111 por fi Uegamos, finalmente, a la
formula,

(6,5)

que puede ser escrita de manera mas explicita, como sigue:
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(6,6) . f, ,-" '1P + 1)" , (p + 1) 1 "~ -L.'r-rl-+-1 - \ it ,11)-+-1- 2, I''''"' 1 I .. ,

Ia cual para i = 0, da:

(6,7) 1'>-1"1= (Pt1)/JJ-(P!I)fp-1+
+-'(P+J)f '( 1)1'1- 3' P-2 ~ .... i - 0 ..

La (6,7) puede expresarse tam bien como producto escalar a rna-
trieial, a saber, de la matriz linea

l"/p+l,_(p+l, IP+l) _,. ..L .._l" (P+l,
~ 1 )~, \ 2 )" + \ .3 ,? ,I ( ) \P + 1)

par Ia matriz columna,
r f

,I'

/P-1
/"-2

to
Dicho producto se escribe en forma sintetica como sigue,

en la eual la variable entera v ha de recibir los valores 1,2,3,4, ... \
p,p + 1. £1 resultado anterior, eontenido en 1a fJrmula (6,8) sim-
plifica y "autornatiza" considerablemente el calculo de polinomios.
£1 autor del presente estudio ya le habia hallado siguiendo un pro-
eedimiento completamente diferente. Se encuentra en el folleto que
tiene por titulo "Deduccion de una formula para lntcrpolacion y
sus apltcactonesal Algebra", publicaclo en Medellin, Colombia, 1951".

Veamos algunas aplicaeiones numericas de la formula (6,8).
Para un polinornio de tercer grade, la formula explicita (6,7) cia,

(6,9)



Los coeficientes del desarrollo binornico llevan signos alternados.

Sea, par ejemplo,

f(x) = i1
- 16~ + 55x - 24

POl' cornputo directo, se obtiene,

f(O) = - 24, f(l) = 16, f(2) := 30, f(3) = 24.

v.rlores que llevados a la (6,9) dan,

f(4) = - f(O) + 4f(1) - 6f(2) + 4f(3) = 4

ell esta forma el compute se puede continuar indefinidamente.

Ell seguida presentarernos un ejernplo mas arnplio y rnayores
detalles concernientes al compute de polinomios.

Sea el polinornio de sexto grado y de coeficientes enteros,

f() (' ~. +- 8 -l ., -0 7.. x = x' - )X'· x - 12x'J

- 6x- + 9x -

Los siete valores de partida, obtenidos por compute directo, son,

f( - 1) = 4, teO) = - 7, f(l) = .- 12, f(2) = -77, etc.

Estos val ores aparecen en la tercera columna del modelo de
calculos indicado como Cuadra 1. En la primera columna hacemos

camt:r los co~ficientes binornicos ( ~ ) provistos can signos alter-

nados, La labor de calculo consiste en efectuar el producto matricial
(escalar) de los coeficientes binornicos, par siete valores consecutivos
de f(x).

Cuadra 1.

1 f( -1) = 4 4 -7
- 7 f( 0) = -7 49 84

21 f( 1) = - 12 - 252 - 1617
-- 35 f( 2) = - 77 2695 6860. \,,- f( :2) - - 196 - 6860 6615.») .J -

-··21 I( 4) = ]89 - 3969 - 71148
7 I( 5) = 3388 23716 107681

---- -----

15383 48'168
c.::: 1(6) = 1(7)
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- 12 - 77 - 196
539 1372 - 1323

- 4116 3969 71148
- 6615 - 118580 - 538405

118580 538405 1696380
323043 1017828 - 2616789
339276 872263 1956668

124609 279524 567483
= 1(8) = /(9) = 1(10)

Explicaci6n del Cuadro 1. - La primera horizontal esta for-
mada por los valores de f( x) previarnente calculados ; la segundu
horizontal esta constituida con los productos de - 7 por los rnis-
mas valores de f( x) can excepci6n del primero; la tercera horizon-
tal se forma con los productos de 21 por los valores previarnente
conocidos de f(x), con excepci6n de los dos primeros, etc., etc.

A continuaci6n (Cuadro II) presentamos el compute del mis-
mo polinomio, para valores decimales de la variable independiente.

Cuadro II.

1 /(2,0)
- 7 1(2,1)

21 1(2,2)
- 35 /(2,3)

35 1(2,4)
-- 21 1(2,5)

7 1(2,6)

88,546129
706,390272

-- 2393,001681
4460,939840

- 4939,921875
3247,528704

- 1172,556427'

179,167296
1(2,8)



La construccion del cuadro anterior se facilita considerablemente
al proceder en la forma siguiente: una vez obtenido un valor para
/(x) multiplicase por los coeficientes binomicos en orden ascen-
dente. Los productos se van colocando en los espacios a la derecha
en la linea correspondiente al coeficiente bin6mico. Como estes se
repiten a excepci6n del ultimo de ellos guees 1, el numero de
prod uctos por efectuar se red ucira a la mitad. Para facilitar esta
explicaci6n se ha provisto con un indice I a los prod uctos de /(2,7)
por 7, - 21, etc.

Obscruacion, El dlculo de los valores de f(x) segun el pro-
cedimiento explicado, debe ser reaIizado con toda exactitud. Al
abandonar cifras decimales se produce una divergencia apreciable
entre los valores obtenidos y los verdaderos, como puede verse por
el ejemplo siguiente:

Cuadro III.

1 77,0000 - 77,0000 - 88,5461
7 88,5461 619,8227 706,3903

21 100,9129 - 2119,1709 - 2393,0025
- 35 - 113,9525 3988,3375 4460,9390

35 - 127,4554 - 4460,9390 -- 4939,9210
-- 21 - 141,1406 2963,9526 3247,5282

" - 154,6442 - 1082,5094 - 1172,5455i

------ -----, 167,5065 - 179,1576

- 100,9129 113,9525
797,6675 892,1878

- 2676,5634 - 2963,9526
4939,9210 5412,5470

- 5412,5470 - 5862,7275
3517,6365 3762,3096

- 1254,1032 - 1322,3105
------
- 188,9015 - 195,8987

que es el mismo c6mputo realizado antes, con los valores de la
funci6n tomados a cuatro decimales exaetos. AI comparar los re-
sultados de este ultimo calculo con los obtenidos antes, se aprecia
Ull "desajuste" sistematico.
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