Revista ColLombiana de Matemdticas
Vol. XXIV (1990), pdgs. 129-144

GEOMETRIA INTEGRAL DE LOS GRUPOS ST(N+1) Y ST,(N+1)
EN EL ESPACIO PROYECTIVO Py

por

Berenice GUERRERO

Introduccion. La medibilidad de ciertas familias de subespa-
cios del espacio proyectivo P, respecto del grupo proyectivo
ha sido estudiada por L.A. Santalé [6], R.E. Luccioni [4], y
M.I. Stoka [11]. L.A. Santald en su articulo "Integral Geo-
metry in Projective and Affine Space'" demuestra los siguien-
tes teoremas:

TEOREMA. 1. Los subespacios Lineales no tienen densidad
Ainvanriante nespecto def grupo proyectdivo.

TEOREMA 2. Una condicibn necesarnia y suficiente para
que el subespacio 3h1*---+5hm» compuesto de m-subespacios
Lineales de dimensidn hi' s4n puntos comunes y con La con-
dicibn hy*h,*...+h+m < n+1, tenga una densidad invariante

respecto del grupo proyectivo, es que h1+h2+...+hm+m = n+1.
Por otra parte, M.I.Stoka en su articulo'Géométrie In-
tégrale dans 1'espace Projectif Pn"’ prueba los siguientes

teoremas:

TEOREMA 3. Las familias de sistemas de n puntos,n# n+l,
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Aindependientes del espacio proyecitivo Pn no son medibles. La
gamilia de sistemas de n+1 puntos independientes es medible.

TEOREMA 4. Para n < n, Ra familia de n hipenplanos 4inde-
pendientes del espacio proyectivo P, no es medible.

TEOREMA 6. La famifia def espacio proyectivo Pn de 848-
temas de punto mds hiperplano, con ef punto no perntenecdiente
al hipenplano, es medible.

TEOREMA 7. La famifia de hiperparoboloides no degenenra-
dos del espacio proyectivo P no es medible.

Para cada una de las familias no medibles de los Teore-
mas 3, 4 y 7, Stoka prueba que existen dos subgrupos del gru
po proyectivo respecto de los cuales las familias admiten

dos medidas distintas.
En el presente articulo se estudia la medibilidad de

algunos subespacios del espacio proyectivo respecto de dos

subgrupos del grupo proyectivo, a saber: el grupo triangular
especial ST(n+1),n > 1, de matrices triangulares con deter-
minante 1, y el grupo ST1(n+1) de matrices triangulares con

unos en la diagonal.

1. Grupo triangular especial ST(n+1). El grupo triangular
ST(n+1) con n > 1 es el grupo de las matrices triangulares
(n+1) x (n+1) de determinante uno, tales que ST(n+1) =((a4ﬂ)
con a;, = 0 para 0 € § < £ <« n (ver [5], pag.64).

Cuando el grupo triangular ST(n+1) opera sobre el espa-
cio proyectivo Pn puede ser representado por el sistema de
ecuaciones

xp = LgkakiXL’ k=0,1,...n (1
con Iakil = 1, siendo x_,x;,...,x, (respectivamente X seses
xh) las coordenadas homogéneas en Pn‘ Las ecuaciones (1) dan
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lugar a la representacidn matricial X' = AX donde A es la
matriz triangular ((aij)) con aij = 0 para 0 <« §f < £ € n,a,.
>0,{ =0,...,n, X' y X son matrices columnas cuyos ele-
mentos son las coordenadas homogéneas xé,...,xh Y XgreessXs
respectivamente. Esto significa que podemos considerar el
grupo (1) como el grupo de transformaciones determinado por

los n+1 puntos analiticos:

>
I

= (a | p——_)

o oo’ ?
Ry =90d " a7, 0N 00)
1 o171 (2)
A2 = (aoz,a12,a22,0,...,0)
An ¥ (aon’a1n’a2n""’ann)
con
det(A A;...A ) = det A = 1. (3

Asi considerado, el grupo (1) depende de ﬂi%;él parametros

independientes. Las Foamas de Maurer-Cartan son los elemen-
tos (1-formas) linealmente independientes de la matriz

Q= A VdA, (4)

siendo A la matriz determinada por los puntos analiticos (2)

y dA la diferencial de ésta. Si W son las 1-formas de Mau-

rer-Cartan, ellas (por (3) y (4)) satisfacen la relacidn

]
PAo mos Jo Ao < = 0y..ain (5)
i ko P RIS R

<

con

w., = 0. (6)
OL&

nes1s

L

Diferenciando (5) y utilizando (5) y (6) obtenemos las ecua-
ciones

j .

dw,, = ) W Awkj’ 4,4

ee,n, 7
TR . (7

e
Al
/o
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1lamadas las ecuacdiones de estructura de Maurer-Cantan del
grupo (1). E1 grupo (1) no es unimodular (ver [5] pag. 64);
luego, para las constantes de estructura se tiene k=0cik =0
(ver [8] pag. 178). Con estos elementos dados, procedemos al
estudio de densidades invariantes de subespacios del espacio

proyectivo Pn’ respecto del grupo (1)

1.1. Densidad para subespacios Limeales. Sea S un subespacio
lineal del espacio proyectivo Pn’ de dimensidn h,h < n. Supo
nemos que S estid determinado por los puntos analiticos: An’

An-1’An-2""vAn-h' S permanece fijo si, y sélo si, las di-
ferenciales dAL para £ = n,n-1,...,n-h, son combinaciones
lineales de los puntos Ai para £ = n,n-1,...,n-h. Dada la

relacidén (5), esto quiere decir que S determina el sistema:

£=0,1,...,n-(h+1)

wéj = 0 para
§ = n,n-1,...,n-h.

Para facilitar los cidlculos llamamos

n-(h+1) n-(h-1)

HE L/=\0 in’ Mt A S,
n-(h+1)

%" Ay Rnp 7 G Rol Ty e

Entonces la (h+1)(n-h)-forma Q es la densidad invariante pa-
ra S, si, y solo si, dQ2 = 0. De la relacidn (7) se tiene pa-
ra cada § = 0,...,h

n-(h+1)

de-=Q./\ ) (w, .- L (8)

W
§ 155 AL "n-f,n-§

Usando (8) la diferencial de Q2 resulta ser:
h n- (h+1)
do = (-1)"aa Lzo (mii'wnn)+°"+(mii'wn—h,n-h) .

De la relacidén (6) y simplificando podemos escribir:
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n
da = -1V (en)an § w,, 9)
AL
n-h
Esta diferencial es cero s6lo si n-h = 0 (por (6)), es
decir, cuando S tiene dimensién n. Luego hemos probado:

TEOREMA 1.1. EL conjunto de subespacios Lineales de di-
mensibn h < n no tiene densidad invariante nespecto del ghru-
po ST(n+1).

1.2. Densidad para panes de h-plano S y punto P, con P # S,
h=0,1,2,...,n-1. Tomamos el h-plano S generado por los

puntos analiticos: An,A "An-h (ver 1.1.) y el punto

pe12°"
determinado por la suma An+An-(h+1)'

De (1.1.) sabemos que S determina el sistema:

0,1,...,n-(h+1)

4
mij = 0 para
§f =n,n-1,...,n-h

y, por (5), P determina el sistema:

(

Win-(h+1) = 0 para 4 0,...,n-(h+2)

) W, = 0 para k = n-h,...,n-1
®anCn- (he1)n-(he1) = 0
Llamamos L
n- (h+1) n-(h+2)
iyl ii\o o ¥ » T N (hen)

f=n,n-1,...n-h

n-1
Hy ® J;-n/!hw‘;" v By = (W00 1) n- (Re 1))

De (9) se tiene

n
h+1(n+1)ﬂ1 ()

A=n-

dﬂ1 = (-1) hmi{
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De (5) se obtiene:

n-(h+2)
a0 = 80 1 (00 (he1) ,n- (he1))
dQS 0 L"g hwl.& nn]
da, = 0.

Si 2 es el producto exterior:

Q = 911\921\931\524,
2 serd la densidad para S+P, con P ¢ S, si, sblo si,
d2 = 0. Diferenciando Q se llega a la expresidn:

n
dQ = -(n+1)QA Lo W (10)
A=n-(h+1)
Puesto que las W o estdn relacionadas finicamente por la

ecuacidén (6), esta diferencial es cero sbélo en el caso
n-(h+1) = 0, esto es, cuando h = n-1, Hemos probado:

TEOREMA 1.2. La suma de un subespacio Lineal mds punto,
con P ¢ S, admite una densidad invariante nespecto al grupo
ST(n+1) s6L0 84 el subespacio es un hipenplano.

1.3. Densidad para pares de h-plano S y punto P, con P = 8§,
h =0,1,2,...,n-1. Sea S el h-plano determinado por los pun-
tos A ’An-1"‘°’An-h y P el punto analitico An. Por el nume-
ral (1.1.) sabemos que S asi definido determina el sistema:
£ =0,...,n-(h+1)
w.,. =0 para

44
f=n,...,n-h.

Por el mismo numeral (1.1.)(h = 0), P define el sistema:

134



Wep = 0 para £ =0,1,...,n-1.

Luego, el par S+P con P = S define el sistema:

L =0,...,n-(h+1)
mij s P §f =n,m-1,...,n-h
@i = 0 para £ = n-h,...,n-1
Llamando
n- (h+1) n-1
17 Léo Wig ’ 4, * _n_thn
f=n,n-1 n-h
y
Q = Q1A 92

El conjunto S+P con P = S tiene densidad invariante
respecto al grupo (1) si, y s6lo si, d2 = 0. De (9) 1la dife-
rencial de Q, resulta ser

h+1 4
e, = (-1) (n+1)Q W -
1 1 L=§-h L4
y, de (5),
n-(h+1)
da, = -Q, A ) weetCheDo
Luego
n
dQ = QA [(n+2)¢=yzl-hw‘5‘"'+(h”)m""] an

producto exterior que es diferente de cero para todo h < n.

Luego hemos probado:

TEOREMA 1.3. EL confunto S+P con P« S no tiene densi-
dad invariante nespecto del grupo triangufar ST(n+1).
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§2. Grupo triangular ST1(n+1). El grupo ST,(n+1) es el grupo
de matrices ((aij))’ (n+1)x(n+1), tales que: aij = 0 para
0« j<i<n y a, =1para0 < &< n (ver [S] pag. 65).

ST1(n+1) por ser un subgrupo normal de ST(n+1), es un
grupo unimodular (ver [8] pidg. 158), es decir, el elemento
de volumen de ST](n+1) invariante a izquierda, es también
invariante a derecha.

Considerando el grupo ST1(n+1) como grupo de transfor-
maciones sobre el espacio proyectivo P puede ser definido

por las ecuaciones:

& n
X, = x.+ 2 Qi Xis L =0,...,n, @)
4 £ pair ARTR

. = +
siendo Xgee Xy, coordenadas homogéneas en Pn’ y los ﬂi%rll

parametros del grupo a, los elementos de la matriz

L5
Ggi = 0 para 0 < § < L < n
A = ((aU)), con

a;.; 1 para 0 < L s n

LL
Las ecuaciones (1) también las podemos expresar en for-
ma matricial por

*

X" = AX, con |A] =1,
* * *
X y X vectores columnas (xo,...,xn) y (xo,...,xn) res-
pectivamente. Definiendo los puntos Ao’A1""’An por
Ao = (1,0,...,0)

A1 = (a01,1,0,...,0)

: (2)
A! - (aoj,a1j,...,aj_1’j,1,0,...,0)
An = (aon’aIn"°"an-1,n’1)

la matriz A serd la matriz de columnas A ...A , con |A] =
|A0A1...An| = 1.
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Formas de Maurer-Cantan. Las 1-formas W definidas por 1la
matriz triangular

2= () = A Tda

son las EL%%ll componentes relativas del grupo o formas de

Maurer-Cartan. Si
= A1 -
((ag)) = Ay ((day)) = dA,
ellas estan dadas por la expresidén

¢ e k_2+1°4ckdakj’ 1S oo (3)
y también verifican
§-1

k=§+1aikwkj’

daij = wij+ L% fia (4

De (2) y (4) se encuentra para cada Aj la expresidn:
dAj = Z Akmkj k< 4§=1,...,n, (5)

dA_ = 0.
o

Las ecuaciones de estructura, obtenidas al diferenciar
(S) son:

- k=§.+1m"k Nopjr LS i
De donde
dmu:+1 =0, £ =0...n-1. (7)

2.1. Densidad para subespacios lineales. Sea S, el subespa-
cio generado por los puntos An’An-1"‘An-h con h < n. El
subgrupo de STl(n+1) que deja invariante a Sh define, por
(5), el sistema completamente integrable:
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Wi = 0 para (8)
f =n,...,n-h.

Luego si Q es el producto exterior

n-(h+1)
Q = A w,; (9)

Q serda la densidad invariante para Sh sespecto del grupo
ST1(n+1) si, y sblo si, dQ = 0. De (6)

n- (h+1) 2 n-(h+1) §-1 (10)
dQ = -1 w.: A Wyp AW
JLZo i L’=5’L\+1 atd k=!zl+1 Lk " "k
n-h<jgn

Pero para cada § en (10) el producto exterior en el pa-

réntesis cuadrado es nulo, luego
dQ = 0
Hemos, pues, probado:

TEOREMA 2.1. Los subespacios Lineales de dimensién h <n
admiten una densidad invariante respecto del grupo ST, (n+1) .

Si Sh tiene una densidad invariante respecto de ST1(n+U,
entonces tiene una medida invariante, dada por fsh“'
Si h = O’Sh es el conjunto de puntos P para el cual el

sistema completamente integrable (8) es, Wip = 0 para 0 ¢ 4

< n-1, y su densidad invariante esta dada por:

n-1
dP = Léowin.

amn
Usando (3), dP es el producto exterior:

dP = day Ada; A...A dan‘1,n’
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Tomando coordenadas no homogéneas (xo,...,xn_1) para el pun-

to P tales que x;

i = @&;, para 0 €« £ € n-1, resulta

dpP = dxo A...Adx (12)

n-1°
Es decir, la densidad para puntos es el elemento de volumen
del espacio.

Si h = n-1,3h es el hiperplano H, para el cual el sis-
tema (8) estd dado por

Woj = 0, 4§ =1,2,...n-1,n, (13)

y su densidad invariante por:

n
dH = A\
Chal

(14

w_ ..
o
De (3) encontramos que Wy puede ser expresado en la forma:
d 5! (15)
w;; = -|do, .+ a, .da ) 0 L <f<n
44 49" pafer B 4

de donde dH resulta ser:

dH = d;o1/\daozl\...l\da (16)

on’

siendo ((aij)) = A'1. Por (1) la ecuacién del hiperplano H

estd dada por:

+ +...4 x = 0.
X0 a°1x1 %on*n

Tomando coordenadas no homogéneas Zi’ki tales que

X Qg4
we Ky e e kg
5 n on on
L =0...n L=1...n-1

la ecuacibén de H puede escribirse:

kyz,+ Ryzqt...tk, 4z, 4% 1=0,
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y dH resulta:

e Ady g+ vd, g

dH = (ko)"*1

Con el fin de simplificar esta expresidn llamamos

dK = dko A...Andk Entonces

n-1°

_ dK
di = EE;THTT 7

2.2. Densidad para h-plano y punto (Sh+P) con P & Sh' Sea
Sh el plano generado por los puntos An’An-1"'An-h’ con

h < n, y P el punto de coordenadas no homogéneas xi,O € 4
< n-1, tales que X; = j=g+1a£ji = 0,.:.n-1, entonces, de (4)
y (8), el subespacio Sh+P define el sistema completamente

integrable:
4L =0...n-(h+1),
w,; = 0 para
44 j = n,n = 1,.-.n‘h, (18)
w,. =0 para 4 = 0,..., -1.
jeis1 v ;
Llamamos
n-(h+1) n-1 g
Q AN w.;, 2 = A w,;
. i=0 I P i=o j=int Y
n-hgfsn

entonces Q = QAASH,es la densidad invariante para $h+P si,
y s6lo si, dQ2 = 0. Por el teorema 2.1, dné =0 vy dnp =0,
luego:

= - n =
dQ dQA"Qp+( 1) Qbi\dﬂp 0.

Hemos probado:

TEOREMA 2.2. Los subespacios compuestos de un h-plano
Sh(h < n) y punto, con P & Sh' admiten una densidad 4inva-
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niante nespecto del grupo ST1(n+1).
Es decir, (Sh+P) con P & Sh admite una medida inverian-
te respecto de $T1(n+1), dada por la integral I$h+ Q.
Llamando dSh =Q, v dP = Q la densidad de (Sh+P)
resulta:

p’
d(Sh+P) = dSh A dP

Si h = O’Sh es un conjunto de puntos, luego la densidad pa-
ra Sh+P es la densidad para pares de puntos P1+P2, igual al
producto de las densidades:

d(P1+P2) = dP1 AdP2

Si h = n-1,8, es un hiperplano H y

d(Sh+P) = d(H+P) = dH A dP.
Reemplazando en (12) y (17) resulta:

dK A dP
d(H+P) = , 19
(HeP) = CoyneT (19)
donde k°z°+...+kn_1zn_,+ 1 = 0 es la ecuacidén del hiperpla-

no y, dP = dxo...dx la densidad de P con coordenadas no

n-1
homogéneas (xo...xn_1).
Llamando p y D0 a las distancias de H al origen y al

punto P, respectivamente, (19) se transforma en

n+1
d(H+P) = (5) dK A dP

con dK = dkoA +++ Adk, ;. Expresidn encontrada por Luccioni
[4] para 1a densidad invariante de H+P respecto del grupo
proyectivo. Es decir, la densidad para H+P en el espacio
proyectivo, coincide respecto de los grupos ST1(n+1) y pro-
yectivo, como debe ocurrir (por ser ST1(n+1) un subgrupo
del grupo proyectivo (ver [7])
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2.3. Densidad para h-plano y punto (Sh+P) con P c'sh. Sea

S, el subespacio generado por los h+1 puntos An’An-l"'An-h
y P el punto An. El subespacio (Sh+P) asi definido por (8) y
(11) determina el sistema completamente integrable:

w;; =0, 0< £ < n-(h+1), n-h € § ¢ n,

L4
(z1)
w;, =0, para n-h ¢ £ € n-1.
Llamando
n-(h+1) n-1
R, = A w.; y Q@ = A w,
" i=0 Y P i=n-h "
n-h<jgn

Sh+P admite una densidad invariante Q = Q, AQP si, y s6lo
si, d2 = 0.
Por el teorema 2.1. dQA = 0, luego d2 = 0, si, y sdlo
si, Q, Adﬂp = 0. Por (6)
f
1

n-1 n-1 n-
da = } {(“1)(n-h)-l ©in(@gn) | A k I 1m2kAwkn (22)
= +

P g=n-n i=n-h

don?e (wln) significa el término excluido del producto

L:A-hwin en cada sumando. Facilmente se observa que para ca-
da valor de 2 aparecen 1-formas repetidas, luego el produc-
to exterior se hace cero para cada &,n-h € £ € n-1 y dnp

= 0. Asi queda probado el:

TEOREMA 2.3. Los subespacios compuestos de h-plLano
Sh(h < n) y punto, Sh+P, con P = Sh, admiten una densidad
Linvariante nespecto del grupo ST1(n+1) dada ponr:

d(sh+P) =Q= QA ﬂp
Si h = n-1,8, es el hiperplano y
n-1

n
d(S,+P) = d{H+P) = w_: A w
h jél of ié1 in
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Por (14) sabemos que dH = jg w_., luego

d(H+P) = dH A A\ w,,

De (17) y (3) resulta:

dK A (daml\ daznl\ ...Nd
(ko)n+1

an-1n)

d(H+P) =

51end?‘dK = deg A ... Adk, _,, con kozot---*k, 4z, ¢ =0 la
ecuacidén de H. Si (xo...xn_1) son las coordenadas no homogé-
neas de P, con X; = ainO < 4 ¢ n-1, entonces
dK/\dx1I\...I\dx

(ko)n+1

d(H+P) = il
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