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UNA NOTA SOBRE M3-RETICULADOS

por

Aldo V. FIGALLO

Resumen. En el presente articulo determinamos las M, -con-
gruencias. Probamos que todo M. -reticulado es un &lgebra de
Brouwer. Hallamos la relacidn existente entre los n-ideales de
un M,-reticulado A y los ideales del (0)-reticulado distribu-
tivo K(A) de sus elementos invariantes. Finalmente probamos
que todo M3-reticulado con {iltimo elemento es un dlgebra de
Lukasiewicz trivalente centrada.

1. Preliminares y notaciones. En [4] se introduce una defini-
cibén equivalente a la siguiente:

1.1. DEFINICION. Un M3-/Leucu£ado es un dlgebra (A,a,
v,-,4,0) de tipo (2,2,1,1,0) tal que el reducto (A,r,v,0) es
un (0)-reticulado distributivo y se satisfacen las siguien-
tes propiedades:

(A0) (definicidn) Vx = xv-x,

(A1) A(xA-x) =0,

(A2) =-=x = x,

(A3) -ax ¢ Ax (donde x € ¥y Si XAy =X 0o xXVy = y),
(A4) AVx = Vx,

(AS) A(x vy) = Ax v Ay,

(A6) V(xAy) = VxAVy.
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Cuando no haya lugar a dudas, denotaremos a cualquier Ms-re-
ticulado por su conjunto soporte. Representaremos las varie-
dades de los (0)-reticulados distributivos y los Ms-reticu-
lados con Ro y M3 respectivamente.

1.2. DEFINICION. ([4]). Si A = M3 entonces:
(1) a = A se dice 4nvariante si cumple a = Va,
(2) si X = A, representaremos al conjunto {Vx : x € X} con

K(X).

1.3. LEMA. ([4]). S&{ A = Mg, entonces:
(1) b = K(A) 84 y 5680 84 se cumple b = Ab,
(2) (K(A),A,v,0) € R,.

1,4. Un ejemplo importante de M3-reticulado, es T =
(TyA,v,-,4,0) [4], cuyo diagrama de Hasse y operaciones co-

rrespondientes son:

X -X Ax
a 0 0

a 1
0 1 a

1.5. TEOREMA ([4]). Si A = M3 no es trivial, entonces
existe un conjunto no vacio E(A) tal que A es Lsomorfo a un

Mz-subreticulado de TE(A).

Sea A = R, un ideal T de A es un subconjunto de A con
las siguientes propiedades:
(N1) 01,
(N2) si x,y = I entonces xvy eI,

(N3) si x € T entonces x Ay I para todo y = A.

1.6. DEFINICION. ([4]). Un n-ideaf de un Mj-Reticula-
do A es un ideal N de A que verifica:
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(N4) Si x = N entonces -x = N.

La condicidén N4 es equivalente a (N'4): Si x « N en-
tonces Vx € N.

Un n-ideal es primo, irnreducible o completamente inne-
ducible si es un ideal primo, irreducible o completamente
irreducible respectivamente.

Representaremos la familia de todos los n-ideales de A con
N(A).

Si A = M3,M= N(A) es un n-Ldeal maximaf si verifica:

(M1) A # M,

(M2) si MSN y NeN(A) entonces M =N o N = A.

Si A e M3 y X <A,I(X),F(X) representan al ideal y al
n-ideal generado por X respectivamente.

1.7. LEMA ([4]). F(X) = T1(K(X)).

1.8. LEMA. S{ A = MS’ entonces se satisfacen:
(A7) Ax A A-(Axv -Ay) = 0,
(A8) Ay < Axv A-(Axv -Ay),
(A9) x s yvA(-(xvVy)v-(yv-x)),
(A10) (xAyaz)vA(-(xvVy) v-(yv-x)) < z,
(A11) (deginicibn) x/y = x AA(-(xv Vy) v-(yv-x)),
(A12) x A (x/y) = x/y,
(A13) A(x/y) = Ax/Ay,
(A14) -x/-y < -(x/y) v-(y/x),
(A15) -(xvy) <« -xv-y ([4]),
(A16) vax = ax ([4]),
(A17) ax < x ([4]).
Demostracién. Es consecuencia inmediata del teorema
e

2. Congruencias y n-ideales.

2.1. LEMA. S{ A « M , entonces se satisfacen:
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(A18) x < yv (x/y),

(A19) 84 x € yv z entonces x/y < z.
Demostracibn.

(A18) De x €« xvy y A9 x < yvA(-(xvVy) v-(yv=x)), luego
por A11 tenemos x < yv (x/y).

(A19) Sea x < yv z, entonces por A12, A1l y A10:

x/y = xAx/ynr(yvz) = (yax/y) v (zAx/y)

= (xAyAz) vA(-(xvVy) v-(yv-2z)) € z.

2.2. OBSERVACION. De 2.1. resulta que si (A,A,v,-,4,0)
« M3, entonces (A,A,v,1,0) es un dlgebra de Brouwer [2,pag.

173] (ver también [9, pag. 78]).

Representaremos la clase de las adlgebras de Brouwer con
Ba. Es bién conocido que si (A,A,v,1,0) = Brx y B S A es
un ideal entonces R(B) = {(x,y) € AZ: (x/y) v (y/x) = B} es
un Bxr-Congruencia sobre A. Ademds para cada R € Coan(A),
existe un ideal B < A tal que R = R(B). Si [X], denota la
R-clase de equivalencia del elemento x = A, entonces [0]R = B.

2.3. LEMA. S{ R = ConMS(A), entonces existen N € N(A)
tal que R = R(N).

Demostracién. Sea (1)(x,y) = R(N) entonces se cumplen:
(i) (ax,py) = R(N),
(ii) (-x,-y) = R(N),
En efecto, (i) y (ii) son consecuencia de la hipdtesis (1),

A5, A13 y Al4.

El teorema 2.4. y el lema 2.5. generalizan al lema
1.3. y corolario 1.4. de [5], y ponen en evidencia la impor
cia del MS-Reticulado K(A).

2.4. TEOREMA. S{ A = M; entonces K(A)-:Ro es un dlLge-

bra de Boole generalizada ([2,pag. 55]).
Demostracibn. Es suficiente probar que para cada
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y « K(A) el segmento [0,y] = {x € K(A) : 0 < x € y} es un 41-
gebra de Boole. Es claro que [0,y] es un subreticulado dis-
tributivo de K(A). Resta ver que todo x € [0,y] tiene un
complemento. El1 elemento x' = A-(xv -y) pertenece a K(A),
ademds por A7 x Ax' = Ax AA-(Axv -Ay) = 0. Por otra parte
como x € y, de A0 y A16 -x <« Vx = VAx = Ax = x € y, luego de
A17, A15 y A2 x' = A-(xv -y) € -(xv~-y) € -xvy =y, y por
lo tanto xv x' < y. Finalmente, teniendo en cuenta A8 y = Ay
S AxvA-(Axv -Ay) = xvA-(xv-y) = xvx'.

Si A e MS’ representaremos la familia de todos los
ideales de K(A) con I(K(A)). Sea C1 :N(A) » 1(K(A)) la apli-
cacidn definida por C#N) = NN K(A) para cada N = N{A), en-
tonces:

2.5. LEMA. S{ consdideramos Los confjuntos N(A), I(K(A))
ondenados porn La nrelacibn de inclusibn, entonces La aplica-
eibn Cy es un Lsomonfismo de ornden.

Demostracibén. S6lo probaremos que C, es sobre. Sea
B« I(K(A)) y N = F(B) € N(A). Como B < N entonces B < K(N)
= NN K(A). Ademds si z = NNK(A) entonces z « I(K(B)) =1(8B),
luego existe z, =B tal que z €z, y como z € K(A) resulta
que z « B. Tenemos asi B = NNK(A) = C1(N).

Del lema 2.5 resulta que las nociones de n-ideal ma-
ximal, n-ideal primo, n-ideal irreducible y n-ideal comple-
tamente irreducible coinciden en los M3-Reticu1ados, dado
que las nociones de correspondientes para ideales coinciden
para las algebras de Boole generalizadas, y la transforma-
cién C; respeta estos conceptos.

2.6. COROLARIO. Todo n-4ideal propio de un M3-Reticu£a-
do A es intenseccdibn de n-ideales maximales.
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3. Ms-Reticulados con G1timo elemento. En este apartado con-
sideramos las &dlgebras (A,A,v,-,A,0,1) tales que (A,A,V,-,4,0)
sM; y 1= A verifica xv 1 = 1 para todo x = A. Represen-
tamos esta variedad con MS,I’

Es claro que (T,A,v,-,A,0,1), donde (T,A,v,-,A,0) es
el indicado en 1.4, es un M3’1-Reticulado. Si sobre T defi-
nimos las operaciones - y -1 por las férmulas:

(H1) x » y = A-(xv-1) vy,
(H2) 7x = A-(Vxv -1),
cuyas tablas correspondientes son:

. I 0 a 1 x | Tx

1 1 1 0 1
a 1 1 1 a 0
1 0 a 1 1 0

entonces se verifica:

(H3) vx =1"71x.

Ademis si definimos ~ por medio de la férmula:

(H4) ~x = Mx » x)A(x+>1x),

tenemos que (T,A,v,~,V,1) Ls, donde L3 representa la va-
variedad de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes en el
sentido de [8] (ver al respecto [1],[6],[11],[12]).

Teniendo en cuenta el teorema 1.5. resulta:

3.1. TEOREMA. S{ (A,A,v,-,4,0,1) = Mz ; y ~,V s0n
’
Las 4indicadas en Ao y H4, entonces (A,A,v,~,9,1) « Lq.

Por otra parte como ~-1 = -1, entonces (A,A,V,~,7,1)

es un dlgebra de Lukasiewicz trivalente centrada con centro
e = -1 (ver [11]).
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