
TRISECCION DE ANGULOS

Por ALBERTO RODRIcUEZ, S. J.

En diversas construcciones graficas se presenta frecuentemente el
problema de la trisecci6n de un angulo. Cuando este es de 90°, su so-
luci6n es inmediata. 2Pero sera posible en el caso general?

Los profundos estudios realizados en la teoria de ecuaciones per
miten hallar las condiciones que deben cumplir los angulos suscep-
tibles de trisecci6n grafica, mediante el exclusivo empleo de la re-
gla y el compas, As! se ha comprobado que su numero es relativa-
mente muy pequefio.

Nos dara una ligera idea el hecho de que si consideramos todos
los angulos cuyos cosenos estan expresados par fracciones irreduci-
bles de denominador menor que 73 = 343, de los 71.000 que aproxi-
madamente contiene este con junto tan s6lo 38 admiten la trisecci6n,
es decir, uno por cada 1.871.

Ya desde los primeros tiempos en que se empez6 a cultivar me-
t6dicamente las Maternaticas, los ge6metras griegos se ingeniaron
buscando curvas de orden superior al circulo e ingeniosas construe-
~iones mecanicas que les permitieran tal construcci6n.

De creer a Proclo, hacia el 420 a. C., un conternporaneo de S6-
crates llamado Hippias descubri6 una curva para dividir un angulo
cualquiera en n partes iguales. Expresada en coordenadas polares
y en cartesianas (de sencilla representaci6n grafica) son sus ecua-
ciones respectivarnente,

2a w 7rXY = xctg-
2a

p
sen w

en las que a representa un parametro, Par el posterior emp1eo que de
ella hiciera Dinostrato (370 a. C.) para la cuadratura del circulo,
esta curva suele conocerse con el nombre de "cuadratriz".

En el decurso de los siglos posteriores, maternaticos de muy di-
versas naciones volvieron a ocuparse de este problema, deduciendo
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nuevas y originales curvas e incluso planeando numerosos aparatos
para obtener de un modo mecanico dicha trisecci6n.

Expondremos en este articulo la curva ideada por un materna-
tico sudamericano en la segunda mitad del siglo pasado, el pro£esor
de Huanuco (Peru), don Mariano Beraun, completando en algunos
puntos su interesante estudio y relacionandolo con otros similares.

Consideremos la circun£erencia
de diametro AOB y el angulo ins-
crito CAB (Fig. 1). Tomemos un
area CM medio del BC. El radio
OM corta a la cuerda AC en un
punta P, y se verifica que

ang, BOM = 3 ang. BAC .

B Si triplicamos todos los angulos
posibles construidos con diametro
£ijo AB y cuerda variable AC, de
modo que el angulo inscrito este
comprendido entre 0° y 60°, los
puntos P de intersecci6n de los

Figura 1 radios y cuerdas correspondientes
determinan una curva cerrada a

la que el profesor Beraun denomin6 "trisectriz" por su propiedad de
trisecar un angulo cualquiera dado.

En efecto, bastaria colocar el vert ice de este angulo en 0, un lado
- coincidiendo con OB, el otro OD cortaria a la trisectriz en un punto

P; uniendo A con P, por 10 expuesto anteriormente se cumplira que:

ang. BAP = 1- ang. BOD.
3

Si el angulo que debe triplicarse para construir la trisectriz vale
60°, BAH, entonces el arco BQH = 120°, y el que debe tomarse a
continuaci6n sera de 60°, esto es, el HA, y el radio OA sera diarne-
tralmente opuesto al OB luego el angulo £ormado por ellos vale 180°
que es triple de 60°.

Por la eanstrucci6n de la cur va, vemos que es simetrica respecto
al diametro AB. El punta A pertenece a la curva; hallemos el de su
intersecci6n con AB. De la sernejanza de los triangulos is6sceles OAC

y POC, se deduce, OC: AC = PC: OC, luego OC
2

= r2 = AC .PC,
es decir, queel radio es media proporcional entre la cuerda AC y el
segmento PC. En la posici6n limite, cuando ACes el diarnetro AB,
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seguira cumpliendose 1'2 = AB . TB de donde TB = ~ , luego el
punto T es el medio de OB. 2r

Para hallar la ecuaci6n cartesiana de esta cun a tomemos el dia-
metro AB como eje X, y la tangente en A como eje Y . Proyectado el
punto P,

x = AF; y = FP

Si PS es la bisectriz del ang. APO = Zang, peo = 2 ang. OAC,
se cumplira que ang, APS = ang, SAP, luego el triangulo SAP tam-
bien es is6sceles. Aplicando en el triangulo APO las propiedades de
la bisectriz,

(1) AP: AS = OP: OS

y reemplazando valores, AS = PS, OS = OA - AS = r - PS.

(2) AP : PS = OP: (1' - PS)

y de la semejanza de los triangulos isosceles SAP y POC,

(3) AP : PS = OC: OP y como OC = r , sustituyendo

(4) AP:PS = r:OP;

comparando (2) y (4),

(5) OP: (r - PS) = r: OP de donde r2
_ r.PS = Op2

pero

y sustituyendo este valor en (5),

(6)

En el triangulo rectangulo FSP se verifica

-2 -2 _2 -2

PS = PF + FS = y2 + x2
- 2x . PS + PS
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ya que PF = y ,SF = AF - AS = x - PS, de donde

(7)

igualando ahora los valores de PS obtenidos en (6) y (7), al despejar
y, obtenemos como ecuaci6n cartesian a de la curva.

(8) y2 = x2 (3r - 2x)
r+2x

Como la fracci6n tiene que ser positiva, s6lo existira curva en el
. 1 r...---...--- 3r E . I • 1 . I 1· X Pinterva 0 - - :::::::::::x :::::::::::-. s simetrica con re acion a eJe . re-

2 2
senta un bucle cuya intersecci6n en este eje corresponde a los valores:

x = 0, x = 3r. La recta x = - !..- es la {mica asintota, Ca1culando la
2 2

derivada, ,_r:+ 2x 3r
2

- 4x
2

y - .
3r - 2x (r + 2x?

que se anula para x = r \/3 (ya que no es admisible el valor ne-
2

gativo), luego la curva presenta s6lo un maximo y un minima co-

rrespondiente a los valores x = r y3 ; y =!....- )/3(3- y3)
2 2 1 + y3

Para x = 0, y' = y3, luega las tan gentes forman en el origen
un angulo de 60° con el eje X. La representaci6n grafica de la curva
se indica en la Fig. 2.

Aunque el prafesor Beraun
s6lo ernplea el bude para la trisec-
ci6n, vemas que, hablando con ri-
gor, la ecuaci6nobtenida represen-
ta una curva abierta. No podemos
dudar de su sinceridad al rnanifes-
tarnos en su trabaja que no conoce
otra curva igual a su trisectriz. Sin
embargo, esta misma curva habia
sido ya obtenida anterior mente pOl'
MacLaurin, quien tam bien le dio
el nombre de trisectriz, pero parece

que la dedujo pOl' un procedimiento distinto al expuesto.

X)1<--------+-

Figura 2
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De heche, Mac Laurin presenta su ecuaci6n bajo la forma

Si en esta ecuaci6n despejamos y2,

y2 = x- (3a + x)
a-x

Basta hacer ahora un cambio de ejes, y = Y, x = - X y variar la
expresi6n del parametro poniendo a = r /2 para obtener la ecuaci6n
del profesor Beraun.

La anterior observaci6n no disrninuye en modo alguno el rnerito
de su trabajo, sabre todo si consideramos la dificultad de obtener en
aquellas tiempos libraseuropeas de Maternaticas y de estar al co-
rriente de los progresos realizados en esta ciencia.

La invenci6n del calculo infinitesimal en forma casi simultanea
par Newton y Leibnitz no es el unico ejernplo que presenta la his-
toria de las Maternaticas de descubrimientos realizados can absoluta
independencia par varios investigadores.

,
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