INVARIANTES ABSOLUTOS EN LA FORMA
CUADRATICA TERNARIA

Por Luis pe Grerrr Bravo

1. Antes de analizar los invariantes absolutos en la forma cuadri-
tica ternaria, de tan grande im-
portancia en Geometria analiti-
ca, conviene revisar las propieda-
des principales de la sustitucion
lineal ortogonal de coordenadas.
Sea la terna ortogonal directa de
ejes coordenados cartesianos, a sa-
ber, O (x, y, ) (Sistema I). Una
segunda terna de igual origen
O (X,Y,Z) (Sistema II) queda
localizada con respecto a la prime-
ra, al conocerce los parametros que
contiene el siguiente esquema:

z

L= X Y | Zz
X o __;(7.2_ B _ﬁ_;*
y B B: ) B
2 Y1 Yo Vs

en el cual a;, B, y; designan los valores de los cosenos de los an-
gunos formades por OX con Ox, Oy, Oz respectivamente, etc. Se
les llama cosenos directores.

Se sabe que las férmulas de transformacién que permiten pasar
del sistema I al II, son las siguientes:

X = O.1X + agY + a:;Z
(1-1) y = BX + B.Y + BiZ
z = ’}’1X -+ ’)’zY + ’)’::Z
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La matriz de la transformacion, es,

(¢3]

l ay a3
,8 1 ,8: ,83
Y1 Y Vs

12)  (w) =

El determinante de esta matriz cuadrada de orden tres, se de-
signa asi,

1

. o |

aq > az

(1‘3) [M‘ = ' /81 /82 :8::
‘ Y1 Ve Vs

y recibe el nombre de médulo de la transformacién (1-1).
Las formulas (1-1) se escriben matricialmente asf,

x X
(14) ( y| =Y
b4 VA

Ahora vamos a considerar la transformacién inversa, o sea la que

permite pasar del sistema II al sistema I, para la cual valen las rela-
ciones de transformacién que siguen:

X = ayx + ,813/ + vz
(1-5) Y = X + B_»y + YR
Z == azx ,833’ + V3l

Se advierte que la matriz de la transformacién inversa (1-5), viene
a ser la transpuesta de la primera matriz, (1-2), a saber,

aq 1 Y1
(1-6) T (p) = | o B- V2
as ,8:; Y3

Entre los determinantes de las dos matrices (1-2), (1-6) existe
igualdad. En efecto, ¢l determinante de la transpuesta, e,

l a, ,81 Y1 |
(17 e B 7 l = |p|
| az ,8:’. Vs
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segtin propiedad elemental de los determinantes. La circunstancia
apuntada se puede expresar con otros simbolos, asi:

(1-8) le] = |T (@)
Las relaciones (1-5) escritas en forma matricial son, a saber,

X
Y
Z

(1-9)

¥
=T () v
2z

Ahora consideremos el producto de las transformaciones directa
e inversa, el cual da por resultado que la posicion final de los ejes
coincida con la inicial (transformacién idéntica). Sustituyendo (1-9)
en (1-4), se tiene,

| x X
(1-10) v | =) T () | v |
2 2 |

Como la matriz (p) T (p) no es singular, de la (1-10) se deduce,

1 0 0
(1) (=@ T @: (D=1[0 1 0
0 0 1]

La relacion (1-11) implica la siguiente igualdad entre sus de-
determinantes,

(1-12) I =]p].IT (W]

Ahora bien, se tiene,

1 0 0
(1-13) Il=10 1 o0|=1
0 0 1

y, al tener en cuenta (1-8), se llega finalmente a

(1-14) 1=|p|.lp|=|pl
de donde,
(1-15) | = =1
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resultado que se enuncia asi: el mddulo de una transformacién orto-
gonal es igual a la unidad. El signo positivo corresponde a las trans-
formaciones por rotacién; el signo negativo corresponde a la trans-
formacién por simetria, la cual dejaremos de tener en consideracion.

Al efectuar de manera explicita el producto de matrices indicado
en (1-11) e igualar elementos correspondientes, se tienen las seis co-
nocidas relaciones entre los nueve pardmetros de la transformacién

(1-1), a saber,

-

(1-16) ai ai + Bi Bi -+ yiyi — dii para ’%

4
5

donde 81 es el simbolo de KrontckEr, que toma por valor la #nidacd

para i = j; valiendo en cambio cero, parai 5= j.

2. Forma cuadratica ternaria. Se da este nombre a la siguiente fun-
cién cuadritica a tres variables,

(2-1) f=1f(xy,2)=an 2" + 4 y* + a5 2° +
+ 2ay5 xy + 2413 X2 + 2a53 Y2
donde los aii son coeficientes constantes reales o complejos

Semi-derivadas parciales: sean las semi-derivadas parciales de la
forma f: ‘

%%:ﬂl1x+alzJ’+ﬂ1sz
(2-2) %887]‘ =12 X + A2 Y + a3 Z
%"‘g—i:awx'*‘ﬂ‘zsy‘i‘%sz

Designando con (A) la matriz de los coeficientes de las (2-2),
pueden éstas escribirse como sigue:
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1 &f

2 &
x|\
(2:3) —Zl—gi — (&) ( ” )
Y | 2
139
2 8z

Al determinante de la matriz de los coeficientes de las semi-
derivadas parciales, a saber, al determinante simétrico,

a1 12 a3
ay2 a2 Aoy
i3 a3 d33

(2-4) A=

se da el nombre de discriminante de la forma f.

Vamos a demostrar que si en la forma (2-1), se opera la susti-
tucién ortogonal (1-1), el discriminante de la transformada
F (X, Y, Z) el cual designaremos con A, tiene valor igual a A
o sea que se cumple la igualdad,

(25) A = A,

lo cual enunciaremos asi,

Teorema.—El discriminante de la forma cuadritica f es un in-
variante absoluto con respecto a la sustitucién lineal ortogonal (1-1).

En efecto, operando en la forma cuadritica f, la sustitucién (1-1),
se obtiene,

(2-7) f (x,y,2) = F (X,Y,Z)
Por derivacién parcial de f segin x se tiene,

Sf _8F SX . 8F 8Y  SF  8Z
&y S SX 5: 3V sX T 5z X

los segundos factores de estos productos se obtienen derivando las
(1-5) segin x pudiendo escribirse las (2-8) asi,

B8R SF.  F

2 it 08 OF OF
s, S | 8K el Y 57
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De manera analoga se obtienen las siguientes expresiones,

of oF &F
10 =g 2 ;
(2-10) 5 B s T B 8Y+B

Sf oF SF 8F
211 O e a0 iy O BE
.. B . aE. gy g

Las (29), (2-10) y (2-11) se sintetizan en la siguiente expresion
matricial,

/ 8 \ / OF '\
ox 0X \\
Sf SF
(212) Fi ARSI )
\ S SF
\ Bz \ NS f

Multiplicando los dos miembros por % y teniendo en cuenta las

|

(2-3), las (2-12) dan origen a la siguiente,

X

(213) (4) ( y

3

X
Y

[ $Y

= (p) (A) T (p) (

> = (p) (A1)

La (2-13) implica la igualdad matricial,
(2-14) (A) = (w) (A) T (p)

Ahora bien, el determinante del producto de dos matrices no-sin-
gulares es igual al producto de los determinantes de las mismas ma-
trices, luego, de la anterior se tiene,

(215) A= |(p) M) T (W)= [p] AT (w)]
de donde, en virtud de (1-8),
(2-16) A=|p|A|pl
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pero como hemos visto que el mddulo de la transformacién es igual
a la unidad (1-15), se tiene finalmente,

(2-17) A = A,
lo cual demuestra el teorema enunciado.

Ha quedado pues demostrado que el discriminante de una forma
cuadratica ternaria es un invariante con respecto a la sustitucién orto-
gonal (1-1). Mas no es el Gnico invariante que dichas formas poscen
porque como veremos en seguida, existen otros dos.

Para hallar los otros dos invariantes absolutos de f, escribimos
la transformada de manera explicita, o sea,

(218) F(X,Y,Z)=bu X'+ b Y’ + by Z° + 26, XY +

Sca, por otra parte, la forma simétrica,

(2-19) =2+ 4 2

es facil comprobar —y el lector puede hacerlo como ejercicio— que
la sustitucion (1-1) transforma la ¢ forma en

(2-20) d=X+Y+2

resultado previsible puesto que ¢, ®, expresan el cuadrado de la
distancia del origen de coordenadas a un mismo punto.

Consideremos ahora la siguiente forma cuadratica,
(221) f—

es claro que la sustitucién (1-1) le transforma en F — A® pudiendo
en consecuencia, escribirse,

(2-22) f—\p=F— o

En estas formas han de ser iguales los discriminantes, segn el teo-
rema ya demostrado (2-17), o sea,
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an—\ ap; 13 biuu—N b bis
(2-23) 12 Asz— N gy = | bi» bos— N b
s o3 az3—\ by by byz—\

Desarrollando estos determinantes se tiene,

N @t @+ @) N — (A Au+ Am) N A=
(224) = — N* 4= (Byy £ Bag - Bss) No— (Bt Bia - By X 1A
de donde, al igualar coeficientes, se obtiene,

(2‘25) ay + o + as3 = by + ba» + bys
(2—26) An + Azz -+ A33 = Bu + Bzz + B:xs

En la Gltima expresién se indica con letras mayusculas a los co-
factores de los términos de la diagonal principal en A y A;. Por
ejemplo By, designa el cofactor correspondiente &;; en A;

(2-27) By = bos byy — b5

La (2-25) contiene el invariante lineal de la forma f, a saber,
@y, - asy + a4 La (2-26) contiene el invariante cuadrdtico de la
misma, o sea, Ay -+ Aus + Ass. El discriminante es el invariante c-
bico de la forma.

Los invariantes en la forma cuadritica binaria se deducen de la
terciaria por supresién de una de las variables, por ejemplo la z.
En efecto, la forma,

(2-28) Y =ay 2 + a2y’ + 2412 %y

tiene un invariante cuadratico: el discriminante

(2_29) § = lan ay2 — a, azg—ﬂ212

| a2 a2z

y un invariante lineal, a saber a,; 4 as,.

La generalizacién de esta teorfa a formas cuadraticas con mayor
namero de variables, no ofrece dificultad.
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